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Sa�etak

Predmet ove disertacije jesu polinomi realne promen	ive ortogonalni u odnosu
na polinomske modifikacije Qebixev	evih mera prve i druge vrste, �ihova sim-
boliqka izraqunava�a i diferencne osobine. Pored ovoga, predmet disertacije
jeste i efikasan numeriqki algoritam za konstrukciju parametara generalizovanih
Gaus-Risovih kvadraturnih formula i numeriqka konstrukcija odgovaraju�ih klasa
ortogonalnih polinoma.

Za polinome ortogonalne u odnosu na modifikovane Qebixev	eve mere prve i
druge vrste odre�eni su koeficijenti troqlane rekurentne relacije u simboliqkom
obliku i ispitivane su �ihove diferencno-diferencijabilne osobine. Pored ovoga,
pretpostav	aju�i logaritamski potencijal data je elektrostatiqka interpretacija
nula polinoma ortogonalnih u odnosu na modifikovanu Qebixev	evu meru prve
vrste.

U radu Milovanovi�a [48] dat je efikasan numeriqki algoritam za konstrukciju
Risovih kvadratura. U ovom istra�iva�u po prvi put su prouqavane tzv. genera-
lizovane Gaus-Risove kvadrature u odnosu na proizvod eksponencijalne funkcije
exp (−xt2) i ultrasferne Gegenbauerove te�inske funkcije na [−1, 1], s posebnim
osvrtom na va�ne Qebixev	eve sluqajeve.

Svi dobijeni rezultati disertacije softverski su provereni u programu Mat-
hematica uz intezivno korix�e�e paketa OrthogonalPolynomials.

K	uqne reqi: Ortogonalni polinomi, Qebixev	eve mere, Qebixev	evi poli-
nomi, rekurentna relacija, diferencijalna jednaqina, kvadraturno pravilo, qvo-
rovi, te�ine

3



Abstract

In this thesis we consider the polynomials of real variable orthogonal with respect to
the polynomial modifications of the Chebyshev measures of the first and second kind,
its symbolic calculations and difference properties. In addition, the subject of this dis-
sertation is an efficient numerical algorithm for the construction of parameters of the
generalized Gauss-Rys quadrature formulas and numerical construction of the correspon-
ding orthogonal polynomials.

For polynomials orthogonal with respect to the modified Chebyshev measures of the
first and second kind, the coefficients of the three-term recurrence relation are obtained
in their symbolic form and also the difference properties are examined. Furthermore,
assuming a logarithmic potential, we gave an electrostatic interpretation of the zeros of
the polynomials orthogonal with respect to the modified Chebyshev measure of the first
kind.

In a recent paper by Milovanović [48], an efficient numerical algorithm for the con-
struction of Guass-Rys quadratures was given. In this study, the so-called generalized
Gauss-Rys quadrature formulas with respect to the product of the exponential function
exp (−xt2) and the ultraspherical Gegenbauer weight function are studied, with a special
attention to the important Chebyshev cases.

All obtained results have been checked in the software Mathematica with intensive
use of the package OrthogonalPolynomials.

Keywords: Orthogonal polynomials, Chebyshev measures, Chebyshev polynomials,
recurrence relation, differential equation, Quadrature rule, nodes, weights
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Predgovor

Jednu od najva�nijih klasa ortogonalnih polinoma qine ortogonalni polinomi
na realnoj pravoj i �ima pripada oblast istra�iva�a ove disertacije. Kako je
teorija klasiqnih ortogonalnih polinoma (Jakobijevi, Le�androvi, Ermitovi) u
dobroj meri razvijena, xira klasa polinoma je i da	e nepoznanica, kao i razni
aspekti primene takvih polinoma.

Polinomi ortogonalni u odnosu na nestandardne te�ine i mere imaju mnogo ma-
�u primenu. Razlog ovome je u brojnim texko�ama koja prate �ihovo simboliqko i
numeriqko generisa�e. Jedan od najva�nijih problema konstruktivne teorije orto-
gonalnih polinoma jeste odre�iva�e koeficijenata troqlane rekurentne relacije
za neklasiqne te�inske funkcije, kao i konstrukcija ortogonalnih polinoma za mo-
difikovane mere. Istra�iva�a neklasiqnih ortogonalnih polinoma su u praksi
u velikoj meri olakxana postoja�em programskih paketa razvijanih u specijalizo-
vanim softverima kakvi su: Matlab i Mathematica.

Va�na primena ortogonalnih polinoma je u konstrukciji kvadraturnih for-
mula, a posebno Gausovih kvadraturnih formula sa maksimalnim algebarskim ste-
penom taqnosti i �ihovih modifikacija, pa zbog toga jedan deo disertacije pripada
i ovoj oblasti.

***

Ova disertacija je organizovana u pet glava. Spisak korix�ene literature, koji
se sastoji od 73 reference, dat je na kraju disertacije.

Prve dve sekcije su preglednog karaktera i predstav	aju teorijsku osnovu istra-
�iva�a u ovoj disertaciji. U prvoj glavi dat je kratak pregled osnovnih rezultata
teorije ortogonalnih polinoma na realnoj pravoj. Date su i osnovne osobine kla-
siqnih ortogonalnih polinoma. Na kraju ove glave dati su metodi za konstrukciju
ortogonalnih polinoma.

U drugoj glavi dat je kratak osvrt na interpolacione procese koji se koriste
prilikom numeriqke integracije, a posebno su opisane interpolacione kvadraturne
formule i me�u �ima najbitnije Gausove kvadraturne formule. U ovoj glavi dat je
i kratak pregled nekih klasa modifikovanih Gausovih kvadraturnih formula.

U glavama 3, 4 i 5 dati su originalni rezultati koji su publikovani ili pri-
hva�eni za xtampu (videti [11], [12] i [56]).

Tre�a glava bavi se izuqava�em polinoma ortogonalnih u odnosu na modifiko-
vane Qebixev	eve mere prve i druge vrste. Ovi problemi tretirani su u simbo-
liqkom obliku. Dati su koeficijenti troqlane rekurentne relacije za polinome
ortogonalne u odnosu na meru

dµ(x) =
|T̂n(x)|2s√

1− x2
dx, x ∈ (−1, 1),

9



ali kada je n = 2 i s > −1/2 realan broj i T̂n(x) je moniqan Qebixev	ev polinom
prve vrste n−tog stepena. Razmotrene su razne diferencno-diferencijalne osobine
ovih polinoma. U radu [12], Milovanovi� i �egovi saradnici su istra�ivali po-
linome ortogonalne u odnosu na ovu meru, ali kada je parametar s prirodan broj.
Specijalan sluqajevi date mere razmatrani su u radovima [21] i [32]. U ovoj glavi
razmatrane su i osobine polinoma koji su ortogonalni u odnosu na modifikovanu
Qebixev	evu mere druge vrste

dµ(x) = |Ûn(x)|2s(1− x2)s+1/2 dx, x ∈ (−1, 1),

ali kada je n = 1 i n = 2 i s > −1/2 realan broj i Ûn(x) je moniqan Qebixev	ev
polinom druge vrste n-tog stepena.

U qetvrtoj glavi najpre je dat pregled poznatih rezultata elektrostatiqke inter-
pretacije nula Jakobijevih polinoma. Poqeci istra�iva�a u ovoj oblasti nalaze
se u radovima [66] i [70]. Polaze�i od pretpostavke da se radi o logaritamskom
potencijalu izvedena je elektrostatiqka interpretacija nula polinoma ortogonal-
nih u odnosu na modifikovanu Qebixev	evu meru prve vrste. Na kraju ove glave
navedene su neke primene implementirane u softveru Mathematica u problemima
konstruktivne teorije ortogonalnih polinoma.

U petoj glavi prouqavane su modifikovane Gausove kvadrature i odgovaraju�i
ortogonalni polinomi. Nedavno je u radu Milovanovi�a [48], dat efikasan nume-
riqki algoritam za konstrukciju tzv. Gaus-Risovih kvadratura. Osla�aju�i se na
ovaj rad uspeli smo da dobijemo numeriqki stabilan algoritam za konstrukciju ge-
neralizovanih Gaus-Risovih kvadraturnih formula, xto je da	e omogu�ilo numeri-
qku konstrukciju odgovaraju�e klase ortogonalnih polinoma u odnosu na te�insku
funkciju na intervalu (−1, 1)

ω(t;x) = exp (−xt2)(1− x2)λ−1/2,

kada su x > 0 i λ > −1/2.
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1 Ortogonalni polinomi na realnoj pravoj

1.1 Osnovne osobine ortogonalnih polinoma

Jednu od najbitnijih klasa ortogonalnih polinoma qine ortogonalni polinomi
na realnoj pravoj. U ovom delu navodimo samo osnovna svojstva ove klase polinoma.

Neka je µ neopadaju�a ograniqena funkcija na realnoj pravoj R takva da indu-
kovana pozitivna mera dµ ima konaqne sve momente

(1.1.1) µk =

∫
R
xk dµ(x), k = 0, 1, . . . ,

pri qemu je µ0 > 0. Osim toga, pretpostavimo da funkcija (distribucija) µ : R 7→ R
ima beskonaqno mnogo taqaka rasta, tj. da skup

Ξ = {x ∈ R
∣∣µ(x+ ε)− µ(x− ε) > 0 za sve ε > 0}

ima beskonaqno mnogo elemenata. Skup taqaka Ξ, rasta funkcije µ, zove se nosaq
mere dµ i obele�ava se sa supp( dµ). Ka�emo da je dµ mera na [a, b] ako je interval
[a, b] nosaq mere dµ, tj. ako je dµ(x) = 0 za sve x van intervala [a, b].

Obele�imo sa P prostor svih realnih polinoma i Pd ⊂ P, d ∈ N0, prostor svih
polinoma stepena ne vixeg od d. Sa P̂d obele�ava�emo skup svih moniqnih polinoma
stepena d, tj. P̂d = {xd + q(x)

∣∣ q(x) ∈ Pd−1}.
Uvedimo skalarni proizvod u odnosu na meru dµ sa

(1.1.2) (p, q) =

∫
R
p(x)q(x) dµ(x), p, q ∈ P.

Pretpostavka da distribucija µ : R 7→ R ima beskonaqno mnogo taqaka rasta obezbe�uje
pozitivnu definitnost skalarnog proizvoda (1.1.2).

Norma indukovana skalarnim proizvodom (1.1.2) je

(1.1.3) ||u|| =
√
|(u, u)| =

(∫
R
u(x)2 dµ(x)

)1/2
.

Sistem polinoma {pn}, gde je

pn(x) = γnx
n + qlanovi ni�eg stepena, γn > 0,(1.1.4)

(pn, pm) = δnm =

{
0, n 6= m,

1, n = m, n, m ≥ 0,

je sistem ortonormiranih polinoma u odnosu na meru dµ. Broj γn je vode�i koefi-
cijent polinoma pn.

U mnogim razmatra�ima i primenima se koristi sistem moniqnih ortogonalnih
polinoma u odnosu na meru dµ

(1.1.5) πn(x) =
pn(x)

γn
= xn + qlanovi ni�eg stepena.
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Definicija 1.1.1. Niz moniqnih realnih polinoma {πn}n∈N0 je ortogonalan u od-
nosu na meru dµ ako va�i deg πn = n i (πn, πm) = 0 ako i samo ako je n 6= m.

Lema 1.1.1. Skup {π0, π1, . . . , πn} moniqnih ortogonalnih polinoma u odnosu na
meru dµ formira jednu bazu prostora Pn.

Teorema 1.1.1. Ako je skalarni proizvod (1.1.2) pozitivno definitan na P, tada
postoji jedinstven niz {πn}n∈N0 moniqnih ortogonalnih polinoma.

Za dokaze prethodnih tvr�e�a videti [7].

Kada �elimo da naglasimo meru tada umesto pn(·), πn(·) i γn, redom koristimo
oznake pn(·; dµ), πn(·; dµ) i γn( dµ). Ovi polinomi se mogu dobiti Gram-Xmitovim
postupkom ortogonalizacije, polaze�i od bazisa U = {1, x, x2, . . .}. Odgovaraju�a
Gramova matrica se mo�e izraziti preko momenata µk (k = 0, 1, . . . , 2n) u obliku

(1.1.6) Hn+1 =


µ0 µ1 · · · µn
µ1 µ2 · · · µn+1
...

...
. . .

...
µn µn+1 · · · µ2n

 .
Kako je sistem U = {1, x, x2, . . .} linearno nezavisan va�i ∆n = detHn > 0, n ∈ N.
Odgovaraju�i ortonormiran polinom stepena n ∈ N se mo�e predstaviti kao

pn(x) = pn(x; dµ) =
1√

∆n∆n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ0 µ1 · · · µn−1 1
µ1 µ2 · · · µn x
...

...
. . .

...
...

µn µn+1 · · · µ2n−1 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
gde je ∆0 = 1. Vode�i koeficijent je γn = γn( dµ) =

√
∆n/∆n+1. Matrice oblika

(1.1.6) nazivaju se Henkelove matrice, a odgovaraju�e determinante Henkelove de-
terminante.

Ako je distribucija µ apsolutno neprekidna funkcija, tada se funkcija ω(x) =
µ′(x) zove te�inska funkcija. U tom sluqaju meru dµ mo�emo predstaviti u obliku
dµ(x) = ω(x) dx, gde je x 7→ ω(x) nenegativna funkcija, mer	iva u Lebegovom smislu
na R, za koju svi momenti µn, n ∈ N0, postoje i µ0 > 0. Tada umesto pn(·; dµ),
πn(·; dµ), γn( dµ), supp( dµ),. . ., pixemo pn(·;ω), πn(·;ω), γn(ω), supp(ω),. . ., respekti-
vno. Ako je supp(ω) = [a, b], gde je −∞ < a < b < +∞, tada ka�emo da je ω te�inska
funkcija na [a, b] i ka�emo da su polinomi pn(·;ω), tj. πn(·;ω), ortonormirani,
odnosno moniqni ortogonalni, na [a, b] u odnosu na te�insku funkciju ω. Interval
(a, b) zove se interval ortogonalnosti.

1.2 Troqlana rekurentna relacija

Troqlana rekurentna relacija je svojstvo ortogonalnih polinoma i najznaqaj-
nija informacija za �ihovu konstrukciju. Osnovni razlog egzistencije troqlane
rekurentne relacije se nalazi u svojstvu

(tu, v) dµ = (v, tu)dµ, p, q ∈ P,

koje zadovo	ava skalarni proizvod (1.1.2).
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Teorema 1.2.1. Sistem ortonormiranih polinoma {pn(x)} u odnosu na meru dµ(x),
zadovo	ava troqlanu rekurentnu relaciju

(1.2.1) xpn(x) = bn+1pn+1(x) + anpn(x) + bn−1pn−1(x), n ∈ N0,

gde je p−1(x) = 0, a koeficijenti an = an( dµ) i bn = bn( dµ) su dati sa

an =

∫
R
xpn(x)2 dµ(x) i bn =

∫
R
xpn−1(x)pn(x) dµ(x) =

γn−1
γn

.

Kako je p0(x) = γ0 = 1/
√
µ0 i γn−1 = bnγn, imamo γn = γ0/(b1b2 · · · bn) za n ∈ N.

Primetimo da je bn > 0 za sve n ∈ N.
Suprotno, za bilo koja dva data realna niza {an}n∈N0 i {bn}n∈N0 , gde je bn > 0 za

sve n ∈ N, mo�e se konstruisati niz polinoma pomo�u troqlane rekurentne relacije
(1.2.1), polaze�i od p−1(x) = 0 i p0(x) = 1. Prema Favardovoj teoremi (videti [7]),
postoji pozitivna mera dσ(x) na R, takva da je∫

R
pn(x)pm(x) dσ(x) = Cnδnm, Cn > 0, n,m ≥ 0.

Dovo	an uslov za jedinstvenost mere dσ je Karlemanov uslov
+∞∑
n=1

1

bn
= +∞. Oqigle-

dno, prethodno va�i ako je {bn}n∈N ograniqen niz.

Teorema 1.2.2. Sistem moniqnih ortogonalnih polinoma {πn} zadovo	ava tro-
qlanu rekurentnu relaciju

(1.2.2) πn+1(x) = (x− αn)πn(x)− βnπn−1(x), n ∈ N0, π−1(x) = 0,

gde je αn = an i βn = b2k > 0.

Zbog ortogonalnosti je

αn =
(xπn, πn)

(πn, πn)
, n ≥ 0, βn =

(πn, πn)

(πn−1, πn−1)
, n ≥ 1.

Koeficijent β0 u (1.2.2) se mo�e uzeti proizvo	no, a obiqno se uzima β0 = µ0 =∫
R dµ(x). Tada je ||πn|| =

√
β0β1 · · · βn. Dokazi teorema 1.2.1 i 1.2.2 se mogu na�i u

[41], [7], [17] i [38].

Napomena 1.2.1. Rekurzivni koeficijenti αn i βn u (1.2.2) se mogu predstaviti
preko Henkelovih determinanti

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ0 µ1 · · · µn−1
µ1 µ2 · · · µn
...

...
. . .

...
µn−1 µn · · · µ2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ i ∆′n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ0 µ1 · · · µn−2 µn
µ1 µ2 · · · µn−1 µn+1
...

...
. . .

...
...

µn−1 µn · · · µ2n−3 µ2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
gde su ∆0 = 1 i ∆′0 = 0. Tada,

αn =
∆′n+1

∆n+1

− ∆′n
∆n

, n ≥ 0, βn =
∆n−1∆n+1

∆2
n

, n ≥ 1.
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Neka je

Kn(x, t) =
n∑
k=0

pk(x)pk(t), n ≥ 0.

Primetimo da va�i Kn(t, x) = Kn(x, t). Va�na posledica troqlane rekurentne re-
lacije je slede�a teorema.

Teorema 1.2.3. Neka je {pk}k∈N0 sistem ortonormiranih polinoma u odnosu na meru
dµ. Tada je

(1.2.3) Kn(x, t) = bn+1
pn+1(x)pn(t)− pn(x)pn+1(t)

x− t
.

Koeficijent bn+1 je definisan u teoremi 1.2.1.

Formula (1.2.3) poznata je kao Kristofel-Darbuova formula. Uzimaju�i grani-
qnu vrednost kad t→ x u (1.2.3), dobijamo

(1.2.4) Kn(x, x) =
n∑
k=0

pk(x)2 = bn+1

(
p′n+1(x)pn(x)− p′n(x)pn+1(x)

)
.

Posledica 1.2.1. Neka je {πk}k∈N0 sistem moniqnih ortogonalnih polinoma u
odnosu na meru dµ. Tada je

n∑
k=0

πk(x)πk(t)

β0β1 · · · βk
=

1

β0β1 · · · βn
· πn+1(x)πn(t)− πn(x)πn+1(t)

x− t
.

Posledica 1.2.2. Iz jednakosti (1.2.4) sledi nejednakost

(1.2.5) p′n+1(x)pn(x)− p′n(x)pn+1(x) > 0.

Za dokaz teoreme 1.2.3 videti, na primer, [38].

1.3 Kristofelova formula

Slede�i rezultat u literaturi poznat je kao Kristofelova formula (videti
[70]).

Teorema 1.3.1. Neka su pn(x) ortonormirani polinomi u odnosu na meru dµ(x) na
intervalu [a, b]. Tako�e, neka je

ρ(x) = c(x− x1)(x− x2) · · · (x− xl), c 6= 0,

polinom nenegativan na intervalu [a, b] sa razliqitim nulama xk, k = 1, . . . , l, van
intervala (a, b). Tada se ortogonalni polinomi qn(x) u odnosu na meru dσ(x) =
ρ(x) dµ(x), mogu izraziti preko polinoma pn(x) :

ρ(x)qn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pn(x) pn+1(x) · · · pn+l(x)
pn(x1) pn+1(x1) · · · pn+l(x1)

...
...

. . .
...

pn(xl) pn+1(xl) · · · pn+l(xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Napomena 1.3.1. U sluqaju da je xk nula, vixestrukosti s(> 1), odgovaraju�e vrste
u prethodnoj determinanti treba zameniti izvodima reda 0, 1, . . . , s − 1, polinoma
pn(x), pn+1(x), . . . , pn+l(x) u taqki x = xk.
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1.4 Nule ortogonalnih polinoma

Neka je supp( dµ) ograniqen i neka je ∆( dµ) = Co(supp( dµ)) najma�i zatvoren
interval koji sadr�i supp( dµ).

Teorema 1.4.1. Sve nule polinoma pn(·; dµ), n ∈ N su realne i razliqite i le�e
u unutrax�osti intervala ∆( dµ).

Dokaz. Neka polinom pn(·; dµ) ima m razliqitih nula x1, . . . , xm neparnog reda u
unutrax�osti intervala ∆( dµ) i neka je polinom q(x) = (x−x1) · · · (x−xm). Tada,
za sve x ∈ ∆( dµ), imamo pn(·; dµ)q(x) ≥ 0, odakle sledi∫

R
pn(x)q(x) dµ(x) > 0.

Sa druge strane, ako je m < n prethodni integral je nula zbog ortogonalnosti.
Iz kontradikcije sledi m = n, xto znaqi da su sve nule proste i nalaze se u
unutrax�osti intervala ∆( dµ).

Obele�imo sa xn,1 < xn,2 < · · · < xn,n nule polinoma pn(·; dµ) u rastu�em poretku.

Definicija 1.4.1. Nule polinoma pn i pn+1 se me�usobno razdvajaju, tj. va�i

xn+1,k < xn,k < xn+1,k+1, k = 1, . . . , n, n ∈ N.

Dokaz prethodne teoreme sledi iz nejednakosti (1.2.5) (videti [38]).
Uzimaju�i rekurentne relacije (1.2.1) za k = 0, 1, . . . , n − 1, dobijamo slede�i

sistem jednaqina:

(1.4.1) xpn(x) = Jn( dµ)pn(x) + bnpn(x)en, n ∈ N0,

gde su

Jn( dµ) =


a0 b1 O
b1 a1 b2

b2 a2
. . .

. . . . . . bn−1
O bn−1 an−1

 , pn(x) =


p0(x)
p1(x)
p2(x)
...

pn−1(x)

 i en =


0
0
0
...
1

 .

Matrica Jn = Jn( dµ) naziva se Jakobijeva matrica reda n× n. Iz (1.4.1) dobija
se pn(x) = 0 ako i samo ako je

(1.4.2) xpn(x) = Jnpn(x), k = 1, . . . , n,

tj. nule xn,k polinoma pn(x) su jednake sopstvenim vrednostima Jakobijeve matrice
Jn. Sopstveni vektori koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti xn,k su pn(xn,k),
k = 1, . . . , n. Va�i slede�e tvr�e�e (videti [42] i[7]).

Lema 1.4.1. Nule xn,k, k = 1, . . . , n, polinoma pn(·; dµ), su sopstvene vrednosti Ja-
kobijeve matrice Jn( dµ) reda n. Odgovaraju�i sopstveni vektori su pn(xn,k).

Moniqni polinom πn(x) mo�e se predstaviti u obliku

πn(x) = det(xIn − Jn),

gde je In jediniqna matrica reda n.
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1.5 Specijalne te�ine

U ovom delu najpre �emo dati rezultat koji se odnosi na polinome ortogonalne
u odnosu na monotonu te�insku funkciju na intervalu [a, b] (videti [70]).

Teorema 1.5.1. Neka je x 7→ ω(x) neopadaju�a te�inska funkcija na [a, b], gde je
b konaqno. Ako je {qn(x)}n∈N0 odgovaraju�i sistem ortogonalnih polinoma, tada
funkcija x 7→

√
ω(x)|qn(x)| posti�e svoj maksimum na [a, b] za x = b.

Prethodno tvr�e�e va�i za bilo koji podinterval [x0, b] ⊂ [a, b], na kome je x 7→
ω(x) neopadaju�a funkcija. Naredno tvr�e�e se odnosi na polinome {qn(x)}n∈N0

ortogonalne u odnosu na parnu te�insku funkciju x 7→ ω(x) na simetriqnom inter-
valu [−a, a]. Neka je qn(−x) = (−1)nqn(x), tj. qn(x) je polinom qija parnost zavisi
od parnosti n. Moniqni polinomi {qn(x)}n∈N0 zadovo	avaju rekurentnu relaciju
(1.2.2), sa αn = 0, tj.

(1.5.1) qn+1(x) = xqn(x)− βnqn−1(x), n = 0, 1, . . . ,

sa poqetnim uslovima q0(x) = 1 i q−1 = 0.

Teorema 1.5.2. Neka je {qn(x)}n∈N0 sistem polinoma ortogonalan u odnosu na parnu
te�insku funkciju ω(x) na (−a, a). Tada:

(a) {p(1)n (t)}n∈N0 = {q2n(
√
t)}n∈N0 je sistem polinoma ortogonalan na [0, a2] u

odnosu na te�insku funkciju ω1(t) = ω(
√
t)/
√
t;

(b) {p(2)n (t)}n∈N0 = {q2n+1(
√
t)/
√
t}n∈N0 je sistem polinoma ortogonalan na [0, a2]

u odnosu na ω2(t) =
√
tω(
√
t).

Dokaz. (a) Neka je n 6= k. Kako∫ a

−a
q2n(x)q2k(x)ω(x) dx = 2

∫ a

0

q2n(x)q2k(x)ω(x) dx = 0,

smenom x2 = t, dobijamo∫ a2

0

q2n(
√
t)q2k(

√
t)
ω(
√
t)√
t

dt = 0, n 6= k.

Dakle, sistem polinoma {q2n(
√
t)}n∈N0 je ortogonalan na [0, a2] u odnosu na te�insku

funkciju ω1(t) = ω(
√
t)/
√
t. Dokaz dela (b) je analogan.

Teorema 1.5.3. Ako sistem ortogonalnih polinoma {qn(x)}n∈N0 zadovo	ana troqlanu-

rekurentnu relaciju (1.5.1), tada sistemi {p(ν)n (t)}n∈N0 , ν = 1, 2, iz teoreme 1.5.2,
zadovo	avaju rekurentne relacije

p
(ν)
n+1(t) = (t− α(ν)

n )p(ν)n (t)− β(ν)
n p

(ν)
n−1(t), n = 0, 1, . . . ,

sa p
(ν)
0 (t) = 1 i p

(ν)
−1(t) = 0, gde je α

(1)
0 = β1, α

(2)
0 = β1 + β2, i za n ∈ N,

α(1)
n = β2n + β2n+1, β(1)

n = β2n−1β2n,

i
α(2)
n = β2n+1 + β2n+2, β(2)

n = β2nβ2n+1.

16



Dokaz. Prema relaciji (1.5.1) i teoremi 1.5.2, lako se vidi

p
(1)
n+1(t) + β2n+1p

(1)
n (t) = tp(2)n (t)

i
p
(2)
n+1(t) + β2n+2p

(1)
n (t) = p

(1)
n+1(t).

Kombinova�em prethodnih relacija dobijamo tra�ene rezultate.
Da bismo odredili asimptotske osobine ortogonalnih polinoma kada �ihov ste-

pen te�i beskonaqnosti, posebno za polinome na konaqnom intervalu, potrebno je
da va�e odre�ene restrikcije za odgovaraju�u te�insku funkciju (videti [70]).

Definicija 1.5.1. Te�inska funkcija ω definisana na (−1, 1) pripada Segeovoj
klasi funkcija (ω ∈ S) ako

(1.5.2)

∫ 1

−1

logω(x)√
1− x2

dx > −∞.

1.6 Stiltjesova transformacija mere i Kristofelovi bro-
jevi

Neka je

(1.6.1) F (z) =

∫
R

dµ(t)

z − t
, z ∈ C \ supp( dµ).

Ova funkcija se anulira u beskonaqnosti, tj. F (∞) = 0, i analitiqka je u celoj kom-
pleksnoj ravni, pri qemu z ne pripada nosaqu mere. Kada je nosaq mere R, funkcija
F (z) je odvojeno analitiqka u gor�oj i do�oj poluravni, sa razliqitim granama u
opxtem sluqaju. Razvijmo funkciju F (z) po opadaju�im stepenima od z, tj.

(1.6.2) F (z) ∼ µ0

z
+
µ1

z2
+
µ2

z3
+ · · · ,

gde su µk momenti mere dµ. Funkcija F (z) je poznata kao Stiltjesova transforma-
cija mere dµ. Jakobijev veri�ni razlomak za meru dµ je zapravo veri�ni razlomak
pridru�en stepenom redu (1.6.2) funkcije F (z), tj.

(1.6.3) F (z) ∼ β0

z − α0 −
β1

z − α1 −
β1

z − α2 − . . .

=
β0

z − α0

β1
z − α1

. . . ,

gde su αn i βn koeficijenti koji se jav	aju u troqlanoj rekurentnoj relaciji (1.2.2).
Za n−ti konvergent veri�nog razlomka va�i

(1.6.4)
β0

z − α0

β1
z − α1

· · · βn−1
z − αn−1

=
σn(z)

πn(z)
,

gde su σn pridru�eni polinomi definisani sa

(1.6.5) σn(z) =

∫
R

πk(z)− πk(x)

z − x
dµ(x), k ≥ 0.
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Pridru�eni polinomi zadovo	avaju istu troqlanu rekurentnu relaciju kao i mo-
niqni polinomi πk(x). Naime, va�i

σk+1(z) = (z − αk)σk(z)− βkσk−1(z), k ≥ 0,

uz poqetne vrednosti σ0(z) = 0, σ−1(z) = −1.
Primetimo da racionalna funkcija (1.6.4) ima samo proste polove u taqkama z =

xn,k, k = 1, . . . , n, koje su nule polinoma πn(x). Neka su λn,k odgovaraju�i reziduumi

λn,k = Res
z=xn,k

σn(z)

πn(z)
= lim

z→xn,k
(x− xn,k)

σn(z)

πn(z)
=
σn(xn,k)

π′n(xn,k)
.

Na osnovu formule (1.6.5) imamo

(1.6.6) λn,k =
1

π′n(xn,k)

∫
R

πn(t)

t− xn,k
dµ(t),

pa iz (1.6.4), sledi

σn(x)

πn(x)
=

n∑
k=1

λn,k
x− xn,k

.

Koeficijenti λn,k imaju bitnu ulogu u numeriqkoj integraciji. Oni se poja-
v	aju u Gaus-Kristofelovim kvadraturnim formulama kao te�inski koeficijenti
(Kotesovi brojevi).

Integral (1.6.6) se mo�e izraziti preko Kristofelove funkcije λn(x; dµ),

(1.6.7) λn(x; dµ) =
1

Kn−1(x, x)
=
(n−1∑
k=0

[pk(x)]2
)−1

.

Prema teoremi 1.2.3 i korix�e�em relacije pn(x) = γnπn(x), iz Kristofel-Darbuove
formule (1.2.3) za x = xn,k sledi

Kn−1(x, xn,k) = γ2n−1
πn(x)πn−1(xn,k)

x− xn,k
,

odakle, integracijom u odnosu na meru dµ, imamo

(1.6.8)

∫
R
Kn−1(x, xn,k) dµ(x) = γ2n−1πn−1(xn,k)[π

′
n(xn,k)λn,k].

Zbog ortogonalnosti leva strana u (1.6.8) je jednaka jedinici. Sa druge strane, iz
formule (1.2.4) za x = xn,k sledi

Kn−1(xn,k, xn,k) = γ2n−1π
′
n(xn,k)πn−1(xn,k).

Kombinova�em prethodnih jednakosti dobijamo 1 = Kn−1(xn,k, xn,k)λn,k, tj.

λn,k = λn(xn,k; dµ), k = 1, . . . , n.

Koeficijenti λn,k(xn,k; dµ) su vrednosti Kristofelove funkcije u nulama or-
togonalnih polinoma πn(x; dµ) i nazivaju se Kristofelovi brojevi ili Kotes-Kri-
stofelovi koeficijenti. Kristofelovi brojevi su uvek pozitivni, tj. λn,k > 0,
k = 1, . . . , n.
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1.7 Klasiqni ortogonalni polinomi

Najva�niju klasu ortogonalnih polinoma na realnoj pravoj qine tzv. klasi-
qni ortogonalni polinomi (videti npr. [4], [57] i [69]). Kako se svaki interval
(a, b) linearnim preslikava�em mo�e transformisati na jedan od intervala (−1, 1),
(0,+∞), (−∞,+∞), posmatra�emo samo �ih.

Definicija 1.7.1. Te�inska funkcija x 7→ ω(x) je klasiqna ako zadovo	ava di-
ferencijalnu jednaqinu

(1.7.1)
d

dx
(A(x)ω(x)) = B(x)ω(x),

pri qemu je B(x) polinom prvog stepena, a A(x) u zavisnosti od a i b ima oblik

A(x) =


1− x2, ako je (a, b) = (−1, 1),

x, ako je (a, b) = (0,+∞),

1, ako je (a, b) = (−∞,+∞).

Klasiqni ortogonalni polinomi se mogu klasifikovati kao:

1. Jakobijevi polinomi P
(α,β)
n (x) (α, β > −1) na (−1, 1);

2. generalisani Lagerovi polinomi L
(α)
n (x) (α > −1) na (0,+∞);

3. Ermitovi polinomi Hn(x) na (−∞,+∞).

Te�inske funkcije i odgovaraju�i polinomi A(x) i B(x) dati su u Tabeli 1.1.

Tabela 1.1: Klasifikacija klasiqnih ortogonalnih polinoma

(a, b) ω(x) A(x) B(x) λn

(−1, 1) (1− x)α(1 + x)β (1− x2) β − α− (α + β + 2)x n(n+ α + β + 1)
(0,+∞) xαe−x x α + 1− x n

(−∞,+∞) e−x
2

1 −2x 2n

Specijalni sluqajevi Jakobijevih polinoma su:

• Gegenbauerovi polinomi Cλ
n(x), α = β = λ− 1/2, λ > −1/2;

• Le�androvi polinomi Pn(x), α = β = 0;

• Qebixev	evi polinomi prve vrste Tn(x), α = β = −1/2;

• Qebixev	evi polinomi druge vrste Un(x), α = β = 1/2;

• Qebixev	evi polinomi tre�e vrste Vn(x), α = −β = −1/2;

• Qebixev	evi polinomi qetvrte vrste Wn(x), α = −β = 1/2.
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Kako je najve�i deo disertacije posve�en modifikacijama Qebixev	evih mera
prve i druge vrste, u ovom delu dajemo kratak pregled nekih osobina ovih polinoma.
Qebixev	evi polinomi prve i druge vrste su definisani sa

(1.7.2) Tn(x) = cos(nθ) i Un(x) =
sin((n+ 1)θ)

sin θ
, x = cos θ,

i zadovo	avaju rekurentnu relaciju pn+1(x) = 2xpn(x) − pn−1(x), p0(x) = 1, sa ra-
zliqitim startnim vrednostima p1 = x, 2x, redom za Qebixev	eve polinome prve i
druge vrste.

Da�emo primere eksplicitnih izraza Qebixev	evih polinoma prve i druge vr-
ste za n = 0, 1, . . . , 6:

T0(x) = 1,

T1(x) = x,

T2(x) = 2x2 − 1,

T3(x) = 4x3 − 3x,

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1,

T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x,

T6(x) = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1.

U0(x) = 1,

U1(x) = 2x,

U2(x) = 4x2 − 1,

U3(x) = 8x3 − 4x,

U4(x) = 16x4 − 12x2 + 1,

U5(x) = 32x5 − 32x3 + 6x,

U6(x) = 64x6 − 80x4 + 24x2 − 1.

Qebixev	evi polinomi prve vrste Tn(x) su dati na slici 1.1, dok su na slici
1.2 prikazani Qebixev	evi polinomi druge vrste Un(x) za n = 0, 1, . . . , 5.

Slika 1.1: Grafici funkcija y = Tn(x) za n = 0, 1, . . . , 5, −1 ≤ x ≤ 1

Qebixev	evi polinomi prve i druge vrste pripadaju opxtijoj klasi Gegenbaue-
rovih polinoma, pa imamo

(1.7.3) Cλ
n =

(2λ)n(
λ+ 1

2

)P (α,α)
n (x), α = λ− 1/2,

(1.7.4) Tn(x) =
n!(
1
2

)
n

P (−1/2,−1/2)
n (x),
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Slika 1.2: Grafici funkcija y = Un(x) za n = 0, 1, . . . , 5, −1 ≤ x ≤ 1

(1.7.5) Un(x) =
(n+ 1)!(

3
2

)
n

P (1/2,1/2)
n (x),

gde je (s)n Pohhamerov simbol definisan sa (s)n = s(s+ 1) · · · (s+ n− 1).
Qebixev	evi polinomi prve vrste Tn(x) zadovo	avaju diferencijalnu jednaqi-

nu

(1.7.6) (1− x2)y′′ − xy′ + n2y = 0,

dok odgovaraju�a diferencijalna jednaqina za Qebixev	eve polinome druge vrste
Un(x) jeste

(1.7.7) (1− x2)y′′ − 3xy′ + n(n+ 2)y = 0.

1.8 Modifikovan Qebixev	ev algoritam

Koeficijenti troqlane rekurentne relacije eksplicitno su poznati za klasiqne
ortogonalne polinome. Ortogonalni polinomi za koje koeficijenti troqlane reku-
rentne relacije nisu poznati zovu se strogo neklasiqni polinomi. Konstruktivna
teorija ortogonalnih polinoma bavi se slede�im problemom: Za datu meru dµ(x)
i prirodan broj n potrebno je odrediti prvih n koeficijenata αk( dµ) i βk( dµ) u
troqlanoj rekurentnoj relaciji. Najve�u primenu u numeriqkoj konstrukciji moni-
qnih ortogonalnih polinoma {πk(x)} ima modifikovan Qebixev	ev algoritam.

Neka je {πk(x)}k∈N0 sistem moniqnih ortogonalnih polinoma u odnosu na meru
dµ(x) na realnoj pravoj i neka su µk =

∫
R x

k dµ(x), k ∈ N0, odgovaraju�i momenti.
Prvih 2n momenata µ0, µ1, . . . , µ2n−1, jedinstveno odre�uje prvih n koeficijenata
αk( dµ) i βk( dµ), k = 0, 1, . . . , n− 1. Me�utim, preslikava�e R2n 7→ R2n definisano
Qebixev	evim algoritmom

[µ0 µ1 µ2 · · · µ2n−1 ]T 7→ [α0 β0 α1 β1 · · · αn−1 βn−1 ]T ,

vrlo qesto pokazuje karakteristike slabe uslov	enosti, posebno kada se radi o be-
skonaqnom intervalu ortogonalnosti (videti [17]). Slaba uslov	enost dolazi do
izra�aja sa porastom broja n. Uvo�e�em pogodnih modifikovanih momenata

(1.8.1) mk =

∫
R
qk(x) dµ(x), k = 0, 1, . . . ,
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pri qemu je {qk(x)}k∈N0 (deg qk(x) = k) sistem polinoma odabran da u nekom smislu
bude blizak sa ortogonalnim polinomima {πk}k∈N0 , mogu�e je za preslikava�e

[m0 m1 m2 · · · m2n−1 ]T 7→ [α0 β0 α1 β1 · · · αn−1 βn−1 ]T ,

u izvesnim uslovima dobiti bo	u numeriqku stabilnost, naroqito ako se radi o
konaqnom intervalu na kome je podr�ana mera (videti [16]). Ovakav algoritam
zovemo modifikovan Qebixev	ev algoritam (videti [15], [17] i [72]).

Pretpostavimo da moniqni polinomi qk zadovo	avaju troqlanu rekurentnu re-
laciju

(1.8.2) qk+1(x) = (x− ak)qk(x)− bkqk−1(x), k = 0, 1, 2, . . . ,

sa q−1(x) = 0 i q0(x) = 1, gde su ak ∈ R i bk ≥ 0 poznati koeficijenti. Napomenimo
da u sluqaju qk = xk, k = 0, 1, . . . , 2n − 1, tj. ak = bk = 0 modifikovan Qebixe-
v	ev algoritam se svodi na osnovni Qebixev	ev algoritam. Prema [17], uvodimo
veliqine

σk,i = (πk, qi) =

∫
R
πk(x)qi(x) dµ(x), k, i ≥ −1.

Tada, σ0,i = mi, σ−1,i = 0 i zbog ortogonalnosti σk,i = 0, za k > i. Uzmimo, σ0,0 =
m0 := β0. Na osnovu (1.2.2), imamo

(πk+1, qi) = (πk, xqi)− αk(πk, qi)− βk(πk−1, qi).

Sada, iz (1.8.2), tj. xqi(x) = qi+1(x) + aiqi(x) + biqi−1(x), dobijamo

(1.8.3) σk+1,i = σk,i+1 − (αk − ai)σk,i − βkσk−1,i + biσk,i−1.

Konaqno, stavimo i := k − 1 i i := k, iz (1.8.3), dobijamo

0 = σk,k − βkσk−1,k−1 i 0 = σk,k+1 − (αk − ak)σk,k − βkσk−1,k,

respektivno, tj.

αk = ak +
σk,k+1

σk,k
− σk−1,k
σk−1,k−1

i βk =
σk,k

σk−1,k−1
, k ≥ 1.

Za k = 0, imamo

α0 = a0 +
m0

m1

i β0 = m0.

Ovaj algoritam kao ulaz zahteva 2n modifikovanih momenata mi, i = 0, 1, . . . , 2n−1,
datih sa (1.8.1) i koeficijente ak i bk, k = 0, 1, . . . , 2n − 2, u rekurentnoj relaciji
(1.8.2). Algoritam za rezultat daje koeficijente αk i βk, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Na slici 1.3 data je xema koja ilustruje primenu modifikovanog Qebixev	evog
algoritma u sluqaju n = 5.
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Slika 1.3: Modifikovan Qebixev	ev algoritam
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2 Kvadraturne formule

2.1 Uvod

Neka mera dµ ima beskonaqan nosaq i neka zadovo	ava sve osobine date na poqe-
tku poglav	a 1.1. Kvadraturna formula sa n taqaka je formula oblika

(2.1.1)

∫
R
f(x) dµ(x) =

n∑
k=1

Akf(xk) +Rn(f),

gde kvadraturna suma data sa

Qn(f) =
n∑
k=1

Akf(xk),

obezbe�uje aproksimaciju integrala I(f) =
∫
R f(x) dµ(x) i Rn(f) je odgovaraju�i

ostatak. Taqke xk, k = 1, . . . , n, su qvorovi, a Ak, k = 1, . . . , n, su te�ine kvadraturne
formule (2.1.1).

Definicija 2.1.1. Kvadraturna formula (2.1.1) sa n-taqaka ima algebarski stepen
taqnosti d, ako za sve polinome p ∈ Pd va�i Rn(p) = 0. Algebarski stepen taqnosti
kvadraturne formule (2.1.1) je taqno d, ako ona ima algebarski stepen taqnosti d, a
nema algebarski stepen taqnosti d+1, tj. ako je Rn(p) 6= 0 za neki polinom p ∈ Pd+1.

2.2 Interpolacione kvadraturne formule

Za date me�usobno razliqite qvorove xk, k = 1, . . . , n, te�ine kvadraturne fo-
rmule Ak, k = 1, . . . , n, se mogu odrediti tako da kvadraturna formula ima stepen
taqnosti n− 1.

Neka je qn moniqni polinom stepena n, sa nulama u taqkama xk, k = 1, . . . , n,

(2.2.1) qn(x) =
n∏
k=1

(x− xk).

Integracijom Lagran�ove interpolacione formule

f(x) =
n∑
k=1

f(xk)lk(x) + rn(f ;x)

gde je

(2.2.2) lk(x) =
qn(x)

q′n(x)(x− xk)
, k = 1, . . . , n,
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dobijamo (2.1.1), sa te�inama kvadraturne formule

(2.2.3) Ak =
1

q′k(x)

∫
R

qn(x)

x− xk
dµ(x), k = 1, . . . , n,

i ostatkom

(2.2.4) Rn(f) =

∫
R
rn(f ;x) dµ(x).

Primetimo da za sve f ∈ Pn−1, imamo rn(f ;x) = 0 i odatle Rn(f) = 0. Kvadraturna
formula dobijena na ovaj naqin je interpolaciona. Interpolaciona kvadraturna
formula

(2.2.5)

∫ 1

−1
f(x)ω(x) dx =

n∑
k=1

Akf(xk) +Rn(f),

sa unapred datim qvorovima xk ∈ [−1, 1] naziva se te�inska �utn-Kotesova fo-
rmula. Klasiqna �utn-Kotesova kvadraturna formula je ona za koju je ω(x) = 1 i

qvorovi su ekvidistantni xk = −1 +
2(k − 1)

n− 1
, k = 1, . . . , n.

Klasiqne �utn-Kotesove formule su dramatiqno pobo	xane 1814. godine od
strane Gausa. Bilo je to najve�e otkri�e u 19. veku u Numeriqkoj analizi. Stepen
taqnosti �utnovih formula je praktiqno udvostruqen.

Elegantno alternativno izvo�e�e Gausovih formula, koje je Gaus izveo za te�i-
nu ω(x) = 1, dao je Jakob Jakobi (Jacob Jacobi), a generalizaciju za proizvo	nu
te�insku funkciju (meru) dao je Kristofel.

Bitna primena ortogonalnih polinoma u konstrukciji kvadraturnih formula je
pove�a�e algebarskog stepena taqnosti za kvadraturne formule. Narednu teoremu
dokazao je Jakobi 1826. godine (videti [15], [17], [38]).

Teorema 2.2.1. Za dati prirodan broj m(≤ n), kvadraturna formula (2.1.1) ima
algebarski stepen taqnosti d = n− 1 +m ako i samo ako va�i:

(1) formula (2.1.1) je interpolaciona;

(2) polinom qn, definisan sa (2.2.1), zadovo	ava

(qn, p) =

∫
R
p(x)qn(x) dµ(x) = 0 za sve p ∈ Pm−1.

2.3 Gaus-Kristofelove kvadraturne formule

Prema teoremi 2.2.1, formula (2.1.1) u odnosu na pozitivnu meru dµ(x) ima
maksimalni algebarski stepen taqnosti 2n − 1, tj. vrednost m = n je optimalna.
Vrednosti m > n nisu mogu�e. Zbog uslova (2) iz teoreme 2.2.1, kada je m = n + 1
polinom qn bi morao biti ortogonalan samom sebi, xto je nemogu�e.

Kvadraturna formula (2.1.1) sa maksimalnim algebarskim stepenom taqnosti
(2n− 1) naziva se Gausova (ili Gaus{Kristofelova) kvadraturna formula u odnosu
na meru dµ.

Za m = n, iz uslova ortogonalnosti (2) teoreme 2.2.1, imamo da polinom qn mora
biti moniqni ortogonalni polinom u odnosu na meru dµ. Qvorovi Gausove kvadratu-
rne formule su nule moniqnog qn(x) = πn(x; dµ) ortogonalnog (ili ortonormiranog)
polinoma u odnosu na meru dµ. Te�ine Ak su Kristofelovi brojevi i dobijaju se
iz (2.2.3).
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Teorema 2.3.1. Parametri Gausove kvadraturne furmule (2.1.1) u odnosu na pozi-
tivnu meru dµ su

xk = xn,k, Ak = λn,k = λn(xn,k; dµ) > 0, k = 1, . . . , n,

tj. qvorovi su nule ortogonalnog polinoma πn(x; dµ), a te�ine su vrednosti Kri-
stofelove funkcije (1.6.7) u nulama ortogonalnog polinoma πn(x; dµ).

Za numeriqku konstrukciju Gausovih kvadratura koristi se vixe metoda. Naj-
poznatiji je metod Golub i Velqa dat u [24]. Ovaj metod se zasniva na odre�iva�u
sopstvenih vrednosti i prvih komponenti sopstvenih vektora simetriqne trodija-
gonalne Jakobijeve matrice, koriste�i QR algoritam.

Teorema 2.3.2. Qvorovi xk, k = 1, . . . , n, u Gausovoj kvadraturnoj formuli (2.1.1) u
odnosu na pozitivnu meru dµ su sopstvene vrednosti Jakobijeve matrice reda n

Jn( dµ) =


α0

√
β1 O√

β1 α1

√
β2

√
β2 α2

. . .
. . . . . . . . .

√
βn−1

O
√
βn−1 αn−1

 ,

gde su αk i βk, k = 0, 1, . . . , n−1, koeficijenti troqlane rekurentne relacije (1.2.2)
za moniqne ortogonalne polinome πk( ·; dµ). Te�ine Ak su date sa

Ak = β0v
2
k,1, k = 1, . . . , n,

pri qemu je β0 = µ0 =
∫
R dµ(x), a vk,1 prva komponenta normalizovanog sopstvenog

vektora vk koji odgovara sopstvenoj vrednosti xk, tj.

Jn( dµ)vk = xkvk, vTk vk = 1, k = 1, . . . , n.

Neka je [a, b] = supp( dµ). Za ostatak Rn(f) Gausove kvadraturne formule (2.1.1)
va�i naredni rezultat (videti [38], [41], [17]).

Teorema 2.3.3. Neka je f ∈ C2n[a, b], tada postoji ξ ∈ (a, b), tako da za ostatak
Rn(f) u Gausovoj kvadraturnoj formuli (2.1.1) va�i

Rn(f) =
||πn||2

(2n)!
f (2n)(ξ),

pri qemu je πn moniqni ortogonalni polinom u odnosu na meru dµ.

Ocene ostatka Rn(f) u raznim klasama funkcija mogu se na�i u monografiji
[38], ode	ak 5.1.

2.4 Gaus-Radau-ove i Gaus-Lobato-ove kvadraturne formule

U ovom delu razmotri�emo kvadraturne formule sliqne Gausovim. Neka za nosaq
[a, b] mere dµ va�i a > −∞ i b ≤ ∞. Mo�emo uzeti da kraj intervala a bude qvor
kvadraturne formule. Ako je b < ∞, tada me�u qvorove mo�emo uk	uqiti i a i b.
To je naroqito pogodno uraditi, ako je funkcija jednaka nuli u tim qvorovima.

26



2.4.1 Gaus-Radau-ove kvadraturne formule

Neka je funkcija g(x) data jednakox�u

f(x) = f(a) + (x− a)g(x),

tako da ∫ b

a

f(x) dµ(x) = f(a)µ0 +

∫ b

a

g(x)(x− a) dµ(x),

gde je µ0 =
∫ b
a

dµ(x). Uvedimo novu meru dµ1 := (x− a) dµ(x) i konstruxemo odgova-
raju�u Gausovu kvadraturnu formulu sa n qvorova. Tada dobijamo∫ b

a

f(x) dµ(x) = µ0f(a) +
n∑
k=1

AGk g(xGk ) +RG
n ( dµ1; g),

gde su prema teoremi 2.3.1, xGk = xGk ( dµ1) nule ortogonalnog polinoma πn(x; dµ1),
te�ine su AGk = AGk ( dµ1) = λn(xGk , dµ1) > 0, za k = 1, . . . , n, a RG

n (g; dµ1) je ostatak
u odgovaraju�oj Gausovoj formuli.

Ovako dobijamo Gaus-Radau-ovu (n+ 1)-kvadraturnu formulu

(2.4.1)

∫ b

a

f(x) dµ(x) = AR0 f(a) +
n∑
k=1

ARk f(xRk ) +RR
n,1(f ; dµ),

sa qvorovima xR0 = a, xRk = xGk , za k = 1, . . . , n i te�inama,

AR0 = µ0 −
n∑
k=1

ARk i ARk =
AGk

xGk − a
, k = 1, . . . , n.

Algebarski stepen taqnosti formule (2.4.1) je d = 2n.

Napomena 2.4.1. Qvorovi i te�ine formule (2.4.1) se mogu dobiti modifikacijom
Golub-Velqovog algoritma iz teoreme 2.3.2. Matrica Jn( dµ) treba da se modifikuje
tako da se dobije matrica reda n+ 1:

JRn+1( dµ) =

[
Jn( dµ)

√
βnen√

βne
T
n αRn

]
, eTn = [0 0 · · · 1]T ∈ Rn,

gde je

αRn = a− βn( dµ)
πn−1(a; dµ)

πn(a; dµ)
.

2.4.2 Gaus-Lobato-ove kvadraturne formule

Neka je funkcija g(x) data sa

f(x)− L1(f ;x) = (x− a)(b− x)g(x),

gde je

L1(f ;x) =
x− b
a− b

f(a) +
x− a
b− a

f(b).
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Uvedimo meru dµ1,1(x) = (x− a)(b− x) dµ(x). Tada va�i∫ b

a

f(x) dµ(x) =
f(a)

b− a

∫ b

a

(b− x) dµ(x) +
f(b)

b− a

∫ b

a

(x− a) dµ(x) +

∫ b

a

g(x) dµ1,1(x).

Kvadraturna formula Gausovog tipa sa n-qvorova u odnosu na meru dµ1,1 je∫ b

a

g(x) dµ1,1(x) =
n∑
k=1

AGk g(xGk ) +RG
n (g; dµ1,1),

gde su qvorovi xk = xGk ( dµ1,1) nule ortogonalnog polinoma πn(x; dµ1,1), te�ine A
G
k =

AGk ( dµ1,1) = λn(xGk ; dµ1,1) > 0 za k = 1, . . . , n, a RG
n (g; dµ1,1) je odgovaraju�i ostatak.

Na ovaj naqin dobijamo Gaus-Lobato-ovu kvadraturnu formula

(2.4.2)

∫ b

a

f(x) dµ(x) = AL0 f(a) +
n∑
k=1

ALk f(xLk ) + ALn+1f(b) +Rn,1,1(f ; dµ),

sa qvorovima xL0 = a, xLk = xGk , k = 1, . . . , n, xLn+1 = b i te�inama

ALk =
AGk

(xGk − a)(b− xGk )
, k = 1, . . . , n,

i

AL0 =
1

b− a

{∫ b

a

(b− x) dµ(x)−
n∑
k=1

(b− xGk )ALk

}
,

ALn+1 =
1

b− a

{∫ b

a

(x− a) dµ(x)−
n∑
k=1

(xGk − a)ALk

}
.

Napomena 2.4.2. Qvorovi i te�ine formule (2.4.2) se mogu dobiti modifikaci-
jom Golub-Velqovog algoritma iz teoreme 2.3.2, iz sopstvenih vrednosti i vektora
matrice reda n+ 2:

JLn+2( dµ) =

 Jn+1( dµ)
√
βLn+1en+1√

βLn+1e
T
n+1 αLn+1

 , eTn+1 = [0 0 · · · 1]T ∈ Rn+1,

gde su αLn+1 i β
L
n+1 dati slede�im sistemom jednaqina[

πn+1(a; dµ) πn(a; dµ)
πn+1(b; dµ) πn(b; dµ)

] [
αLn+1

βLn+1

]
=

[
aπn+1(a; dµ)
bπn+1(b; dµ)

]
.

Algebarski stepen taqnosti formule (2.4.2) je d = 2n+ 1.

2.5 Risovi polinomi i odgovaraju�e kvadrature

Izraqunava�e dvoelektronskih Kulonovih integrala odbija�a

(2.5.1) (ηiηj|r−112 |ηkηl) =

∫∫
ηi(1)ηj(1)

1

r12
ηk(2)ηl(2) dτ1 dτ2,
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koji za integrande imaju funkcije

(2.5.2) η = xnxynyznz exp (−ar2), λ = nx + ny + nz,

zahteva poznava�e parametara n−taqkaste kvadraturne formule.
Ove kvadraturne formule predmet su brojnih istra�iva�a, s obzirom da je

pronala�e�e stabilnog numeriqkog algoritma za odre�iva�e �ihovih parametara
predstav	ao pravi raqunski izazov. U radovima [6] i [71], pokazano je da se dvoele-
ktronski integral odbija�a mo�e izraziti u slede�oj formi

(2.5.3) (ηiηj |r−112 | ηkηl) =
L∑

m=0

cmFm(x),

gde je

(2.5.4) Fm(X) =

∫ 1

0

t2m exp(−xt2) dt,

i L = λi+λj +λk+λl. Parametar x je pozitivan realan broj i �egova vrednost zavi-
si od eksponencijalnih paramatara ai, aj, ak, i al i pozicije centara qetiri Gausove
funkcije, ali ne zavisi od vrednosti 12 indeksa nx, ny, nz. Iz (2.5.3) imamo

(2.5.5) (ηiηj| |ηkηl) =

∫ 1

0

PL(t) exp(−xt2) dt,

gde je PL(t) paran algebarski polinom stepena 2L sa koeficijentima cm. Risovi
polinomi, rn(t;x), su algebarski polinomi parnog stepena 2n, promen	ive t koji su
ortogonalni u odnosu na te�insku funkciju exp(−xt2), tj. va�i

(2.5.6)

∫ 1

0

rt(t, x)rm(t, x) exp(−xt2) dt = δnm.

Integral (2.5.5) se mo�e izraqunati taqno, preko n−taqkaste kvadraturne formule
sa

(2.5.7)

∫ 1

0

PL(t) exp(−xt2) dt =
n∑
k=1

PL(tk)Ak,

gde je n > L/2, tk je nula Risovog polinoma n-tog stepena i Ak su te�inski kvadra-
turni koeficijenti koji zavise od pozitivnog parametra x.

Kako je exp(−xt2) parna funkcija na (−1, 1), integral u (2.5.7) se mo�e pred-
staviti kao polovina odgovaraju�eg integrala na simetriqnom intervalu (−1, 1).
Risove kvadraturne formule se mogu intepretirati kao Gausove na konaqnom in-
tervalu (−1, 1) u odnosu na te�insku funkciju exp(−xt2). U sluqaju x→ 0, Risova
kvadraturna formula se mo�e svesti na Gaus-Le�androvo kvadraturno pravilo. Za
x → +∞, ove kvadrature se asimptot ski ponaxaju kao Gaus-Ermitove kvadrature
(videti [38]). Napomenimo da te�inska funkcija exp(−xt2) pripada Segeovoj klasi
funkcija (videti [38]).

Polinomi parnog stepena pk(t
2;x) = π2k(t;x) i odgovaraju�e kvadraturne formu-

le na intervalu (0, 1) predmet su istra�iva�a dugog niza godina (videti [14], [61],
[63] i [62]).
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U radu [64] date su metode konstrukcije Risovih kvadraturnih formula, kao i
kvadraturnih formula sa istom te�inskom funkcijom na (0, 1), preko diskretne
Stiltjes-Gauqijeve procedure (videti [38]).

King je u svom preglednom radu [29], razmatrao postoje�e integracione xeme
za konstrukciju ortogonalnih polinoma, odnosno probleme koje se odnose na efika-
snost i preciznost numeriqkih izraqunava�a. Predlo�io je stabilan integracioni
metod za konstrukciju koeficijenata troqlane rekurentne relacije Risovih poli-
noma korix�e�em Gaus-Risovih kvadratura (videti jox [30]).

U svom skorijem istra�iva�u [48], Milovanovi� je dao efikasan numeriqki al-
goritam za izraqunava�e parametara ovih kvadratura interpretiraju�i ih kao kva-
drature Gausovog tipa.
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3 Polinomske modifikacije Qebixev	evih mera

prve i druge vrste

Moderna teorija ortogonalnih polinoma bavi se konstrukcijom i analizom �i-
hovih novih klasa. Istra�ivaqi inspiraciju nalaze u klasiqnim ortogonalnim
polinomima. �ihova uopxte�a su najqex�i pristup u procesu konstrukcije, koji
se svodi na izmenu nosaqa klasiqne mere ili modifikaciju te�inske funkcije ili
�ihovu kombinaciju. U radovima [1], [5], [23], [26] i [2] su razmatrane klase ortogo-
nalnih polinoma na fragmentiranom nosaqu mere.

U ovom poglav	u bavi�emo se parametrizacijom Qebixev	evih mera prve i druge
vrste. Deo rezultata ove glave prezentovan je u [12] i [11].

Pri dobija�u rezultata u ovoj sekciji delimiqno je, kao pomo�no sredstvo, ko-
rix�en programski sistem Mathematica (videti [73] i [65]) i programski paket
OrthogonalPolynomials koji je deta	no opisan u radovima [8] i [10].

3.1 Polinomi ortogonalni u odnosu na modifikovanu Qe-
bixev	evu meru prve vrste

Neka je dσ(x) pozitivna mera na R sa konaqnim ili neograniqenim nosaqem
koja ima konaqne momente svih redova i neka je {pk} odgovaraju�i niz moniqnih
ortogonalnih polinoma

pk(x) = pk(x; dσ), k ∈ N0.

Ovi polinomi zadovo	avaju troqlanu rekurentnu relaciju (1.2.2), tj.

(3.1.1) pk+1(x) = (x− αk)pk(x)− βkpk−1(x), k ∈ N0,

sa p0(x) = 1 i p−1(x) = 0, gde je αk = αk( dσ) ∈ R, βk = βk( dσ) > 0 i β0 = β0( dσ) =
dσ(R). Ako je dµ simetriqna mera na R, tj. dσ(x) = dσ(−x), va�i αk = 0.

Za fiksni realan broj s > −1
2
, uvodimo meru

(3.1.2) dσ2,s(x) = ω2,s(x) dx =
|T̂2(x)|2s√

1− x2
dx,

gde je T̂2(x) = x2 − 1
2
moniqan Qebixev	ev polinom prve vrste drugog stepena. Od-

govaraju�i niz (moniqnih) ortogonalnih polinoma p2,sk (x) = p2,sk (x; dσ2,s), k ∈ N0, je
jedinstven, jer je mera dσ2,s(x) pozitivna za svako realno s > −1

2
.

Kada je parametar s iz skupa prirodnih brojeva (s ∈ N), Milovanovi� i �e-
govi saradnici su u radu [9] razmatrali polinome ortogonalne u odnosu na meru

dσn,s(x) = T̂n(x)2s/
√

1− x2 dx, gde je n > 2 (n ∈ N) i pokazali da va�i slede�i
rezultat.
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Teorema 3.1.1 ([9]). Za bilo koje s, n ∈ N, n > 2, polinomi pn,sk (x) = pn,sk (x; dσn,s),
k ∈ N0, zadovo	avaju troqlanu rekurentnu relaciju

pn,sk+1(x) = xpn,sk (x)− βn,sk pn,sk−1(x), k ∈ N0,(3.1.3)

sa poqetnim uslovima pn,s0 (x) = 1, pn,s−1(x) = 0, gde je βn,s0 =
π

22ns

(
2s

s

)
i za k ∈ N,

(3.1.4) βn,sk =



k

4(k + ns)
, ako je k ≡ 0 (mod 2n),

k + 2ns− 1

4(k + ns− 1)
, ako je k ≡ 1 (mod 2n),

k + 2ns

4(k + ns)
, ako je k ≡ n (mod 2n),

k − 1

4(k + ns− 1)
, ako je k ≡ n+ 1 (mod 2n),

1

4
, u ostalim sluqajevima.

Napomena 3.1.1. Specijalan sluqaj s = 1 je dokazan u radu Gauqija i Lija (videti
[21]).

Napomena 3.1.2. Kada je n = 1 i s > −1
2
, tj. za meru dσ1,s(x) = |x|2s/

√
1− x2 dx,

koeficijenti odgovaraju�e troqlane rekurentne relacije su

β1,s
0 =

√
πΓ

(
s+

1

2

)
/Γ(s+ 1), β1,s

1 =

(
s+

1

2

)
/(s+ 1)

i

β1,s
k =


k(k − 1)

4(k + s)(k + s− 1)
, ako je k parno (≥ 2),

(k + 2s)(k + 2s− 1)

4(k + s)(k + s− 1)
, ako je k neparno (≥ 3).

Ovaj rezultat, kao i jedan opxtiji za generalizovanu Gegenbauerovu te�inu je do-
kazan u [32] (videti tako�e [7, str. 156] i [38, str. 147]).

3.1.1 Momenti i momentne determinante

U ovom delu razmotri�emo momente te�inske funkcije

(3.1.5) ω2,s(x) =
|T̂2(x)|2s√

1− x2
dx, s > −1

2
.

Grafik te�inske funkcije za odre�ene vrednosti parametra s je dat na slici
3.1.
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Najpre �emo odrediti momente µm (m > 0) za parne te�inske funkcije x 7→
ω2,s(x), date sa (3.1.5). Oqigledno, µ2,s

m = 0 za neparno m.

Slika 3.1: Grafici te�inske funkcije x 7→ w2,s(x) na (−1, 1), za s = −1/10 (braon
linija), s = 1/10 (crvena linija), s = 1/2 (plava linija) i s = 1 (zelena linija)

Za parno m imamo

µ2,s
m =

2

4s

∫ 1

0

xm
|T2(x)|2s√

1− x2
dx =

1

4s

∫ π

0

cosm
θ

2
| cos θ|2s dθ,

nakon smene x = cos(θ/2). Posled�i integral se mo�e redukovati na interval
[0, π/2], preslikava�em θ 7→ cos θ,

µ2,s
m =

1

4s

{∫ π/2

0

+

∫ π

π/2

}
cosm

θ

2
| cos θ|2s dθ

=
1

4s

∫ π/2

0

[
cosm

θ

2
+ sinm

θ

2

]
cos2s θ dθ

=
1

4s

∫ π/2

0

[(
1 + cos θ

2

)m/2
+

(
1− cos θ

2

)m/2]
cos2s θ dθ

=
1

22s+m/2

∫ π/2

0

m/2∑
j=0

(
m/2

j

)[
1 + (−1)j

]
cosj+2s θ dθ

=
1

22s+m/2−1

bm/4c∑
j=0

(
m/2

2j

)∫ π/2

0

cos2(j+s) θ dθ,

gde bac oznaqava najve�i ceo broj ma�i ili jednak realnom broju a.
Kako je∫ π/2

0

cos2(j+s) θ dθ =

√
π

2
·

Γ
(
j + s+ 1

2

)
Γ(j + s+ 1)

=

√
π

2
·

Γ
(
s+ 1

2

)
Γ(j + s+ 1)

(
s+

1

2

)
j

,
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gde je Pohhamerov simbol definisan sa

(3.1.6) (c)0 = 1, (c)j = c(c+ 1) · · · (c+ j − 1) =
Γ(c+ j)

Γ(c)
,

i Γ(c) je Ojlerova gama funkcija definisana sa

(3.1.7) Γ(c) =

∫ ∞
0

tc−1e−t dt za Re(c) > 0.

Da	e, imamo

(3.1.8) µ2,s
m =

C(s)

(s+ 1)bm/4c2m/2

bm/4c∑
j=0

(
m/2

2j

)(
s+

1

2

)
j

(s+ 1 + j)bm/4c−j,

gde je

(3.1.9) µ2,s
0 = C(s) =

√
π

4s
·

Γ
(
s+ 1

2

)
Γ(s+ 1)

.

U nastavku, bez gub	e�a opxtosti, zajedniqki faktor C(s) u (3.1.8) se mo�e
eliminisati (tj. stavimo C(s) = 1) i oznaqimo odgovaraju�e momente µ2,s

m sa µm.
Posmatrajmo Henkelove determinante

(3.1.10) ∆0 = 1, ∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ0 µ1 · · · µk−1
µ1 µ2 · · · µk
...

...
. . . . . .

µk−1 µk · · · µ2k−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , k = 1, 2, . . . ,

gde su momenti dati sa (3.1.8), kao i dve determinante (sa ne-nula elementima),

Em =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ0 µ2 · · · µ2m−2
µ2 µ4 · · · µ2m
...

...
. . .

...
µ2m−2 µ2m · · · µ4m−4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , Fm =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ2 µ4 · · · µ2m

µ4 µ6 · · · µ2m+2
...

...
. . .

...
µ2m µ2m+2 · · · µ4m−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ci	 je da izraqunamo momentne determinante ∆k, koje se mogu izraziti pomo�u

determinanti Em i Fm.

Lema 3.1.1. Za Henkelove determinante (3.1.10) imamo

(3.1.11) ∆2m = EmFm i ∆2m+1 = Em+1Fm.

Dokaz. Sliqno kao u [22] i [43] koristimo Laplasov razvoj za determinante
(3.1.10). Neka je k parno (k = 2m). Razvojem po kolonama 1, 3, . . ., k − 1, imamo da
jedan ne nula element odre�uje rezultate, naime iz minor i kominor para(

1 3 · · · k − 1
1 3 · · · k − 1

)
,

(
2 4 · · · k
2 4 · · · k

)
.

Kako je matrica ∆k simetriqna i znak koji odgovara ovom paru je (−1)k
2/2, direktno

dobijamo da va�e formule (3.1.11).
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Sliqno, Laplasovim razvojem po kolonama 1, 3, . . ., k dobijamo rezultat za nepa-
rno k.

U zavisnosti od parnosti m, za determinante Em i Fm, kao i za �ihove ko-
liqnike, va�e slede�i rezultati. Dokaz se mo�e izvesti razvojem determinanti
po posled�oj vrsti, pomo�u du�eg raquna, koji je ovde delimiqno odra�en pomo�u
simboliqkog izraqunava�a u softveru Mathematica.

Lema 3.1.2. Va�i

E2ν =

ν−1∏
j=1

[(2j)!]2

27ν2−4ν [(1 + s)ν−1]2ν

ν∏
j=1

(
2j − 1 + 2s

ν + j − 1 + s

)2ν−2j+1

,

E2ν+1 =

ν∏
j=1

(2j)!(2j − 2)!

27ν2+3ν [(1 + s)ν ]2ν+1
·

ν∏
j=1

(2j − 1 + 2s)2ν−2j+2

ν∏
j=1

(ν + j + s)2ν−2j+1

i

F2ν =

ν∏
j=1

(2j − 1)!(2j − 2)!

27ν2−ν [(1 + s)ν ]2ν
·

ν∏
j=1

(2j − 1 + 2s)2ν−2j+1

ν−1∏
j=1

(ν + j + s)2ν−2j
,

F2ν+1 =

ν∏
j=1

(2j)!(2j − 1)!

27ν2+6ν+1[(1 + s)ν ]2ν+1

ν∏
j=1

(
2j − 1 + 2s

ν + j + s

)2ν−2j+2

.

Lema 3.1.3. Za E/F−koliqnike va�e slede�e jednakosti:

E2ν+1

F2ν

=
ν!

23ν(1 + s)ν

ν∏
j=1

2j − 1 + 2s

ν + j + s
,

E2ν

F2ν−1
=

(ν − 1)!

23ν−1(1 + s)ν−1

ν∏
j=1

2j − 1 + 2s

ν + j − 1 + s
,

E2ν

F2ν

=
(ν − 1)!24ν−1

(2ν − 1)!

ν∏
j=1

(ν + j − 1 + s),

E2ν+1

F2ν+1

=
ν!24ν+1

(2ν)!

ν∏
j=1

(ν + j + s).

3.1.2 Rekurentni koeficijenti za modifikovanu Qebixev	evu meru prve

vrste

Rekurentni koeficijenti βk = β2,s
k u (3.1.1) za polinome ortogonalne u odnosu

na meru (3.1.5) se mogu izraziti pomo�u Henkelovih determinanti (3.1.10) (videti
[38])

(3.1.12) β2,s
k =

∆k−1∆k+1

∆2
k

, k ≥ 1.

Dokaza�emo slede�i rezultat.
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Teorema 3.1.2. Za bilo koje realno s > −1
2
, polinomi p2,sk (x) = p2,sk (x; dσ2,s), k ∈ N0,

gde je dσ2,s(x) = |T2(x)|2s/
√

1− x2, zadovo	avaju troqlanu rekurentnu relaciju

p2,sk+1(x) = xp2,sk (x)− β2,s
k p2,sk−1(x), k ∈ N0,(3.1.13)

p2,s0 (x) = 1, p2,s−1(x) = 0,

gde je

(3.1.14) β2,s
0 =

√
π

4s
·

Γ(s+ 1
2
)

Γ(s+ 1)
,

a za k ∈ N,

(3.1.15) β2,s
k =

2(k + s) Re (γ) + k(k + 1)− s
[
(γ + kδ) + (−1)k(γ + kδ)

]
ik

4(k + 2s)(k + 2s− 1)
,

gde su γ = 2s− 1 + 2si, δ = 1 + i i i =
√
−1.

Dokaz. Najpre, imamo β2,s
0 = µ2,s

0 = C(s), koje je dato sa (3.1.9), tj. (3.1.14), gde je

realno s > −1/2. Primetimo da se (3.1.14) svodi na β2,s
0 =

π

24s

(
2s

s

)
za s ∈ N.

U skladu sa (3.1.12) i lemom 3.1.1 imamo

(3.1.16) β2,s
2m =

EmFm−1
EmFm

· Em+1Fm
EmFm

=
Em+1

Fm

(
Em
Fm−1

)−1
i

(3.1.17) β2,s
2m+1 =

EmFm
Em+1Fm

· Em+1Fm+1

Em+1Fm
=
Em
Fm

(
Em+1

Fm+1

)−1
.

Sada, koriste�i lemu 3.1.3, iz (3.1.16) i (3.1.17) za m = 2ν i m = 2ν+1, dobijamo

β2,s
4ν+` =



ν

2(2ν + s)
, ` = 0,

ν + s

2(2ν + s)
, ` = 1,

2ν + 1 + 2s

4(2ν + 1 + s)
, ` = 2,

2ν + 1

4(2ν + 1 + s)
, ` = 3.

Za k = 4ν + `, ` = 0, 1, 2, 3, prethodno se mo�e prikazati da je

(3.1.18) β2,s
k =



k

4(k + 2s)
, k = 4ν,

k + 4s− 1

4(k + 2s− 1)
, k = 4ν + 1,

k + 4s

4(k + 2s)
, k = 4ν + 2,

k − 1

4(k + 2s− 1)
, k = 4ν + 3.
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Sada �emo pokazati da je relacija (3.1.15) za rekurentne koeficijente u sagla-
snosti sa (3.1.18). Kako je γ + kδ = 2s+ k − 1 + i(2s+ k) i

vk = ik
[
(γ + kδ) + (−1)k(γ + kδ)

]
=


2(2s+ k − 1), k = 4ν,

−2(2s+ k), k = 4ν + 1,

−2(2s+ k − 1), k = 4ν + 2,

2(2s+ k), k = 4ν + 3,

(3.1.15) se svodi na

β2,s
k =

2(k + s)(2s− 1) + k(k + 1)− svk
4(k + 2s)(k + 2s− 1)

,

tj. (3.1.18).

Napomena 3.1.3. Sluqaj kada je s prirodan broj, ali n ∈ N je rexen u [12].

Napomena 3.1.4. Navodimo prvih devet ortogonalnih polinoma p2,sk , k = 0, 1, . . . , 8:

p2,s0 (x) = 1, p2,s1 (x) = x2 − 1

2
, p2,s3 (x) = x3 − (4s+ 3)x

4(s+ 1)
,

p2,s4 (x) = x4 − x2 +
1

8(s+ 1)
, p2,s5 = x5 − (2s+ 5)x3

2(s+ 2)
+

5x

8(s+ 2)
,

p2,s6 (x) = x6 − 3x4

2
+

(4s+ 9)x2

8(s+ 2)
− 1

16(s+ 2)
,

p2,s7 (x) = x7 − (8s+ 21)x5

4(s+ 3)
+

(8s+ 21)x3

8(s+ 3)
− 3(4s+ 7)x

32(s+ 2)(s+ 3)
,

p2,s8 (x) = x8 − 2x6 +
(4s+ 15)x4

4(s+ 3)
− 3x2

4(s+ 3)
+

3

64(s+ 2)(s+ 3)
.

Oqigledno, za s = 0 ovi polinomi se svode na moniqne Qebixev	eve polinome prve
vrste T̂k(x).

3.1.3 Diferencno-diferencijalne osobine ortogonalnih polinoma

U ovom delu izvex�emo diferencijalnu jednakost za izraz−(1−x2)T̂2(x)(p2,sk (x))′,
pomo�u dva ortogonalna polinoma p2,sk (x) i p2,sk−1(x), kao i linearnu diferencija-

lnu jednaqinu drugog reda za ortogonalne polinome p2,sk (x). Odgovaraju�a te�inska
funkcija

(3.1.19) ω2,s(x) =
|T̂2(x)|2s√

1− x2
,

je semiklasiqna (videti [25]).

Teorema 3.1.3. Za svaki polinom p2,sk , postoje dva polinoma P 2,s
k i Q2,s

k stepena 3
i 2, respektivno, tako da va�i

(3.1.20) −(1− x2)T̂2(x)(p2,sk (x))′ = P 2,s
k (x)p2,sk (x) +Q2,s

k (x)p2,sk−1(x).
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Dokaz. Neka je φ(x) = 1− x2. Tada, imamo

d

dx

{
φ(x)T̂2(x)|T̂2(x)|2sp2,sk (x)√

1− x2

}
=
|T̂2(x)|2s√

1− x2
{
−xT̂2(x)(x)p2,sk (x)

+φ(x)
[
(2s+ 1)T̂ ′2(x)p2,sk (x) + T̂2(x)(x)(p2,sk (x))′

]}
ili (

φ(x)T̂2(x)p2,sk (x)w2,s(x)
)′

= w2,s(x)Rk,2(x),

pri qemu je ω2,s(x) dato sa (3.1.19) i Rk,2(x) je polinom stepena k + 3 definisan sa

(3.1.21) Rk,2(x) =
[
−xT̂2(x) + φ(x)(2s+ 1)T̂ ′2(x)

]
p2,sk (x) + φ(x)T̂2(x)[p2,sk (x)]′.

Koriste�i parcijalnu integraciju i ortogonalnost polinoma p2,sk (x) u odnosu na
te�insku funkciju (3.1.19), dobijamo

1∫
−1

(
φ(x)T̂2(x)p2,sk (x)w2,s(x)

)′
p2,sj (x) dx = φ(x)T̂2(x)p2,sk (x)w2,s(x)p2,sj (x)

∣∣∣1
−1

−
1∫

−1

φ(x)T̂2(x)p2,sk (x)w2,s(x)(p2,sj (x))′ dx = 0

za k > j + 3. Sa druge strane, imamo

1∫
−1

(
φ(x)T̂2(x)p2,sk (x)ω2,s(x)

)′
p2,sj (x) dx =

1∫
−1

Rk,2(x)p2,sj (x)ω2,s(x) dx = 0,

za j > k + 3. Na osnovu prethodne dve jednakosti, zak	uqujemo da se Rk,2(x) mo�e
predstaviti kao linearna kombinacija ortogonalnih polinoma p2,sj (x) za 0 6 k−3 6
j 6 k + 3, tj.

(3.1.22) Rk,2(x) =
k+3∑

j=max{k−3,0}

αjp
2,s
j (x).

Ova vrsta relacija kao karakteristika semiklasiqnih polinoma je razmatrana u
radovima [35] i [36].

Koriste�i troqlanu rekurentnu relaciju (3.1.13) mo�emo izraziti polinome
p2,sj (x), za j = k+1, k+2, k+3, kao i za j = k−2 i j = k−3, pomo�u polinoma p2,sk (x)

i p2,sk−1(x). Dakle, imamo

p2,sk+1(x) = xp2,sk (x)− β2,s
k p2,sk−1(x),

p2,sk+2(x) = (x2 − β2,s
k+1)p

2,s
k (x)− β2,s

k xp2,sk−1(x),

p2,sk+3(x) = x(x2 − β2,s
k+1 − β

2,s
k+2)p

2,s
k (x)− β2,s

k (x2 − β2,s
k+2)p

2,s
k−1(x),

kao i

p2,sk−2(x) = − 1

β2,s
k−1

[
p2,sk (x)− xp2,sk−1(x)

]
,(3.1.23)

p2,sk−3(x) = − 1

β2,s
k−1β

2,s
k−2

[
xp2,sk (x)−

(
x2 − β2,s

k−1
)
p2,sk−1(x)

]
.
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Sada, smenom prethodnih izraza u (3.1.22) dobijamo

(3.1.24) Rk,2(x) = r2,sk (x)p2,sk (x) + s2,sk (x)p2,sk−1(x),

gde su r2,sk (x) i s2,sk (x) polinomi tre�eg i drugog stepena, respektivno.
Konaqno, iz (3.1.21) i (3.1.24) dobijamo (3.1.20), gde je

P 2,s
k (x) = (2s+ 1)φ(x)T̂ ′2(x)− xT̂2(x)− r2,sk (x), Q2,s

k (x) = −s2,sk (x).

Kao xto vidimo deg(P 2,s
k (x)) = 3 i deg(Q2,s

k (x)) = 2.

Napomena 3.1.5. Kako je te�inska funkcija (3.1.19) na (−1, 1) parna, (moniqni)
ortogonalni polinomi p2,sk (x) imaju osobinu p2,sk (−x) = (−1)kp2,sk (x) za sve k ∈ N0

([38, str. 102]). Sa druge strane, u skladu sa (3.1.20), mo�emo zak	uqiti da vode�i
koeficijent polinoma P 2,s

k (x) jeste k, kao i da polinomi P 2,s
k (x) i Q2,s

k (x) imaju
slede�e oblike

(3.1.25) P 2,s
k (x) = kx3 + akx i Q2,s

k (x) = bkx
2 + ck,

gde su ak, bk, ck konstante koje zavise od k i s.
Za k = 1 i k = 2, polinomi (3.1.25) nisu jedinstveni. Zapravo, jednakost (3.1.20),

tj. (
x4 − 3

2
x2 +

1

2

)
(p2,sk (x))′ = (kx3 + akx)p2,sk + (bkx

2 + ck)p
2,s
k−1(x),

za k = 1 i k = 2 se redukuje na

x4 − 3

2
x2 +

1

2
= x4 + (a1 + b1)x

2 + c1

i

2x5 − 3x3 + x = 2x5 + (a2 − 1 + b2)x
3 + (c2 −

1

2
a2)x,

respektivno, odakle dobijamo a1 = α, b1 = −3/2 − α, c1 = 1/2 i a2 = α,
b2 = −2− α, c2 = 1 + α/2, gde je α slobodan parametar.

Me�utim, za k > 3 ovi polinomi su jedinstveni. Pokaza�emo jedinstvenost za
k = 3. Koriste�i ortogonalne polinome date u napomeni 3.1.4, za k = 3 jednakost
(3.1.20) se svodi na(

x4 − 3

2
x2 +

1

2

)(
3x2 − 4s+ 3

4(s+ 1)

)
= (3x3 + a3x)

(
x3 − (4s+ 3)x

4(s+ 1)

)
+(b3x

3 + c3)
(
x2 − 1

2

)
,

odakle dobijamo jedinstvena rexe�a

(3.1.26) a3 = −3

2
, b3 = − 3 + 2s

2(1 + s)
, c3 =

3 + 4s

4(1 + s)
.

Pre nego odredimo eksplicitne izraze za polinome date sa (3.1.25) potreban je
slede�i pomo�ni rezultat.
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Lema 3.1.4. Neka je

Fk(x) = (dkx
2 + ek)p

2,s
k (x) + (fkx

3 + gkx)p2,sk−1(x),

gde su dk, ek, fk, gk konstante i p
2,s
k−1(x) i p2,sk (x) su dva uzastopna ortogonalna po-

linoma. Tada za k > 4 va�i slede�a ekvivalentnost

Fk(x) ≡ 0 ⇐⇒ dk = ek = fk = gk = 0.

Dokaz. Tvr�e�e se mo�e pokazati koriste�i linearnu nezavisnost polinoma
p2,sj (x). Kako je xp2,sk−1(x) = p2,sk (x) + β2,s

k−1p
2,s
k−2(x), imamo

Fk(x) = (dkx
2 + ek)p

2,s
k (x) + (fkx

2 + gk)(xp
2,s
k−1(x))

= [(dk + fk)x
2 + ek + gk]p

2,s
k (x) + β2,s

k−1(fkx
2 + gk)p

2,s
k−2(x).

Da	e, pretpostavimo da je k > 4. Tada imamo

x2p2,sk (x) = x(p2,sk+1(x) + β2,s
k−1p

2,s
k−2(x))

= p2,sk+2(x) + β2,s
k+1p

2,s
k (x) + β2,s

k (p2,sk (x) + β2,s
k−1p

2,s
k−2(x))

i

x2p2,sk−2(x) = p2,sk (x) + (β2,s
k−1 + β2,s

k−2)p
2,s
k−2(x) + β2,s

k−2β
2,s
k−3p

2,s
k−4(x),

tako da se Fk(x) mo�e izraziti kao linearna kombinacija polinoma p2,sj (x) za
j = k − 4, k − 2, k, k + 2, tj.

Fk(x) = β2,s
k−1β

2,s
k−2β

2,s
k−3fkp

2,s
k−4(x)

+β2,s
k−1[(β

2,s
k−1 + β2,s

k−2)fk + gk + β2,s
k (dk + fk)]p

2,s
k−2

+[ek + gk + β2,s
k−1fk + (dk + fk)(β

2,s
k+1 + β2,s

k )]p2,sk

+(dk + fk)p
2,s
k+2(x).

Zbog linearne nezavisnosti ortogonalnih polinoma zak	uqujemo da Fk(x) = 0,
ako i samo ako

fk = 0, (β2,s
k−1 + β2,s

k−2)fk + gk + β2,s
k (dk + fk) = 0,

ek + gk + β2,s
k−1fk + (dk + fk)(β

2,s
k+1 + β2,s

k ) = 0, (fk + dk) = 0,

odakle dobijamo fk = 0, dk = 0, gk = 0, ek = 0.

Teorema 3.1.4. Koeficijenti ak, bk, ck jedinstvenih polinoma P 2,s
k (x) i Q2,s

k u
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(3.1.25) su dati sa

ak =


−k

2
, k = 4ν ili k = 4ν + 3,

−k
2

+ 2s, k = 4ν + 1 ili k = 4ν + 2,

bk = −2(k + 2s)β2,s
k =



−k
2
, k = 4ν,

−(k + 2s)(k + 4s− 1)

2(k + 2s− 1)
, k = 4ν + 1,

−k
2
− 2s, k = 4ν + 2,

−(k − 1)(k + 2s)

2(k + 2s− 1)
, k = 4ν + 3,

ck =



k

4
, k = 4ν,

k(k + 4s− 1)

4(k + 2s− 1)
, k = 4ν + 1,

k

4
+ s, k = 4ν + 2,

(k − 1)(k + 4s)

4(k + 2s− 1)
, k = 4ν + 3,

za k > 4.

Dokaz. Polaze�i od troqlane rekurentne relacije

(3.1.27) p2,sk+1(x) = xp2,sk (x)− β2,s
k p2,sk−1(x),

imamo
(p2,sk+1(x))′ = p2,sk (x) + x(p2,sk (x))′ − β2,s

k (p2,sk−1(x))′.

Sada, mno�e�i prethodnu jednakost sa −(1− x2)T̂2(x) dobijamo

(3.1.28) Hk+1(x) = −(1− x2)T̂2(x)p2,sk (x) + xHk(x)− β2,s
k Hk−1(x),

gde prema (3.1.20), imamo

Hj(x) = −(1− x2)T̂2(x)(p2,sj (x))′

= P 2,s
j (x)p2,sj (x) +Q2,s

j (x)p2,sj−1(x).

Sada, iz (3.1.28) sledi

P 2,s
k+1(x)p2,sk+1(x) +Q2,s

k+1(x)p2,sk (x) = −(1− x2)T̂2(x)p2,sk (x)

+xP 2,s
k (x)p2,sk (x) + xQ2,s

k (x)p2,sk−1(x)

−β2,s
k (P 2,s

k−1(x)p2,sk−1(x) +Q2,s
k−1(x)p2,sk−2(x)).

Smenom p2,sk+1(x) i p2,sk−2(x) datih u (3.1.27) i (3.1.23), respektivno, koriste�i pret-
hodni izraz dobijamo

(3.1.29) Ak(x)p2,sk (x) +Bk(x)p2,sk−1(x) = 0,
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gde je

Ak(x) = x
(
P 2,s
k+1(x)− P 2,s

k (x)
)

+Q2,s
k+1(x)− β2,s

k

β2,s
k−1

Qk−1(x)2,s + (1− x2)T̂2(x)

i

Bk(x) = β2,s
k

(
P 2,s
k−1(x)− P 2,s

k+1(x)
)
− x
(
Q2,s
k (x)− β2,s

k

β2,s
k−1

Q2,s
k−1(x)

)
.

Koriste�i (3.1.25) imamo

Ak(x) =
(
ak+1 − ak + bk+1 −

β2,s
k

β2,s
k−1

bk−1 +
3

2

)
x2 + ck+1 −

β2,s
k

β2,s
k−1

ck−1 −
1

2

i

Bk(x) = −β2,s
k

( bk

β2,s
k

− bk−1

β2,s
k−1

+ 2
)
x2 − β2,s

k

(
ak+1 − ak−1 +

ck

β2,s
k

− ck−1

β2,s
k−1

)
x.

Prema lemi 3.1.4, jednakost (3.1.29) va�i ako i samo ako su slede�e diferencne
jednaqine zadovo	ene

ak+1 − ak + bk+1 −
β2,s
k

β2,s
k−1

bk−1 +
3

2
= 0,(3.1.30)

ck+1 −
β2,s
k

β2,s
k−1

ck−1 −
1

2
= 0,(3.1.31)

bk

β2,s
k

− bk−1

β2,s
k−1

+ 2 = 0,(3.1.32)

ak+1 − ak−1 +
ck

β2,s
k

− ck−1

β2,s
k−1

= 0.(3.1.33)

U naxem sluqaju potrebna su partikularna rexe�a ovih diferencnih jednaqina
koja zadovo	avaju (3.1.26) i ona se mogu odrediti koriste�i rekurentne koeficijen-
te β2,s

k date sa (3.1.15) ili (3.1.18).
Najpre, razmotrimo jednakost (3.1.32), koja se mo�e zapisati u obliku ∆yk = −2,

pri qemu je yk =
bk

β2,s
k

i ∆ je standardni operator pred�e razlike. Lako se vidi da

partikularno rexe�e, koje se svodi na y3 =
b3

β2,s
3

= −2(3 + 2s) za k = 3, je dato sa

yk = −2(k + 2s). Dakle, bk = −2(k + 2s)β2,s
k . Koriste�i (3.1.18), dobijamo tra�eni

rezultat.
Smenom ovog rexe�a u jednaqini (3.1.30) dobijamo

∆ak = ak+1 − ak = −3

2
+ 2(k + 1 + 2s)β2,s

k+1 − 2(k − 1 + 2s)β2,s
k

= −1

2
+ s
(
1 + (−1)k

)
ik.

Odgovaraju�e partikularno rexe�e je dato sa

ak = a3 +
k−1∑
ν=3

(
−1

2
+ s
(
1 + (−1)ν

)
iν
)

(3.1.34)

= −k
2

+ s
1− i

2
(1 + i− (1 + (−1)k)ik),
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tj. ak = −k/2, za k = 4ν ili k = 4ν + 3 i ak = −k/2 + 2s u ostalim sluqajevima.
Najzad, jednaqina (3.1.33) se svodi na

∆

{
ck

β2,s
k

+ ak + ak+1

}
= 0,

odakle dobijamo partikularno rexe�e

ck

β2,s
k

+ ak + ak+1 = const =
c3

β2,s
3

+ a3 + a4,

tj. ck = β2,s
k

{
k +

[
2 − is

(
(−1)k − 1

)]
ik
}
, ili ekvivalentno u formi kao xto je u

tvr�e�u teoreme. Ovo rexe�e tako�e zadovo	ava jednaqinu (3.1.31).
Koriste�i teoremu 3.1.4 mo�emo izvesti slede�i rezultat.

Teorema 3.1.5. Polinomi P 2,s
k (x) i Q2,s

k (x) iz jednakosti (3.1.20) se mogu izraziti

pomo�u moniqnog polinoma T̂2(x) na slede�i naqin:

(3.1.35) P 2,s
k (x) =

{
kxT̂2(x), k = 4ν ili k = 4ν + 3,

x(kT̂2(x) + 2s), k = 4ν + 1 ili k = 4ν + 2,

i

(3.1.36) Q2,s
k (x) =



−k
2
T̂2(x), k = 4ν,

− k + 4s− 1

2(k + 2s− 1)

(
(k + 2s)T̂2(x) + s

)
, k = 4ν + 1,

−k + 4s

2
T̂2(x), k = 4ν + 2,

− k − 1

2(k + 2s− 1)

(
(k + 2s)T̂2(x)− s

)
, k = 4ν + 3,

respektivno.

Teorema 3.1.6. Polinom y = p2,sk (x), k ∈ N, zadovo	ava diferencijalnu jednaqinu

(3.1.37) A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x) = 0,

gde je

Ak(x) =
φ2(x)2

Q2,s
k (x)

=
(1− x2)2T̂2(x)2

Q2,s
k (x)

,

Bk(x) = φ2(x)

[
φ2(x)

Q2,s
k (x)

]′
+

φ2(x)

Q2,s
k (x)

[
P 2,s
k (x) + P 2,s

k−1(x) + x
Q2,s
k−1(x)

β2,s
k−1

]
,

Ck(x) = φ2(x)

[
P 2,s
k (x)

Q2,s
k (x)

]′
+
P 2,s
k (x)

Q2,s
k (x)

[
P 2,s
k−1(x) + x

Q2,s
k−1(x)

β2,s
k−1

]
+
Q2,s
k−1(x)

β2,s
k−1

,

i φ2(x) = (1− x2)T̂2(x).
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Dokaz. Krenimo od jednaqine (3.1.20), za k := k − 1, tj.,

−φ2(x)(p2,sk−1(x))′ = P 2,s
k−1(x)p2,sk−1(x) +Q2,s

k−1(x)p2,sk−2(x),

gde je φ2(x) = (1− x2)T̂2(x). Koriste�i (3.1.23) dobijamo

−φ2(x)(p2,sk−1(x))′ = −
Q2,s
k−1(x)

β2,s
k−1

p2,sk (x) +

(
P 2,s
k−1(x) + x

Q2,s
k−1(x)

β2,s
k−1

)
p2,sk−1(x).

Ponovo iz (3.1.20) imamo

p2,sk−1(x) = −P
2,s
k (x)

Q2,s
k (x)

p2,sk (x)− φ2(x)

Q2,s
k (x)

(p2,sk (x))′,

tako da se prethodna jednakost svodi na

φ2(x)

(
P 2,s
k (x)

Q2,s
k (x)

p2,sk (x) +
φ2(x)

Q2,s
k (x)

(p2,sk (x))′
)′

= −
Q2,s
k−1(x)

β2,s
k−1

p2,sk (x)−
(
P 2,s
k−1(x) + x

Q2,s
k−1(x)

β2,s
k−1

)
×
(
P 2,s
k (x)

Q2,s
k (x)

p2,sk (x) +
φ2(x)

Q2,s
k (x)

(p2,sk (x))′
)

tj. (3.1.37), sa y = p2,sk (x), gde za koeficijente Ak(x), Bk(x), Ck(x), nakon sre�iva�a,
dobijamo izraze iz tvr�e�a teoreme.

Koriste�i izraze za polinome P 2,s
k (x) i Q2,s

k (x) koji su dati u teoremi 3.1.5,
dobijamo slede�e rezultate za k = 4ν + `, kada je ` = 0, 1, 2, 3.

Posledica 3.1.1. Za k = 4ν polinom y = p2,sk (x) zadovo	ava diferencijalnu jedna-
qinu

(1− x2)T̂2(x)y′′ + x
[
2s− (1 + 4s)T̂2(x)

]
y′ + k(k + 4s)T̂2(x)y = 0.

Posledica 3.1.2. Za k = 4ν + 1 polinom y = p2,sk (x) zadovo	ava diferencijalnu
jednaqinu

(1− x2)
[
s+ (k + 2s)T̂2(x)

]
T̂2(x)y′′

+x
[
s(1 + 2s)− s(3 + 4s− 2(k + 2s))T̂2(x)− (1 + 4s)(k + 2s)T̂2(x)2

]
y′

−
[
s(k + 2s) + s(4s− k(k + 4s))T̂2(x)− k(k + 2s)(k + 4s)T̂2(x)2

]
y = 0.

Posledica 3.1.3. Za k = 4ν + 2 polinom y = p2,sk (x) zadovo	ava diferencijalnu
jednaqinu

(1− x2)T̂2(x)2y′′ + x
[
2s− (1 + 4s)T̂2(x)

]
T̂2(x)y′ −

[
2s− k(k + 4s)T̂2(x)2

]
y = 0.

Posledica 3.1.4. Za k = 4ν + 3 polinom y = p2,sk (x) zadovo	ava diferencijalnu
jednaqinu

(1− x2)
[
s− (k + 2s)T̂2(x)

]
T̂2(x)y′′

+x
[
s(1 + 2s)− s(3 + 4s+ 2(k + 2s))T̂2(x) + (1 + 4s)(k + 2s)T̂2(x)2

]
y′

+
[
s(k + 2s)− s(4s− k(k + 4s))T̂2(x)− k(k + 2s)(k + 4s)T̂2(x)2

]
y = 0.

Napomena 3.1.6. Za s = 0, prethodne posledice, za sve k ∈ N, daju istu dife-
rencijalnu jednaqinu, (1 − x2)y′′ − xy′ + k2y = 0, koja je poznata kao Qebixev	eva

diferencijalna jednaqina (videti [38]). U ovom sluqaju y = p2,0k (x) = T̂k(x).
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3.2 Polinomi ortogonalni u odnosu na jednu modifikaciju
Qebixev	eve mere druge vrste

Za fiksni realni broj s > −1/2, uvodimo meru

dσn,s(x) = ωn,s(x) dx = |Ûn(x)|2s(1− x2)1/2+s dx,(3.2.1)

gde je Ûn(x) moniqan Qebixev	ev polinom druge vrste stepena n. Odgovaraju�i
niz (moniqnih) ortogonalnih polinoma pn,sk (x) = pn,sk (x; dσn,s), k ∈ N0, je jedinstven,
jer je mera dσn,s(x) pozitivna za svako realno s > −1

2
. Polinomi pn,sk (x; dσn,s)

zadovo	avaju troqlanu rekurentnu relaciju (1.2.2), ali kako je dσn,s(x) simetriqna
mera na R, va�i αk = 0.

Grafici te�inskih funkcija x 7→ ω1,s(x) i x 7→ ω2,s(x) za odre�ene vrednosti
parametra s, dati su na slici 3.2.

Slika 3.2: Grafici te�inskih funkcija x 7→ ω1,s(x) (levo) i x 7→ w2,s(x) (desno)
na (−1, 1), za s = −1/8 (braon linija), s = 0 (crvena linija), s = 1/8 (plava linija)
i s = 1/2 (zelena linija)

3.2.1 Sluqaj n = 1

Ovaj sluqaj se mo�e izvesti iz Laxqenovog rezulata [32] (videti tako�e [38, str.
147]). Dakle, za n = 1 i s > −1/2 , tj. za meru dσ1,s(x) = |x|2s(1 − x2)1/2+s dx,
dobijamo β1,s

0 kao poqetni moment

β1,s
0 = µ1,s

0 =

∫ 1

−1
|x|2s(1− x2)1/2+s dx =

√
π

22s+1
·

Γ
(
s+ 1

2

)
Γ(s+ 1)

.

Korix�e�em formula za β2k i β2k−1 ([38, str. 147]) za α = s + 1
2
, γ = 2s, β = −1

2
,

dobijamo direktno

β1,s
k =


k

4(k + 2s)
, ako je k parno (≥ 2),

k + 4s+ 1

4(k + 2s+ 1)
, ako je k neparno (≥ 1).
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3.2.2 Sluqaj n = 2

Kod izraqunava�a momenata za te�insku funkciju x 7→ ω2,s(x) na (−1, 1) i
s > −1/2, tj.

(3.2.2) µ2,s
k =

∫ 1

−1
xk|Û2(x)|2s(1− x2)s+1/2 dx, k = 0, 1, . . . ,

zak	uqujemo da su momenti za neparno k jednaki nuli, dok su, zbog parnosti te�in-
ske funkcije, momenti parnog reda jednaki

(3.2.3) µ2,s
2k =

∫ 1

−1
x2k|Û2(x)|2s(1− x2)s+1/2 dx, k = 0, 1, . . . .

Alternativno, umesto obiqnih momenata (3.2.2), mo�emo koristiti modifikovane
momente, za koje se dobijaju nexto jednostavnije formule u ovom sluqaju. Dakle, ovde
�emo koristiti u konstrukciji rekurentnih koeficijenata metod modifikovanih
momenata (videti ode	ak 1.8) u odnosu na moniqne Qebixev	eve polinome druge

vrste Ûk(x) = (qk(x)), koji zadovo	avaju rekurentnu relaciju

Ûk+1(x) = xÛk(x)− 1

4
Ûk−1(x), k = 0, 1, . . . ,

sa Û0(x) = 1, Û1(x) = x.
Dakle, modifikovani momenti su

m2,s
k =

∫ 1

−1
|Û2(x)|2s(1− x2)s+1/2Ûk(x) dx, k = 0, 1, . . . .

Oqigledno,

m2,s
0 = µ2,s

0 = 2

∫ 1

0

|Û2(x)|2s(1− x2)s+1/2 dx.

Za modifikovane momente neparnog reda zak	uqujemo da su jednaki nuli m2,s
2k+1 = 0,

dok za one parnog reda imamo

m2,s
2k = 2

∫ 1

0

|Û2(x)|2s(1− x2)s+1/2Û2k(x) dx, k = 0, 1, . . . .

Kako je Û2(x) = x2 − 1
4
i Û2(x)2 = x4 − 1

2
x2 + 1

16
, za x = cos θ imamo

Û2(cos θ)2 = cos4 θ − 1

2
cos2 θ +

1

16

=
1

8
(cos 4θ + 4 cos 2θ + 3)− 1

4
(1 + cos 2θ) +

1

16

=
1

16
(3 + 4 cos 2θ + 2 cos 4θ).

Tada je

m2,s
2k =

2

24s

∫ π/2

0

(3 + 4 cos 2θ + 2 cos 4θ)s sin2s+1 θÛ2k(cos θ) sin θ dθ

=
1

24s+2k−1

∫ π/2

0

(3 + 4 cos 2θ + 2 cos 4θ)s sin2s+1 θ sin(2k + 1)θ dθ,
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s obzirom da je Û2k(cos θ) =
sin(2k + 1)θ

22k sin θ
.

Za k = 0 imamo

m2,s
0 =

1

24s−1

∫ π/2

0

(3 + 4 cos 2θ + 2 cos 4θ)s sin2s+2 θ dθ.

Korix�e�em simboliqkih mogu�nosti softvera Mathematica nalazimo

m2,s
0 =

π

24s
·
(
1
2

)
s

(1)s
=

√
π

24s+1
·

Γ
(
s+ 1

2

)
Γ(s+ 1)

, s > −1

2
.

Da bismo odredili m2,s
2k za proizvo	no k, izraqunava�a �emo podeliti u tri dela i

to kada je k = 3ν, k = 3ν + 1 i k = 3ν + 2, gde je ν ∈ N0.
Rezulat tih izraqunava�a sumiran je u slede�oj teoremi.

Teorema 3.2.1. Za modifikovane momente parnog reda µ2,s
2k za svako s > −1/2, va�i

m2,s
2k =


(−1)νm2,s

0

(s− ν + 1)ν
26ν(s+ 1)ν

, k = 3ν,

0, k = 3ν + 1,

(−1)νm2,s
0

(s− ν)ν+1

26ν+4(s+ 1)ν+1

, k = 3ν + 2,

gde je

m2,s
0 =

√
π

24s+1
·

Γ
(
s+ 1

2

)
Γ(s+ 1)

.

Korix�e�em metode modifikovanih momenata i komande

aChebyshevAlgorithmModified

u simboliqkom modu, sa modifikovanim momentima iz teoreme 3.2.1 dobijamo dire-
ktno rezultat dat u slede�oj teoremi.

Teorema 3.2.2. Za bilo koje realno s > −1/2, polinomi p2,sk (x) = p2,sk (x; dσ2,s)

k ∈ N0, gde je dσ2,s(x) = |Û2(x)|2s(1 − x2) 1
2
+s dx, zadovo	avaju troqlanu rekurentnu

relaciju

p2,sk+1(x) = xp2,sk (x)− β2,s
k p2,sk−1(x), k ∈ N0,(3.2.4)

p2,s0 (x) = 1, p2,s−1(x) = 0,

gde

β2,s
0 =

√
π

24s+1
·

Γ
(
s+ 1

2

)
Γ(s+ 1)

,(3.2.5)

i za k ∈ N

(3.2.6) β2,s
k =



k

4(k + 3s)
, ako je k ≡ 0 (mod 3),

1

4
, ako je k ≡ 1 (mod 3),

k + 6s+ 1

4(k + 3s+ 1)
, ako je k ≡ 2 (mod 3).
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Formalni dokaz prethodnog tvr�e�a se mo�e dati sliqno kako je to uqi�eno u
poglav	u 3.1 za modifikovanu Qebixev	evu meru prve vrste.

Napomena 3.2.1. Prvih devet ortogonalnih polinoma p2,sk (x) su:

p2,s0 (x) = 1, p2,s1 (x) = x, p2,s2 (x) = x2 − 1

4
, p2,s3 (x) = x3 − (2 + 3s)x

4(s+ 1)
,

p2,s4 (x) = x4 − 3x2

4
+

1

16(s+ 1)
, p2,s5 (x) = x5 − x3 +

3x

16
,

p2,s6 (x) = x6 − (5 + 3s)x4

(4 + 2s)
+

3(4 + 2s)x2

16(s+ 2)
− 1

32(s+ 2)
,

p2,s7 (x) = x7 − 3x5

2
+

(9s+ 20)x3

32 + 16s
− x

8(s+ 2)
,

p2,s8 (x) = x8 − 7x6

4
+

15x4

16
− (20 + 9s)x2

64(s+ 2)
+

1

128(s+ 2)
.

Oqigledno, za s = 0 ovi polinomi se redukuju na moniqne Qebixev	eve polinome
druge vrste Ûk(x).

Alternativni izraz u zatvorenoj analitiqkoj formi za relaciju (3.2.6), tj. koe-
ficijente β2,s

k , mo�e se dobiti u obliku
(3.2.7)

β2,s
k =

−se 2ikπ
3

(
(γ + 3δk)− e

2ikπ
3 (γ + 3δk)

)
+ 2i(s Im(γ) + (6s+ 1)

√
3k + k2

√
3)

4(1 + e
iπ
3 )δ(3s+ k)(3s+ 1 + k)

,

gde su γ i δ kompleksni brojevi dati sa γ = 9s+ (9s+ 2)i
√

3 i δ = 1 + i
√

3.

3.2.3 Diferencno-diferencijalne osobine ortogonalnih polinoma

U ovom delu izvex�emo diferencijalnu jednakost za izraz−(1−x2)Û2(x)(p2,sk (x))′,
pomo�u dva ortogonalna polinoma p2,sk (x) i p2,sk−1(x), kao i linearnu diferencijalnu

jednaqinu drugog reda za odgovaraju�e ortogonalne polinome p2,sk (x). Odgovaraju�a
te�inska funkcija

ω2,s(x) = |Û2(x)|2s(1− x2)1/2+s

je semiklasiqna.

Teorema 3.2.3. Za svaki polinom p2,sk , postoje dva polinoma P 2,s
k i Q2,s

k stepena 3
i 2, respektivno, tako da va�i

(3.2.8) −(1− x2)Û2(x)(p2,sk (x))′ = P 2,s
k (x)p2,sk (x) +Q2,s

k (x)p2,sk−1(x),

gde su

(3.2.9) P 2,s
k (x) = (2s+ 1)φ(x)Û ′2(x)− x(3 + 2s)Û2(x)− r2,sk (x) i Q2,s

k (x) = −s2,sk (x)

i r2,sk (x) i s2,sk (x) su polinomi tre�eg i drugog stepena, respektivno.

Dokaz prethodne teoreme je analogan dokazu teoreme 3.1.3.
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Napomena 3.2.2. Te�inska funkcija ω2,s(x) = |Û2(x)|2s(1 − x2)1/2+s je parna na
(−1, 1), pa prema (3.2.8) mo�emo zak	uqiti da vode�i koeficijent polinoma P 2,s

k (x)
je k i polinomi P 2,s

k (x) i Q2,s
k (x) imaju slede�e oblike

(3.2.10) P 2,s
k (x) = kx3 + akx i Q2,s

k (x) = bkx
2 + ck,

gde su ak, bk, ck konstante koje zavise od k i s.
Za k = 1 i k = 2, polinomi (3.2.10) nisu jedinstveni. Jednakost (3.2.8), tj.(

x4 − 5

4
x2 +

1

4

)
(p2,sk (x))′ = (kx3 + akx)p2,sk (x) + (bkx

2 + ck)p
2,s
k−1(x),

za k = 1 i k = 2 se redukuje na

x4 − 5

4
x2 +

1

4
= x4 + (a1 + b1)x

2 + c1

i

2x5 − 5

2
x3 +

1

2
x = 2x5 + (a2 + b2 −

1

2
)x3 +

(
c2 − a2

1

4

)
x,

respektivno, odakle dobijamo a1 = α, b1 = −5/4− α, c1 = 1/4 i a2 = α, b2 = −2− α,
c2 = 1/2 + α/4, gde je α slobodan parametar.

Za k ≥ 3 ovi polinomi su jedinstveni. Pokaza�emo jedinstvenost polinoma za
k = 3. Koriste�i ortogonalne polinome date u napomeni 3.2.1, za k = 3 jednakost
(3.2.8) se svodi na(

x4 − 5

4
x2 +

1

4

)(
3x2 − 3s+ 2

4(s+ 1)

)
= (3x3 + a3x)

(
x3 − (3s+ 2)x

4(s+ 1)

)
+(b3x

2 + c3)
(
x2 − 1

4

)
,

odakle dobijamo jedinstvena rexe�a

(3.2.11) a3 = −3

4
, b3 = − 3s+ 4

2(s+ 1)
, c3 =

3s+ 2

4(s+ 1)
.

Teorema 3.2.4. Koeficijenti ak, bk, ck jedinstvenih polinoma P 2,s
k (x) i Q2,s

k (x) u
(3.2.10) su dati sa

ak =


−k

4
, k = 3ν,

−k − 6s

4
, k = 3ν + 1,

−k
4

+ 3s, k = 3ν + 2,
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bk =


−k(k + 1 + 3s)

2(k + 3s)
, k = 3ν,

−k + 3s+ 1

2
, k = 3ν + 1,

−k + 6s+ 1

2
, k = 3ν + 2,

ck =



k(k + 6s+ 1)

8(k + 3s)
, k = 3ν,

k + 1

8
, k = 3ν + 1,

k + 6s+ 1

8
, k = 3ν + 2,

za k ≥ 4.

Dokaz prethodne teoreme analogan je dokazu teoreme 3.1.4. Kao posledicu teoreme
3.2.4 imamo slede�i rezultat.

Teorema 3.2.5. Polinomi P 2,s
k (x) i Q2,s

k (x) iz jednakosti (3.2.8) se mogu izraziti

pomo�u polinoma Û2(x) na slede�i naqin

(3.2.12) P 2,s
k (x) =


kxÛ2(x), k = 3ν,

x(kÛ2(x) + 3s/2), k = 3ν + 1,

x(kÛ2(x) + 3s), k = 3ν + 2,

i

(3.2.13) Q2,s
k (x) =


− k

2(k + 3s)

(
(k + 3s+ 1)Û2(x)− 3s

4

)
, k = 3ν,

−1

2

(
(3s+ k + 1)Û2(x) +

3s

4

)
, k = 3ν + 1,

−6s+ k + 1

2
Û2(x), k = 3ν + 2.

Teorema 3.2.6. Polinom y = p2,sk (x), k ∈ N, zadovo	ava diferencijalnu jednaqinu

(3.2.14) Ak(x)y′′ +Bk(x)y′ + Ck(x)y = 0,

gde je

Ak(x) =
φ2(x)2

Q2,s
k (x)

,

Bk(x) = φ2(x)

[
φ2(x)

Q2,s
k (x)

]′
+

φ2(x)

Q2,s
k (x)

[
P 2,s
k (x) + P 2,s

k−1(x) + x
Q2,s
k−1(x)

β2,s
k−1

]
,

Ck(x) = φ2(x)

[
P 2,s
k (x)

Q2,s
k (x)

]′
+
P 2,s
k (x)

Q2,s
k (x)

[
P 2,s
k−1(x) + x

Q2,s
k−1(x)

β2,s
k−1

]
+
Q2,s
k−1(x)

β2,s
k−1

,

i φ2(x) = (1− x2)Û2(x).
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Dokaz teoreme 3.2.6 je analogan dokazu teoreme 3.1.6.
Koriste�i izraze za polinome P 2,s

k (x) i Q2,s
k (x) koji su dati u teoremi 3.2.5,

dobijamo slede�e rezultate za k = 3ν + `, kada je ` = 0, 1, 2.

Posledica 3.2.1. Za k = 3ν polinom y = p2,s3ν (x) zadovo	ava diferencijalnu jedna-
qinu

(1− x2)Û2(x)y′′ −

(
3x

(
1 + 2s− 2(1 + k + 2s)

3s− 4(1 + k + 3s)Û2(x)

)
Û2(x)−

(
3

2
+ 3s

)
x

)
y′

+

(
k

(
2 + k + 6s+

2(1 + k + 6s)

3s− 4(1 + k + 3s)Û2(x)

)
Û2(x) +

k

2

)
y = 0.

Posledica 3.2.2. Za k = 3ν + 1 polinom y = p2,s3ν+1(x) zadovo	ava diferencijalnu
jednaqinu

(1− x2)Û2(x)y′′

−

(
3x

(
2s+ 1 +

2(4s+ k + 1)

3s+ 4(k + 3s+ 1)Û2(x)

)
Û2(x)−

(
3s+

3

2

)
x

)
y′

+

((
k(k + 2 + 6s) +

2(k + 1)(k + 2 + 6s)

3s+ 4(k + 3s+ 1)Û2(x)

)
Û2(x)−

(
k

2
+ 3s+ 1

))
y = 0.

Posledica 3.2.3. Za k = 3ν + 2 polinom y = p2,s3ν+2(x) zadovo	ava diferencijalnu
jednaqinu

(1− x2)Û2(x)y′′ +
(
−3(2s+ 1)xÛ2(x) + 3sx

)
y′

+

(
k(k + 2(3s+ 1))− 3s(4x2 + 1)

4Û2
2 (x)

)
Û2(x)y = 0.

Napomena 3.2.3. Za s = 0, prethodne posledice, za sve k ∈ N, se svode na istu dife-
rencijalnu jednaqinu, (1−x2)y′′−3xy′+k(k+2)y = 0, koja je poznata kao Qebixev	eva

diferencijalna jednaqina [38, str. 10]. U ovakvom sluqaju y = p2,0k (x) = Ûk(x).
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4 Elektrostatiqka interpretacija nula ortogonal-

nih polinoma.

Mathematica paket RationalExpressionsESm

4.1 Elektrostatiqka interpretacija nula Jakobijevih poli-
noma

Elektrostatiqke interpretacije nula klasiqnih ortogonalnih polinoma (Jako-
bijevih, Lagerovih, Ermitovih) su jedan od najelegantnijih rezultata u teoriji
specijalnih funkcija. Poqeci istra�iva�a u ovoj oblasti se vezuju za Stiltjesa
(videti [66], [67], [68]). Nedavno je obnov	en interes za ovu temu, motivisan �enom
vezom sa teorijom logaritamskog potencijala, kao i zbog sve ve�eg interesa za pro-
uqava�em novih klasa specijalnih funkcija. Novija istra�iva�a u ovoj oblasti
mogu se na�i, na primer, u radovima [27], [28] i [34].

U svojim radovima iz 1885., Stiltjes je posmatrao elektrostatiqki problem gde
su p i q fiksna pozitivna optere�e�a postav	ena u taqkama −1 i 1, respektivno, i
n (n ≥ 2) jediniqnih slobodnih optere�e�a su postav	ena u taqkama x1, x2, . . . , xn,
unutar intervala [−1, 1]. Potrebno je odrediti u kom polo�aju moraju biti taqke
x1, x2, . . . , xn, tako da

(4.1.1) T (x1, x2, . . . , xn) =
n∏
k=1

(1− xk)p(1 + xk)
q

n∏
ν,µ=1
ν<µ

|xν − xµ|,

posti�e svoj maksimum. Stiltjesov pristup je usko povezan sa izraqunava�em di-
skriminante ortogonalnih polinoma (videti [52]).

Oqigledno, log(T−1) se mo�e interpretirati kao energija u sistemu elektro-
statiqkih masa koje smo prethodno uveli. Ove mase deluju odbojnim silama prema
zakonu logaritamskog potencijala. Pozicija maksimuma odgovara sta�u elektrosta-
tiqke ravnote�e. Maksimum postoji, jer je T neprekidna funkcija po x1, . . . , xn, za
−1 ≤ xν ≤ 1, ν = 1, . . . n. U n-torci (x1, . . . , xn) za koju funkcija T posti�e maksi-
mum, sve koordinate su me�usobno razliqite i ne uzimaju vrednost ±1. Pokaza�emo
da je ovaj raspored taqaka x1, . . . , xn na intervalu (−1, 1) jedinstven (videti [59, str.
74]). Pretpostavimo da su

1 > x1 > x2 > · · · > xn > −1,

1 > x′1 > x′2 > · · · > x′n > −1,(4.1.2)

dva rasporeda koja zadovo	avaju prethodno opisane uslove. Obele�imo,

yν =
(xν + x′ν)

2
, ν = 1, . . . , n.
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Tada

|yν − yµ| =
|xν − xµ|+ |x′ν − x′µ|

2
≥ |xν − xµ|1/2|x′ν − x′µ|1/2,

|1± yν | ≥ |1± xν |1/2|1± x′ν |1/2,(4.1.3)

pa imamo T (y) ≥ |T (x)|1/2|T (x′)|1/2. Jednakost �e va�iti ako i samo ako
xν = x′ν . Odavde sledi jedinstvenost.

Teorema 4.1.1. Neka su p > 0 i q > 0 i neka je {xν}, −1 ≤ xν ≤ 1, ν = 1, . . . , n, niz
vrednosti za koje izraz (4.1.1) posti�e maksimum. Tada su xν , ν = 1, 2, . . . , n, nule

Jakobijevih polinoma P
(α,β)
n , pri qemu je α = 2p− 1 i β = 2q − 1.

Za dokaz prethodne teoreme potrebno nam je tvr�e�e slede�e leme.

Lema 4.1.1. Va�i
n∑
i=1
i 6=ν

1

xν − xi
=

π′′N(xν)

2π′N(xν)
,

gde je

(4.1.4) πN(x) = (x− x1)(x− x2) · · · (x− xn).

Dokaz. Na osnovu logaritamskog izvoda (4.1.4) dobijamo

π′N(x)

πN(x)
=

n∑
i=1

1

x− xν
, x /∈ {x1, . . . , xn}.

Tada, za x /∈ {x1, . . . , xn},

Rν(x) ≡
n∑
i=1
i 6=ν

1

x− xi
=
π′N(x)

πN(x)
− 1

x− xν
=

(x− xν)π′N(x)− πN(x)

(x− xν)πN(x)
.

U graniqnom sluqaju x→ xν , dobijamo

n∑
i=1
i 6=ν

1

xν − xi
= lim

x→xν
Rν(x) = lim

x→xν

π′′N(x)
πN (x)
x−xν + π′N(x)

,

tj.

(4.1.5)
n∑
i=1
i 6=ν

1

xν − xi
=

π′′N(x)

2π′N(x)
.

Sada mo�emo dokazati teoremu 4.1.1.
Dokaz. Iz uslova maksimuma imamo ∂T

∂xν
= 0, ν = 1, . . . , n, odnosno

1

xν − x1
+ · · ·+ 1

xν − xν−1
+

1

xν − xν+1

+ · · ·(4.1.6)

+
1

xν − xn
+

p

xν − 1
+

q

xν + 1
= 0.
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Iz (4.1.4) i (4.1.5) imamo da se (4.1.6) svodi na

(4.1.7)
1

2

π′′N(xν)

π′N(xν)
+

p

xν − 1
+

q

xν + 1
= 0,

odnosno
(1− x2ν)π′′N(xν) + [2q − 2p− (2q + 2p)xν ]π

′
N(xν) = 0.

Iz posled�e jednakosti dobijamo

(4.1.8) (1− x2)π′′N(x) + [β − α− (α + β + 2)x]π′N(x) = 0,

pri qemu je izraz sa desne strane jednakosti (4.1.8) moniqan polinom πn stepena
n, qije su nule u taqkama xν , ν = 1, . . . , n, pa sledi πn = const. · πN . Upore�uju�i
qlanove uz xn dobijamo da je konstantni faktor −n(n + α + β + 1), pa se dife-
rencijalna jednaqina (4.1.8) svodi na diferencijalnu jednaqinu koju zadovo	avaju
Jakobijevi polinomi (videti [70, str. 60]), qije jedno partikularno rexe�e je oblika

πN = const. · P (α,β)
n (x) (videti [70, str. 61]).

Nule Lagerovih i Ermitovih polinoma dozvo	avaju sliqnu interpretaciju (vi-
deti [70]). Ravnote�na sta�a dvodimenzionalnih elektrostatiqkih problema raz-
matrana su u nekoliko radova. U radu [44], Milovanovi� je razmatrao elektrosta-
tiqku interpretaciju nula polinoma ortogonalnih na radijalnim zracima.

4.2 Elektrostatiqka interpretacija nula za klasu polinoma
ortogonalnih u odnosu na modifikovanu Qebixev	evu
meru prve vrste

Za klasu polinoma {p2,sk (x)}k∈N0 (s > −1/2), ortogonalnih u odnosu na modifiko-
vanu Qebixev	evu meru prve vrste datu sa (3.1.2), tj.

dσ2,s(x) =
|T̂2(x)2s|√

1− x2
dx,

izvex�emo elektrostatiqku interpretaciju nula za specifiqne vrednosti stepena,
ako pretpostavimo logaritamski potencijal u sistemu (videti [12] i [11]). Pokaza-
�emo ovo za vrednosti stepena k = 4ν (ν ∈ N) polinoma ortogonalnih u odnosu na
posmatranu meru.

Neka su xj, j = 1, 2, . . . , k, nule polinoma p2,sk (x). One su proste i nalaze se u
intervalu (−1, 1).

U skladu sa posledicom 3.1.4 i jednakosti (4.1.5) imamo slede�e tvr�e�e.

Teorema 4.2.1. Neka je k = 4ν, ν ∈ N, i neka su xj, j = 1, . . . , k, nule polinoma
p2,sk (x). Tada, za svako i ∈ {1, 2, . . . , k}, imamo

k∑
j = 1
j 6= i

1

xi − xj
+

1

4

[
1

xi − 1
+

1

xi + 1

]
+ s

[
1

xi − z0
+

1

xi + z0

]
= 0,

gde je z0 =
√

2/2.
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Tvr�e�e 4.2.1 ima oqiglednu elektrostatiqku interpretaciju, ako pretpostavi-
mo logaritamski potencijal u sistemu. Neka su u taqkama ±1 postav	ena fiksna
optere�e�a vrednosti 1/4 i neka su k jediniqnih optere�e�a raspore�ena na in-
tervalu [−1, 1] u taqkama x1, x2, . . . , xk. U skladu sa Stiltjesovim rezultatom za

Jakobijeve polinome P
(2p−1,2q−1)
k (x), u sluqaju 2p−1 = 2q−1 = −1/2, tj. p = q = 1/4, i

s = 0, elektrostiqka ravnote�a se posti�e kada su xj nule Qebixev	evog polinoma
prve vrste. Me�utim, ako je s > 0, da bismo imali elektrostatiqku ravnote�u, po-
trebno je da uk	uqimo dve dodatne taqke ±z0 (= ±

√
2/2) u ovaj sistem, sa fiksnim

optere�e�ima vrednosti s.
Lako se mo�e uoqiti da je sistem u sta�u minimuma energije, obzirom da je

Hesijan matrica, kao i u sluqaju klasiqnih ortogonalnih polinoma dijagonalno
dominantna, simetriqna i pozitivno definitna.

4.3 ModuliMathematica paketa RationalExpressionsES.m i pri-
mene

Konstrukcija ortogonalnih polinoma je jednostavna kada je eksplicitno poznata
troqlana rekurentna relacija. Odre�iva�e koeficijenata rekurentne relacije je
generalno veoma te�ak problem. U razdob	u pre kompjutera, ovome je u literaturi
pridavan mali znaqaj. Tome je naroqito doprinelo postoja�e teorijskog rexe�a, da-
tog formulom preko Henkelovih determinanti (videti [31] i [13]). Me�utim, ovakav
pristup nosi preteranu raqunsku cenu i numeriqku nestabilnost prilikom kon-
strukcije rekurzivnih koeficijenata.

Eksperimentalna istra�iva�a u oblasti neklasiqnih ortogonalnih polinoma
su u velikoj meri olakxana postoja�em specijalizovanih programskih paketa razvi-
janih u Matlab i Wolfram Mathematica softverima. Razvoj konstruktivne teorije
ortogonalnih polinoma je u qvrstoj vezi sa a�urira�em i unapre�e�em ovakvih
specijalizovanih paketa.

Mathematica paket RationalExpressionsES.m je programska realizacija nekih re-
zultata doktorske disertacije. U paketu su implementirani moduli koji omogu�avaju
manipulaciju sa nekim nizovima unetih racionalnih brojeva (ili izraza) i kon-
strukciju jedinstvenog racionalnog izraza u simboliqkom obliku koga qlanovi u-
netog niza zadovo	avaju.

Pretpostavimo da niz racionalnih brojeva (ili izraza)

{
ak
bk

}
k∈N

mo�emo pred-

staviti u obliku

(4.3.1)

N−1∑
m=0

(exp
2πi
N )mkpn,m(k)

N−1∑
m=0

(exp
2πi
N )mkqn,m(k)

=
ak
bk
,

za vrednosti k = 1, . . . , 2N(n + 1), pri qemu su koeficijenti polinoma pn,m(k) i
qn,m(k) nepoznati. Da	e, pretpostavimo da je najstariji koeficijent polinoma
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pn,0(k) jednak jedinici, tada se (4.3.1) svodi na

bk

(n−1∑
i=0

pn,ik
i +

N−1∑
m=1

(exp
2πi
N )mkpn,m(k)

)
(4.3.2)

− ak

(N−1∑
m=0

(exp
2πi
N )mkqn,m(k)

)
= −bkkn, k = 1, . . . , 2N(n+ 1)− 1, n ∈ N0.

U okviru paketa RationalExpressionsES.m implementirana su dva modula za re-
xava�e sistema (4.3.2), tj. odre�iva�e nepoznatih koeficijenata polinoma pn,m i
qn,m, korix�e�em metode LinearSolve implementirane u softveru Mathematica. Pri
izvrxava�u modula izdaju se nepoznati koeficijenti polinoma pn,m(k) i qn,m(k) i na
osnovu izdatih koeficijenata generixe se jedinstven izraz u simboliqkom obliku

koga zadovo	avaju qlanovi unetog niza

{
ak
bk

}
za k = 1, . . . , 2N(n+ 1).

Izraqunava�e koeficijenta polinoma pn,m(k) i qn,m(k), kao i testira�e hipoteze
da li postoje takvi koeficijenti za unete vrednosti argumenata n i N se realizuje
pozivom modula:

• aCheckHypothesysWithRootsOfN[beta,n,nN].

Sva tri argumenta modula su obavezna. Argument beta je lista racionalnih bro-
jeva (izraza), a argumenti n i nN su pozitivni celi brojevi. Izvrxava�em ovog
modula formira se trodimenzioni niz {hyp, err, coef}. Pri tome prve dve kompone-
nte ovog niza izdaju informaciju korisniku da li za unete argumente modula mogu
da se odrede koeficijenti polinomi pn,m(k) i qn,m(k). Tre�i element niza su liste
koeficijenata polinoma, onda kada one postoje.

Koriste�i izlaz modula aCheckHypothesysWithRootsOfN[beta,n,nN] mogu�e je
formirati jedinstven analitiqki izraz u simboliqkom obliku xto se realizuje
pozivom modula:

• aRunTestES[beta, n, nN, k, ops].

Sva qetiri argumenta modula su obavezna. Izvrxava�em ovog modula generixe
se racionalan izraz koji zavisi od parametra k u simboliqkom obliku koga zadovo-

	avaju qlanovi niza

{
ak
bk

}
za vrednost k. Argument ops je potrebno postaviti na

metod LinearSolveMethod.
Modul aRunTestES izvrxava modul aCheckHypothesysWithRootsOfN[beta,n,nN]

za unete vrednosti argumenata beta, n i nN, i izdaje racionalan izraz u simbo-
liqkom obliku, ako postoji.
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Realizacijom naredbi

izdaju se koeficijenti troqlane rekurentne relacije ortogonalnih polinoma u o-
dnosu na meru dµ1(x) = |Ûn(x)|2s

√
1− x2 dx, kada je n = 2 i s = 2.

Realizacijom naredbi

izdaju se koeficijenti troqlane rekurentne relacije ortogonalnih polinoma u o-
dnosu na meru dµ2(x) = |Ûn(x)|2s(1− x2)s+1/2 dx, kada je n = 2 i s = 2.

Realizacijom naredbi

izdaju se koeficijenti troqlane rekurentne relacije ortogonalnih polinoma u o-
dnosu na meru dµ3(x) = |T̂n(x)|2s(1− x2)−1/2 dx, kada je n = 2 i s = 2.

Relacije (3.1.18) i (3.2.7) su dobijene u softveru Wolfram Mathematica pomo�u
modula paketa RationalExpressionsES.m.

Napomenimo jox da opisani moduli za neke probleme ne mogu da izdaju rexe-
�e. Razlog ovome je ograniqenost softvera Mathematica, kao i kompleksnost samog
problema.
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5 Ortogonalni polinomi i generalizovane Gaus-

Risove kvadraturne formule

5.1 Uvodna razmatra�a

U ovom delu disertacije dati su rezultati koji su prezentovani u radu [56].
Obele�imo sa P2N−1 linearni prostor algebarskih polinoma stepena ne vixeg od
2N − 1. Razmotri�emo problem konstrukcije kvadraturnih formula Gausovog tipa
na intervalu [−1, 1], u odnosu na te�insku funkciju datu sa dva parametra

(5.1.1) ωλ(t;x) = exp(−xt2)(1− t2)λ−1/2,

gde je x pozitivan parametar i λ > −1/2, tj.

(5.1.2)

∫ 1

−1
f(t)ωλ(t;x) dt =

N∑
n=1

Aνf(τν) +RN(f)

koja je taqna za sve polinome stepena najvixe 2N − 1, tj. sa ostatkom RN(f) ≡
Rλ
N(f ;x) = 0 za sve f ∈ P2N−1. Za paran broj qvorova, tj. za N = 2n, kvadraturna

suma u (5.1.2) se mo�e zapisati u slede�oj formi

(5.1.3) Q2n(f ;x) =
n∑
k=1

Ak[f(τk) + f(−τk)],

gde τk = τNk (x;λ), Ak = ANk (x;λ) > 0 i 0 < τ1 < · · · < τn < 1. Na slici 5.1 dati su
grafici te�inske funkcije ωλ(t;x) za razliqite vrednosti parametra λ.

Slika 5.1: Grafici te�inske funkcije t 7→ ωλ(t;x), t ∈ (−1, 1) za λ = 0, 1/2, 1 i
x = 2
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Najva�niji alat za konstrukciju te�inskih Gausovih kvadraturnih pravila su
polinomi ortogonalni u odnosu na istu te�insku funkciju. Neka su πk(t) ≡ πλk (t;x)
polinomi ortogonalni na [−1, 1], u odnosu na te�insku funkciju datu sa (5.1.1).
Kako je te�inska funkcija parna moniqni ortogonalni polinomi t 7→ πλk (t;x) zado-
vo	avaju troqlanu rekurentnu relaciju

(5.1.4) πλk+1(t;x) = tπλk (t;x)− βkπλk−1(t;x), k = 0, 1, . . . ,

sa poqetnim uslovima πλ0 (t;x) = 1 i πλ−1(t;x) = 0. Rekurzivni koeficijenti βk su
pozitivni i zavise od parametara x i λ. Dakle, βk = βλk (x) > 0, k = 1, 2, . . . , gde su
x > 0 i λ > −1/2. Koeficijent βλ0 (x) u (5.1.4) je dat sa

βλ0 (x) =

∫ 1

−1
ωλ(t;x) dt

=
√
π

Γ(λ+ 1
2
)

Γ(λ+ 1)
1F1

(1

2
, λ+ 1,−x

)
,(5.1.5)

gde je 1F1(a, b; z) Kumerova konfluentna hipergeometrijska funkcija (videti [58]).
Inaqe, u ovom delu disertacije u izraqunava�ima koristi�emo i generalizovanu

hipergeometrijsku funkciju p Fq definisanu sa

pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; z) =
∞∑
ν=0

(a1)ν · · · (ap)ν
(b1)ν · · · (bq)ν

zν

ν!
,

za razliqite vrednosti parametara p i q, gde je (λ)ν Pohhamerov simbol i Γ(λ)
je Ojlerova gama funkcija. U softveru Wolfram Mathematica funkcija p Fq je
implementirana kao HypergeometricPFQ i pogodna je za simboliqka i numeriqka
izraqunava�a. Za p = q+1, hipergeometrijska funkcija pFq ima prekid u komplek-
snoj z ravni za vrednosti od 1 do ∞. Kada je p ≤ q suma konvergira za sve z ∈ C.
Vixe rezultata o ovim sumama, naroqito o transformacijama, sumira�u i drugim
osobinama mo�e se na�i u radovima [55], [53] i [54].

Qvorovi ±τk, k = 1, . . . , n, u kvadraturnoj formuli (5.1.3) su nule ortogonalnog
polinoma πλN(t;x) stepena N = 2n i te�inski koeficijenti Ak, k = 1, . . . , N, su
odgovaraju�i Kristofelovi brojevi (videti [17] i [38]).

Ovakve kvadraturne formule su vrlo bliske Risovim kvadraturnim formula
koje su ukratko opisane u delu 2.5. Me�utim, u ovom delu razmatramo opxtiji
sluqaj u odnosu na te�insku funkciju (5.1.1), koja je data kao proizvod Gegenbauerove
te�inske funkcije i Risove eksponencijalne funkcije. Kako se ova kvadraturna
pravila svode na Risove kvadrature za vrednost λ = 1/2, zva�emo ih generalizovane
Gaus-Risove kvadraturne formule.

Kada x → 0, problem koji razmatramo se svodi na Gaus-Gegenbauerovo pravilo,
gde je ωλ(t; 0) = (1−t2)λ−1/2, λ > −1/2 i πλk (t; 0) = Ĉλ

k (t) su moniqni Gegenbauerovi po-
linomi, koji zadovo	avaju troqlanu rekurentnu relaciju (5.1.4), sa koeficijentima

αλk(0) = 0, k ∈ N, βλ0 (0) =
√
π

Γ(λ+ 1
2
)

Γ(λ+ 1)
,

βλk (0) =
k(2λ+ k − 1)

4(λ+ k − 1)(λ+ k)
, k ∈ N,
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osim u sluqaju λ = 0, kada je β0
1(0) = 1/2 (videti [38, str. 102]). Inaqe, te�inska

funkcija t 7→ ωλ(t;x) pripada Segeovoj klasi funkcija, jer je vrednost integrala

1∫
−1

logωλ(t;x)√
1− t2

dt = −π
2

[
(2λ− 1) log(4) + x

]
,

konaqna (> −∞) i na osnovu toga sledi asimptotsko svojstvo

(5.1.6) lim
k→+∞

βλk (x) =
1

4

(videti [38, definicija 2.2.1 ] i [33]).
Kao i u radu Milovanovi�a [48], u narednom delu pokaza�emo da direktna kon-

strukcija koeficijenata βλk (x) pomo�u klasiqnog Qebixev	evog algoritma nije nu-
meriqki stabilna i u naxem sluqaju.

5.2 Uslov	enost klasiqnog Qebixev	evog algoritma

Da bismo konstruisali Gausovu formulu (5.1.2), tj. (5.1.3) sa najvixe N qvorova,
korix�e�em algoritma Golub-Velq (videti [24]), potrebno nam je N rekurentnih
koeficijenata u (5.1.4), βk = βλk (x), k = 0, 1, . . . , N − 1, koji moraju biti numeriqki
konstruisani u ovom neklasiqnom sluqaju. Ovakvi pristupi pripadaju konstru-
ktivnoj teoriji ortogonalnih polinoma, koju je u svojim radovima iz 1980. opisao
Volter Gauqi (videti [15], [17], [45], [18] i [19]). U opxtem sluqaju, u numeriqkoj
konstrukciji rekurentnih koeficijenata bitnu ulogu ima oset	ivost preslikava�a
pri malim preturbacijama ulaznih podataka.

Metod momenata transformixe prvih 2N momenata u 2N rekurentnih koefici-
jenata tj.

µ = [µ0 µ1 µ2 · · · µ2n−1 ]T 7→ ρ = [α0 β0 α1 β1 · · · αN−1 βN−1]T ,

ali efikasnost algoritma zavisi od faktora uslov	enosti ili kondicionog broja
preslikava�a KN : R2N 7→ R2N(µ 7→ ρ). Algoritam je obiqno slabo uslov	en i u
praksi izraqunava�a metodom momenata u aritmetici konaqne du�ine su obiqno
neefikasna zbog ogromnog rasta grexke zaokrug	iva�a. Me�utim, razvojem aritme-
tike proizvo	ne du�ine i simboliqkog izraqunava�a posled�ih godina omogu�eno
je generisa�e rekurentnih koeficijenata direktno primenom metode momenata, ali
korix�e�em aritmetike visoke preciznost i kako bi se izbegla numeriqka nesta-
bilnost. Ponekad, mo�emo dobiti koeficijente u simboliqkom obliku, obiqno za
male vrednosti N . Napomenimo jox da se dosta softvera za numeriqko i simboliqko
tretira�e ovakvih problema mogu preuzeti potpuno besplatno sa interneta (videti
[20], [10] i [50]).

Da bismo odredili N rekurentnih koeficijenata βλk u (5.1.4) (αλk = 0, jer je te-
�inska funkcija parna na (−1, 1)), potrebno je prvih 2N momenata µλk(x),
k = 0, 1, . . . , 2N − 1, koji se mogu izraziti na slede�i naqin:

µλk(x) =

1∫
−1

tke−xt
2

(1− t2)λ−1/2 dt =


Γ(λ+ 1

2
)Γ(k+1

2
)

Γ(k
2

+ λ+ 1)
1F1(

k+1
2
, k
2

+ λ+ 1,−x), k parno,

0, k neparno,
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gde je 1F1(a, b; z) Kumerova konfluentna hipergeometrijska funkcija qija je inte-
gralna forma

(5.2.1) 1F1(a, b; z) =
Γ(b)

Γ(a)Γ(b− a)

∫ 1

0

ta−1(1− t)b−a−1e−xt dt.

Pomo�u komande aChebyshevAlgorithm koja je implementirana u okviru paketa
OrthogonalPolynomials u softveru Mathematica u simboliqkom modu, mo�emo dobiti
koeficijente βλk (x) u simboliqkom obliku. Na primer, za λ = 0 i male vrednosti
k ≤ 10, dobijamo koeficijente pomo�u modifikovanih Beselovih funkcija prve
vrste I0(x/2) i I1(x/2),

β0
0(x) = πe−x/2I0

(x
2

)
,

β0
1(x) =

I0(
x
2
)− I1(x2 )

2I0(
x
2
)

,

β0
2(x) =

xI0(
x
2
)2 − 2I1(

x
2
)I0(

x
2
)− xI1(x2 )2

2xI0(
x
2
)
(
I0(

x
2
)− I1(x2 )

) , itd.

Izrazi koji se dobijaju za ve�e vrednosti k su komplikovani i neupotreb	ivi.
�ihova izraqunava�a za vrednosti x u blizini nule nisu stabilna i zahtevaju
upotrebu aritmetike visoke preciznosti. Na slici 5.2 je data nestabilnost u iz-
raqunava�u β0

5(x) u aritmetici standardne dvostruke preciznosti, sa maxinskom
preciznox�u MP≈ 2.22× 10−16.

Slika 5.2: Nestabilnost u izraqunava�u rekurentnih koeficijenata za malu vre-
dnost x (sluqaj β0

5(x))

Samo upotreba aritmetike visoke preciznosti, ovde sa WP= 50 (WP-Working
Precision) daje stabilnu numeriqku konstrukciju (tamna linija na grafiku 5.2). Re-
kurzivni koeficijenti β0

k(x), k = 1, . . . , 6, za x ∈ (0, 30) i WP= 50 su dati na slici
5.3.
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Slika 5.3: Koeficijenti β0
k(x) za x ∈ (0, 30) za k = 1 (	ubiqasta), k = 2 (crvena),

k = 4 (naran
asta), k = 5 (zelena) i k = 6 (braon)

U skladu sa prethodnim, potrebno je da koristimo numeriqki algoritam u kon-
strukciji rekurentnih koeficijenata, tj. slede�i niz komandi

kako bismo dobili nizove rekurentnih koeficijenata (du�ine N), u oznaci alpha
(u ovom sluqaju to je niz nula) i beta, sa maksimalnom relativnom grexkom

errλN(x; WP) = max
0≤k≤N−1

∣∣∣βλk (x)− β̂λk (x)

β̂λk (x)

∣∣∣.
Taqne vrednosti rekurentnih koeficijenata su obele�ene sa β̂λk (x) i �ihove vre-
dnosti se mogu dobiti korix�e�em iste procedure, ali sa preciznox�u WP1 (na
primer, WP1=2 WP).

Kao i u specijalnom sluqaju (λ = 1/2) Risovih polinoma, konstrukcija koe-
ficijenata βλk (x) je nestabilna, za male vrednosti x (videti [48]). Na primer, za
odre�iva�e prvih N = 50(100) koeficijenata za x = 1/10 sa vixe od 16 taqnih
cifara, tj. kada je errλN(1/10; WP) < 10−16, potrebna je radna preciznost najma�e
WP= 48(86) za λ = 0, odnosno WP= 46(84) za λ = 1.

U narednom delu konstruisa�emo polinome ortogonalne u odnosu na te�insku
funkciju t 7→ ωλ(

√
t;x)/

√
t na (0, 1), koriste�i metod modifikovanih momenata (vi-

deti [15]), kao i odgovaraju�a kvadraturna pravila Gausovog tipa na (0, 1). Ovaj
pristup omogu�ava nam da imamo stabilnu i jednostavniju konstrukciju rekurzi-
vnih koeficijenata i kvadratura originalnog problema definisanog na (−1, 1),
xto je dato u delu 5.4.
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5.3 Ortogonalni polinomi i Gausove kvadrature na inter-
valu (0, 1)

Neka su πλk (t;x) moniqni ortogonalni polinomi definisani rekurentnom rela-
cijom (5.1.4). Da bismo problem konstrukcije Gausovih kvadratura (5.1.2) transfor-
misali na interval (0, 1), koristimo teoremu (1.5.2) (videti [38, str. 102]), prema
kojoj mo�emo posmatrati dva niza moniqnih ortogonalnih polinoma:

(1.) pλk(t;x) := πλ2k(
√
t;x), k = 0, 1, . . . , koji su ortogonalni u odnosu na te�insku

funkciju

t 7→ Ωλ(t;x) =
ωλ(
√
t;x)√
t

=
exp(−xt)√

t
(1− t)λ−1/2 na (0, 1);

(2.) qλk (t;x) := πλ2k+1(
√
t;x)/

√
t, k = 0, 1, . . . , koji su ortogonalni u odnosu na te�in-

sku funkciju

t 7→ Ωλ(t;x) =
√
tωλ(
√
t;x) =

√
t exp(−xt)(1− t)λ−1/2 na (0, 1),

gde je λ > −1
2
.

Ovakvim pristupom za konstrukciju N -taqkastih Gausovih formula (5.1.2), u odnosu
na parnu te�insku funkciju datu u delu pod (1.) prethodnog navo�e�a, potrebno je
N/2 = n qvorova u odgovaraju�im pravilima na polovini intervala. Na ovaj naqin,
uticaj numeriqke nestabilnost u procesu konstrukcije se mo�e znaqajno sma�iti,
modifikacijom algoritma Golub-Velqa, pri qemu se dimenzija Jakobijeve matrice
redukuje na polovinu.

Napomena 5.3.1. Konstrukcija kvadraturnih pravila (5.1.2) sa neparnim brojem
qvorova, tj. N = 2n + 1, u odnosu na neparnu te�insku funkciju datu u delu pod
(2.), je sliqna kao i sa parnim brojem qvorova. U ovom sluqaju se formule (5.1.2)
mogu interpretirati kao Gaus-Radauove kvadraturne formule koje su opisane u delu
2.4.1.

Neka su pλk(t;x) moniqni ortogonalni polinomi u odnosu na parnu te�insku
funkciju Ωλ(t;x) na (0, 1). Oni zadovo	avaju rekurentnu relaciju

(5.3.1) pλk+1(z;x) = (z − aλk)pλk(z;x)− bλkpλk−1(z;x), k = 0, 1, . . .

sa poqetnim uslovima pλ0(t;x) = 1, p−1(t;x) = 0 (videti [38]). Rekurzivni koefici-
jenti u (5.3.1) zavise od parametra λ i x, u vezi su sa parametrima relacije (5.1.4)
i prema teoremi 1.5.3 su dati sa

(5.3.2) a0 = β1, ak = β2k + β2k+1 i bk = β2k−1β2k.

U skladu sa (5.1.6) imamo

(5.3.3) lim
k→+∞

ak =
1

2
, lim

k→+∞
bk =

1

16
.

Tako�e, parametri Gaus-Kristofelove formule na (0, 1),

(5.3.4)

∫ 1

0

Ωλ(t;x)g(t) dt =
n∑
k=1

Bkg(εk) + R̂n(g)
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koja je taqna za sve g ∈ P2n−1 su u relaciji sa parametrima kvadrature (5.1.2),
odnosno

(5.3.5) ±τk =
√
εk, Ak =

1

2
Bk, k = 1, . . . , n,

(videti [40], [37], [47], [51]).
Da bismo konstruisali rekurzivne koeficijente u (5.3.1) koristimo modifi-

kovane momente te�inske funkcije Ωλ(t;x) na (0, 1) u odnosu na sistem polinoma
{φk} (deg φk = k), koji su odabrani da budu bliski u nekom smislu sa ortogonalnim
polinomima pλk(t;x). U naxem sluqaju odgovaraju�i sistem polinoma su moniqni

Gegenbauerovi polinomi φk(t) = pλk(t; 0) = Ĉλ
2k(
√
t), k ≥ 0.

Ovi polinomi zadovo	avaju troqlanu rekurentnu relaciju

(5.3.6) φk+1(t) = (t− aMk )φk(t)− bMk φk−1(t),

za k ≥ 0, sa φ0(t) = 1 i φ−1(t) = 0. Rekurentni koeficijenti su dati sa

aM0 =
1

2(λ+ 1)
, bM0 =

√
πΓ(λ+ 1

2
)

Γ(λ+ 1)
,

aMk =
4k2 + 4λk + λ− 1

2(2k + λ− 1)(2k + λ+ 1)
, k ≥ 1,

bM1 =
2λ+ 1

4(λ+ 1)2(λ+ 2)
,

bMk =
k(2k − 1)(k + λ− 1)(2k + 2λ− 1)

4(2k + λ− 2)(2k + λ− 1)2(2k + λ)
, k ≥ 2,(5.3.7)

(videti [49]).
Za konstrukciju prvih n rekurentnih koeficijenata u (5.3.1), tj. ak i bk,

k = 0, 1, . . . , n− 1, metod kao ulaz zahteva prvih 2n modifikovanih momenata

(5.3.8) mλ
k(x) =

∫ 1

0

Ĉλ
2k(
√
t)Ωλ(t;x) dt, k = 0, 1, . . . , 2n− 1.

5.3.1 Izraqunava�e modifikovanih momenata

U ovom delu odredi�emo modifikovane momente date sa (5.3.8).

Teorema 5.3.1. Neka su Ĉλ
k (t) moniqni Gegenbaurevi polinomi ortogonalni u odno-

su na te�insku funkciju t 7→ (1 − t2)λ−1/2, λ > −1/2, na (−1, 1). Modifikovani
momenti

(5.3.9) mλ
k(x) =

∫ 1

0

Ĉλ
2k(
√
t)

e−xt√
t

(1− t)λ−1/2 dt,

gde je k = 0, 1, 2, . . . , se mogu izraziti preko Kumerove konfluentne hipergeome-
trijske funkcije sa

mλ
k(x) =

(−1)kπ(2k + λ)(2k)!

24k+2(k + λ)k!

Γ(2k + 2λ+ 1)

Γ(2k + λ+ 1)2

×xk 1F1

(
k +

1

2
; 2k + λ+ 1;−x

)
.
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Alternativno,

(5.3.10) mλ
k(x) =

(−1)ke−x/2xk

22k+λ(k + λ)k
Qλ
k(x), k ∈ N0,

gde je Qλ
k(x) integral dat sa

(5.3.11) Qλ
k(x) =

∫ π

0

e−
x
2
cos θ sin2k θ(1− cos θ)λ dθ.

Dokaz. Prema [60, str. 529, jedn. (10)] polazimo od formule za Gegenbauerove
polinome

I =

∫ a

0

xα−1(a2 − x2)λ−1/2e−px2C2k+ε

(x
a

)
dx(5.3.12)

=
(−1)kaα+2λ−1

2(2k + ε)!
(2λ)2k+ε

(1 + ε− α
2

)
k

×
Γ(λ+ 1

2
)Γ(α+ε

2
)

Γ(b2)
2F2

(
a1, a2; b1, b2;−a2p

)
,

koja va�i za ε = 0 ili 1, a > 0, Re(α) > −ε i

a1 =
α

2
, a2 =

α + 1

2
,

b1 =
1 + α− ε

2
− k, b2 =

1 + α + ε

2
+ λ+ k.

Kako je

Cλ
2k(x) =

22k(λ)2k
(2k)!

Ĉλ
2k(x),

stavimo a = 1, ε = 0 i x =
√
t, integral I u (5.3.12) se redukuje na

22k−1(λ)2k
(2k)!

∫ 1

0

tα/2−1(1− t)λ−1/2e−ptĈλ
2k(
√
t) dt,

i za α = 1 i p = x se svodi na

(5.3.13) I =
22k−1(λ)2k

(2k)!
mλ
k(x).

Me�utim, desna strana u (5.3.12) je neodre�ena za α = 1. Zbog toga �emo izvesti
transformaciju ovog izraza na desnoj strani i onda pustimo α→ 1.

Sa Sk ≡ S
(a,λ)
k (x) obele�imo izraz

Sk =
(1− α

2

)
k
2F2(a1, a2; b2, b2;−x),

sa uvedenim parametrima a1, a2, b1, b2. Kako je

A :=
(1− α

2

)
k

= (−1)k
(α + 1

2
− k
)
k

=
(−1)kΓ(α+1

2
)

Γ(α+1
2
− k)
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imamo

Sk = A

∞∑
ν=0

(α
2
)ν(

α+1
2

)ν

(α+1
2
− k)ν(

α+1
2

+ k + λ)ν
· (−x)ν

ν!

=
∞∑
ν=0

(−1)k(α
2
)νΓ(α+1

2
+ ν)

Γ(α+1
2
− k + ν)(α+1

2
+ k + λ)ν

· (−x)ν

ν!
.

Kada α→ 1, prvih k qlanova u sumi S
(α,λ)
k (x) je nula, pa S

(1,λ)
k (x) = limα→1 S

(α,λ)
k (x),

gde nakon zamene indeksa ν := ν + k, dobijamo S
(1,λ)
k (x) u slede�em obliku

S
(1,λ)
k (x) = (−1)k

∞∑
ν=0

(1
2
)ν+kΓ(1 + ν + k)

Γ(1 + ν)(1 + k + λ)ν+k
· (−x)ν+k

(ν + k)!
.

Kako je (γ)ν+k = (γ)k(γ + k)ν , prethodno se svodi na

S
(1,λ)
k (x) =

xk(1
2
)k

(1 + k + λ)k

∞∑
ν=0

(1
2

+ k)ν

(1 + 2k + λ)ν
· (−x)ν

ν!
,

tj. S
(1,λ)
k (x) se mo�e izraziti pomo�u Kumerove konfluentne hipergeometrijske

funkcije

S
(1,λ)
k (x) =

(1
2
)kx

k

(k + λ+ 1)k
1F1

(
k +

1

2
; 2k + λ+ 1;−x

)
.

Dakle, desna strana u (5.3.12), za a = 1, ε = 0, p = x i α→ 1, postaje

(5.3.14)
(−1)k(2λ)2k

2(2k)!
·

Γ(λ+ 1
2
)
√
π

Γ(k + λ+ 1)
S
(1,λ)
k (x).

Konaqno, izjednaqava�em izraza u (5.3.13) i (5.3.14) i korix�e�em Le�androve
duplikacione formule

Γ(2z) =
22z−1
√
π

Γ(z)Γ
(
z +

1

2

)
,

kao i osobine gama funkcije, dobijamo modifikovane momente mλ
k(x) koji su dati u

tvr�e�u teoreme.
Koriste�i integralnu formu za Kumerovu hipergeometrijsku funkciju

1F1

(
k + 1

2
; 2k + λ+ 1;−x

)
, datu relacijom (5.2.1), imamo

Gk(λ)

∫ 1

0

e−xttk−
1
2 (1− t)k+λ−

1
2 dt,

gde je

Gk(λ) =
Γ(2k + λ+ 1)

Γ(k + 1
2
)Γ(k + λ+ 1

2
)
,

i nakon smene promen	ive t = cos2 θ, dobijamo alternativni izraz (5.3.10) za modi-
fikovane momente mλ

k(x).
Na osnovu prethodne teoreme dva interesantna sluqaja sa Qebixev	evim merama

prve vrste (λ = 0) i druge vrste (λ = 1) se mogu dobiti kao posledice prethodne
teoreme.
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Posledica 5.3.1. Neka su T̂k(t) moniqni Qebixev	evi polinomi prve vrste orto-
gonalni u odnosu na te�insku funkciju t 7→ (1− t2)−1/2 na (−1, 1). Modifikovani
momenti

m0
k(x) =

∫ 1

0

T̂2k(
√
t)

e−xt√
t(1− t)

dt, k ∈ N0,

se mogu izraziti preko Kumerove konfluentne funkcije kao

m0
0(x) = π 1F1

(1

2
; 1;−x

)
= πe−x/2I0

(x
2

)
i za k ∈ N

m0
k(x) =

(−1)kπ

24k−1k!
xk 1F1

(
k +

1

2
; 2k + 1;−x

)
=

(−1)kπ

22k−1 e−x/2Ik

(x
2

)
,(5.3.15)

gde je Ik(z) modifikovana Beselova funkcija prve vrste reda k. Alternativno,

m0
k(x) =

(−1)ke−x/2xk

22k(k)k
Q0
k(x), k ∈ N0,

gde je Q0
k(x) integral dat sa (5.3.11).

Posledica 5.3.2. Neka je Ûk(t) moniqni Qebixev	ev polinom druge vrste u odnosu
na te�insku funkciju t 7→ (1− t2)1/2 na (−1, 1). Modifikovani momenti

m1
k(x) =

∫ 1

0

Û2k(
√
t)e−xt

√
1− t
t

dt, k ∈ N0,

se mogu izraziti preko Kumerove konfluente hipergeometrijske funkcije sa

m1
k(x) =

(−1)kπ

24k+1k!
xk 1F1

(
k +

1

2
; 2k + 2;−x

)
.

Alternativno,

m1
k(x) =

(−1)ke−x/2xk

22k+1(k + 1)k
Q1
k(x), k ∈ N0,

gde je Q1
k(x) je integral dat sa (5.3.11).
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Slika 5.4: Grafici integranda t 7→ g10(t;x) u integraluQ0
k(x), t ∈ (0, π) za x = 0, 1, 5

i 12

Slika 5.5: Grafici integranda t 7→ gk(t;x) u integralu Q0
k(x) za k = 10, 50, 100,

kada x = 1 (levo) i x = 20 (desno)

Slika 5.6: Grafici integranda t 7→ f10(t;x) u integralu Q1
10(x), t ∈ (0, π) za x =

0, 1, 5 i 12
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Slika 5.7: Grafici integranda t 7→ fk(t;x) u integralu Q1
k(x) za k = 10, 50, 100,

kada je x = 1 (levo) i x = 20 (desno)

Na osnovu ponaxa�a integranda, za odre�iva�e vrednosti integrala Qλ
k , tj. mo-

difikovanih momenata mλ
k u softveru Mathematica mo�emo koristiti komandu

NIntegrate sa opcijama Method→ ”DoubleExponential”, WorkingPrecision → WP, gde
je WP preciznost sa kojom radimo.

5.3.2 Numeriqka konstrukcija

U okviru paketa OrthogonalPolynomials u softveru Mathematica omogu�en je rad
sa modifikovanim momentima za generisa�e rekurentnih koeficijenata ak i bk u
(5.3.1). Slede�i niz komandi nam daje tra�ene koeficijente

gde su akM i bkM koeficijenti u troqlanoj rekurentnoj relaciji (5.3.6) i Mmom
je niz modifikovanih momenata dat u teoremi 5.3.1 sa relacijom (5.3.10).

Za date vrednosti λ, n i x, kao i numeriqku preciznost WP, koeficijenti ak i
bk, k = 0, 1, . . . , n − 1, u rekurentnoj relaciji (5.3.1) su dobijeni kao nizovi a i b.
�ihove maksimalna relativna grexka je data sa

errλn(WP) = max
0≤k≤n−1

{∣∣∣ak − âk
âk

∣∣∣, ∣∣∣bk − b̂k
b̂k

∣∣∣},
gde se taqne vrednosti koeficijenata âk i b̂k mogu dobiti korix�e�em iste proce-
dure, ali sa ve�om preciznox�u WP1. Na primer, ako uzmemo λ = 0, n = 100 i x = 1,
za WP=30 dobijamo prvih 100 koeficijenata ak i bk, bez gub	e�a cifara. Kao xto
vidimo iz tabele 5.1 konvergencija nizova prema graniqnoj vrednosti (5.3.3) je veoma
brza. U tabeli 5.2 dati su koeficijenti ak i bk za λ = 1 i x = 1 kada je WP= 30.
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k a0k b0k
0 0.378750193709599027324648823248 2.02643806694935530514336305543
1 0.558108977120640683421160182517 0.114048678184139268042120835991
2 0.500638815763627602857962430445 0.0644019873749736944597342268427
3 0.500002010402165855585412829707 0.0625100250180638822043294025279
4 0.500000003001355138913484171981 0.0625000209807900172326264490836
5 0.500000000002610206433841003986 0.0625000000234725623589669607001
6 0.500000000000001484867909740311 0.0625000000000163246186141457655
7 0.500000000000000000595403462627 0.0625000000000000077372313620488
8 0.500000000000000000000177314407 0.0625000000000000000026589417479
9 0.500000000000000000000000040763 0.0625000000000000000000006928113
10 0.500000000000000000000000000007 0.0625000000000000000000000001416
n > 10 0.500000000000000000000000000000 0.0625000000000000000000000000000

Tabela 5.1: Rekurentni koeficijenti ak i bk za λ = 0 i x = 1

k a1k b1k
0 0.1951707752062029452250123170681 1.25892425655178158085383628889
1 0.492369409237196312466038718076 0.0474206941240186333788208899713
2 0.499959899573717468448636688487 0.0623402673217831219733696115172
3 0.499999916076838852731234740210 0.0624994973992760160598053736493
4 0.499999999906109750563098106625 0.0624999992496612149724710448499
5 0.499999999999934701525543416533 0.0624999999993474483915395701386
6 0.499999999999999969051074551805 0.0624999999999996287830225649221
7 0.499999999999999999989364233008 0.0624999999999999998511491343433
8 0.499999999999999999999997228755 0.0624999999999999999999556713983
9 0.499999999999999999999999999434 0.0624999999999999999999999898093
10 0.500000000000000000000000000000 0.0624999999999999999999999999981
> 10 0.500000000000000000000000000000 0.0625000000000000000000000000000

Tabela 5.2: Rekurentni koeficijenti ak i bk za λ = 1 i x = 1
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Koeficijenti ak i bk, k = 0, 1, . . . , 99, nam omogu�avaju konstrukciju Gausovih
kvadratura (5.3.4) za sve n ≤ 100, kao i pravila (5.1.2) na (−1, 1), tj. (5.1.3) za sve
N = 2n ≤ 200. Primetimo da je kvadraturno pravilo (5.1.3) sa N = 200 qvorova
taqno za sve polinome stepena ne vixeg od 2N − 1 = 399.

Da bismo analizirali stabilnost konstrukcije rekurentnih koeficijenata ko-
ristimo dve razliqite aritmetike WP= 30 i standardnu aritmetiku dvostruke
preciznosti (WP=MP). U tabelama 5.3 i 5.4 date su maksimalne relativne grexke
errλn(x; WP) rekurentnih koeficijenata za x = 15, 20, 30, kada je λ = 0 i λ = 1.

Tabela 5.3: Maksimalne relativne grexke err0100(x;WP ) rekurentnih koeficijenata
za x = 15, 20, 30 i λ = 0 u dve razliqite aritmetike

WP x = 15 x = 20 x = 30
30 2× 10−29 6.30× 10−27 1.29× 10−22

MP 1.12× 10−13 3.05× 10−11 3.74× 10−6

Tabela 5.4: Maksimalne relativne grexke err1100(x;WP ) rekurentnih koeficijenata
za x = 15, 20, 30 i λ = 1 u dve razliqite aritmetike

WP x = 15 x = 20 x = 30
30 1.4× 10−28 3.03× 10−26 1.03× 10−21

MP 3.95× 10−13 1.26× 10−10 6.01× 10−6

Na osnovu podataka u tabelama 5.3 i 5.4 gubitak cifara praktiqno ne postoji za
vrednosti x ≤ 12 za obe vrednosti λ. U oba sluqaja imamo gubitak najvixe dve, pet
ili deset decimalnih cifara, kada je x = 15, x = 20 ili x = 30, respektivno, u za-
visnosti od aritmetike koju koristimo. Dakle, za x < 12, metod je dobro uslov	en i
�egov kondicioni broj je blizu jedinice. Inaqe, ako je kondicioni broj preslikava-
�a 10m, tada je pribli�no m decimalnih cifara u rezultatu izgub	eno. Odavde
mo�emo zak	uqiti da je kondicioni broj pribli�no 102, 105 i 1010, za prethodno
posmatrane vrednosti x = 15, 20 i 30. U ovakvim sluqajevima, ako nam je potrebno
l taqnih decimalnih cifara u rekurentnim koeficijentima ak i bk za sve k < n,
tada moramo da koristimo preciznost sa kojom radimo najma�e WP= l+m (videti
[46]). Ovo znaqi da za izraqunava�e prvih n = 100 rekurentnih koeficijenata sa
16 taqnih decimalnih cifara, za realizaciju metode potrebna je samo aritmetika
standardne dvostruke preciznosti (MP=WP) kada je x < 12, ali za ve�e vrednosti
x je potrebna radna preciznost WP=MP+m. Na primer, za x ≤ 30 potrebna je
preciznost WP= 26.

Sada, za date vrednosti λ i X > 0, potrebno je da odredimo koeficijente ak(x)
i bk(x) za sve x ∈ [0, X] i k = 0, 1, . . . , n− 1. Prema radu [64], odaberimo prvo sistem
taqaka S = {xν} na intervalu [0, X], a zatim odredimo odgovaraju�e vrednosti koe-
ficijenata ak(xν) i bk(xν), k = 0, 1, . . . , n−1, i onda konstruixemo odgovaraju�e in-
terpolacione funkcije za sve koeficijente. Ceo raqun se mo�e izvesti u softveru
Mathematica, korix�e�em funkcije Interpolation[{{x1, f1}, {x2, f2}, . . .}]. Pomenuta
funkcija u softveru konstruixe interpolaciju vrednosti funkcije fν koja odgo-
vara x vrednostima xν i izdaje InterpolatingFunction objekat koji se mo�e koristiti
kao bilo koja funkcija. Komanda Interpolation u softveru Mathematica radi tako
xto uklapa polinomne krive izme�u uzastopnih taqaka (podataka), sa stepenom od-
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govaraju�e polinomne krive xto se mo�e zadati opcijom InterpolationOrder→ r, sa
standardnim podexava�em r = 3, xto je dovo	no u naxem sluqaju.

Ovu proceduru �emo pokazati za λ = 0, X = 30, i zbog jednostavnosti uze�emo
ekvidistantne taqke, na primer

S =
{
xν =

ν

10

∣∣∣ν = 0, 1, . . . , 300
}
.

Tako�e, mogu�e je odabrati skup S i sa ma�im brojem taqaka sa znatno ve�im raz-
makom u drugoj polovini intervala. Dobijene interpolacione funkcije za koefi-
cijente �emo obele�iti kao funkcije x 7→ ak(x) i x 7→ bk(x), k = 0, 1, . . . , 99. Na
slikama 5.8 i 5.9 su dati koeficijenti (λ = 0).

Slika 5.8: Rekurentni koeficijenti ak(x) za x ∈ (0, 30) kada je λ = 0

Slika 5.9: Rekurentni koeficijenti bk(x) za x ∈ (0, 30) kada je λ = 0
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Odgovaraju�i grafici za λ = 1 su dati na slikama 5.10 i 5.11.

Slika 5.10: Rekurentni koeficijenti ak(x) za x ∈ (0, 30) kada je λ = 1

Slika 5.11: Rekurentni koeficijenti bk(x) za x ∈ (0, 30) kada je λ = 1
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Ovi koeficijenti nam omogu�avaju konstrukciju parametara kvadraturne for-
mule (5.3.4), qvorova ξk i te�inskih koeficijenata Bk, k = 1, . . . , n, za sve n (u ovom
sluqaju n ≤ 100) korix�e�em algoritma Golub-Velqa, sa odgovaraju�om trodijago-
nalnom Jakobijevom matricom Jn(Ωλ(·;x)) koja je data sa

a0(x)
√
b1(x) . . . . . . O√

b1(x) a1(x)
√
b1(x) . . .√

b2(x) a2(x)
...

...
...

. . . . . . . . .
√
bn−1(x)

O . . . . . .
√
bn−1(x) an−1(x)


i qije sopstvene vrednosti, qvorovi ξk, k = 1, . . . , n, i te�inski koeficijenti Bk, se
mogu odrediti iz prve komponente normalizovanog sopstvenog vektora koji odgovara
ξk. Ovo mo�emo odrediti u softveru Mathematica preko slede�ih linija koda:

gde su a i b su nizovi rekurentnih koeficijenata i PR je zahtevana preciznost
za nizove xi (qvorova) i B (te�inskih koeficijenata). Ovaj proces je stabilan, pa
obiqno stav	amo WP=PR+5.

5.4 Ortogonalni polinomi i Gausove kvadrature na (-1,1)

Kako smo u prethodnoj sekciji odredili parametre n-taqkastog kvadraturnog
pravila (5.3.4) na (0, 1), ξk i Bk, sada mo�emo jednostavno dobiti kvadraturne pa-
rametre τk i Ak originalne kvadraturne formule (5.1.2) na (−1, 1) korix�e�em
relacija (5.3.5). Na ovaj naqin, dobijamo parametre u 2n-taqkastom simetriqnom
kvadraturnom pravilu rexava�em problema sopstvenih vrednosti Jakobijeve ma-
trice reda samo n.

Tako�e, lako mo�emo dobiti koeficijente βk u troqlanoj rekurentnoj relaciji
(5.1.4) za polinome πλk (t;x) ortogonalne na (−1, 1) u odnosu na te�insku funkciju
t 7→ ωλ(t;x) datu sa (5.1.1), korix�e�em relacija (5.3.2). Zapravo, poznavaju�i ak i
bk za k = 0, 1, . . . , n− 1, imamo

β0 =
√
π

Γ(λ+ 1
2
)

Γ(λ+ 1)
1F1

(1

2
, λ+ 1,−x

)
, β1 = a0,

i

β2k =
bk

β2k−1
, β2k+1 = ak − β2k, k = 1, . . . , n− 1,

za koje tako�e mo�emo konstruisati odgovaraju�e interpolacione funkcije na skupu
S kao i u prethodnom delu za koeficijente u troqlanoj rekurentnoj relaciji (5.3.1).
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Na slikama 5.12 i 5.13 su dati grafici za neke selektovane vrednosti koefici-
jenata βk u sluqajevima λ = 0 i λ = 1, respektivno.

Slika 5.12: Sluqaj λ = 0: Rekurentni koeficijenti x 7→ βk(x), za k = 2, 4, 6, 10 i
199, kada x ∈ [0, 30]

Slika 5.13: Sluqaj λ = 1: Rekurentni koeficijenti x 7→ βk(x), za k = 2, 4, 6, 10 i
199, kada x ∈ [0, 30]
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Na kraju, kao jednu od mogu�ih primena generalizovanih Gaus-Risovih kvadratu-
rnih formula navodimo rexava�e Fredholmovih integralnih jednaqina sa jezgrom
K(x; t) = e−xt

2
(1− t2)λ−1/2 na [−1, 1] (videti [3] i [39]).
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dified Chebyshev measure of the first kind. Results Math. 69, 443-455 (2016).
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[32] K. V. Laščenov, On a class of orthogonal polynomials, Leningrad. Gos. Ped. Inst.
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[37] M. Masjed-Jamei, G.V. Milovanović, Construction of Gaussian quadrature formulas
for even weight functions, Appl. Anal. Discrete Math. 11, 177–198 (2017).
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Prilog A: Mathematica kod u paketu

RationalExpressionsES.m

82



83



84



85



Biografija

Nevena Vasovi� je ro�ena 30.07.1986. godine u Kragujevcu. Osnovnu xkolu za-
vrxila je u Kragujevcu, kao nosilac diplome Vuk Kara
i�, a zatim Prvu kra-
gujevaqku gimnaziju, smer prirodno-matematiqki. Diplomirala je na Prirodno-
matematiqkom fakultetu u Kragujevcu 2010. godine sa proseqnom ocenom 9.15 i ste-
kla zva�e diplomirani matematiqar-informatiqar. Od xkolske 2011/12. godine
student je doktorskih studija matematike na Prirodno-matematiqkom fakultetu u
Kragujevcu.

Spisak objav	enih radova:

Kandidat Nevena Vasovi� je do sada objavila dva nauqna rada i ima jedno usmeno
izlaga�e na me�unarodnoj nauqnoj konferenciji iz oblasti disertacije. Jox jedan
rad iz oblasti disertacije je u postupku pripreme.
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