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UVOD

Vercovatnosne logike Spaéaju u bblasF infinitarnih logika
sa generalisanim kvantifikatorima. Razvo] t;eorije modela logike
prvog reda uticao je na proucavanje ldgiké sa "bogati jom"
Strukturom. Ovakve logikeldopustaju sjédinjavanja u domen logike
osnovnih matematidkih struktpra: Topoloska logika Jje, na primer,
logika ¢iji modeli pored strukture prvog.reda ima ju i-topologiju
na  univerzumu (videti [i2],[5i1,[53]]. Strukture verovatnosnih
iogika, wuvedenlh sredinom sedamdesetih gedina{ sa c:'il,jem da ge
model-teoretski prou¢ava verovatnocéa, su strukture prveg reda sa

verovatnosnom merom na univerzumu.

Podetak proucavanja verovatnosnih logika L i L vezan

AP Al

Je za H.J. Keislera 1 njegov rad [28]. Potreba da definabilni
skupovi budu merljivi u svakoj verovatnosnoj strukturi, uslovila
Jje da ;e umesto uobiéajenih kvahtifikatora ¥Vx 1 3x koriste
verovatnosni kvantifikatori P_}_{)EI‘ , gde e % konac¢an niz
premenl jivih 1 rel0,1}, 1i1li integtélni operatori I...dg
Najinteresantniji modeli za logike Lﬂp i !ﬁﬁf su oblika <A, X, u>,
gde Je u verovatnosna mera na A i X sluc;jna promenl jiva
definisana na A, Jer se u jeziku ovih logika lako izrazavaju mnoge
osobine slucajnih promenljivih. Raivoju teorije modela ovih

verovatnosnih logika naro¢ito su doprineli D. Hoover ([18},[191) i

H.J. Keisler ([28],[30]).



Dodavan jem novog operatora EL { I logici Lﬁj radgicemo sa
modelima sa uslovnim olekivanjem siuc¢ainih promenl jivih u odnosu
na co-algebre. Keisler u {30} dokazuje teoremu potpuﬁosti za logiku
LﬁE Sa operatofom uslovnog oéekivanja, a znacajan doprinos njencn
dal jem razvoju dao je S. Fajardq.u {11].

Inspirisani Keislerovim radom na ‘stohasticdkinm
diferencijalnim Jednacinama, Hoover 1 Keisler uvode adaptiranu
verovatnosnu logiku Lad , KkKoja Je, pre svega, pogedna za
proucavanje stohastic¢kih procesa. Jezikom ove logike 1lake je
izraziti i pojmove martingala, Markovljevog procesa, Brownovog
kretanja i slic¢no. Rodenhausen u svojoj disertaciji {50] daje skup
aksioma za logiku Lad i .dﬁkazuje teoremu potpunosti. Znatno

Jednostavni ji dokaz teoreme potpunosti za L | daje Keisler u [31].

ad

Keisler u [32] uvodi dva tipa elementérne ekvivalentnosti za Lad i
xoristed¢l aparat nestandardne analize 1 model-teoretske tehnike
daje direktnu primenu ove logike u teoriju verovatnoce.

Uopste, tehnike koje koristimo u verovatnosnim logikama su
vrlo raznovrsne 1 krecu se od ¢isto logic¢kih, pa preko tehnika
nestandardne analize, do <¢isto analitickih. U tom kontekstu,
pomenimo 1 quverov rad (23} u kojem autor, oslanjajuc¢i se na neke
xonstrukcije von Neumanna 1 pogodno wuvedenu sintaksu Jjedne
nodifikacije L(I)ﬁ logike Lﬂj , realizuje logiku L(I)ﬂ na
analitickim skﬁpavima sa Berelovem merom, ne primenjujuci tehnike
nestandardne anallize.

Razvo ju vercovatnosnih logika doprineo Je i1 M. Raskovic

radovima [401,[41],([43} i [47). U ovim radovima reseni su

Keislerovi problemi iz [30}! wvezani za teoreme potpunostt



1

. . a . .S . .
dvoverovatnosnih logika LﬂPIPZ i Lﬁplp u apsolutno neprekidnom |

singularnom sluc¢aju. Regavanje drugih logic¢kih problema vezanih za
navedene dvoverovatnosne logike, kao 1 za druge, analogne, tipove
dvoverovatnosnih logika, motivisalo je ovaj rad.

Rad je podeljen u Sest glava.

U §i Gpisane su sirukture u  kojima realizujemo
verovatnosne logike, kao 1 osnovne tehnike nestandardne analize
koje se pri tone kériste‘

Deo §2 sadrzi opise sintakse 1 semantike verovatnosnih

logika L‘ﬁp , LSM , LﬁE i Lav:i , kao 1 nJjlihove vaznije logicke

rezultate.

U §3 resavaju se probleml Barwiseove  potpunosti,

potpunosti, kompaktnosti, egzistencije analitickih i hiperkonac¢nih

nodela za dvoverovatnosne logike LﬁP p Lﬁj T i Lad u
1 2 172
apsoluitno neprekidnom 1 singularnom slucaju.
Vigeverovatnosna logika BC{LQF;:igI}{ led, dobijena

i

Booleovom kombinaci jom verovatnosnih logika Lﬁ uvedena Jje u §4

P
i

i date su neke model-teoretske osobine ove logike.

Motivisani Keislerovim problemima vezanim za logiku LSdpv

sa verovaltnosnim i1 univerzalnim kvantifikatorom , kao 1 nekim

topoloskim logikama koje uvode J.. Sgro u [51] i M. Ziegler u {12]

2

i [53], u §5 uvodimo i verovatnosnu logiku LﬁPv

drugog reda 1
resavamo problem potpunostl za ovu logilku.

Deduktivni aparat konad¢ne verovatnosne loglke Inm: nozemo
interpretirati u Jednakosnoj logici njene Tarski-Lindenbaumove

algebre, &to 'nas dovoedi do pojma cilindri¢nih verovatnosnih

algebri. Glava §B sadrzi samo neke moguce pravce razvoja ovih



algebri sa ‘ciljem da se problemi tipa reprezentacije,
aksiomatizablilnosti ilil odlucdivosti standardnih cilindrié¢énih

algebri, resavaju 1 za siucaj cilindri¢nih verovatnosnih algebri.

Zahval jujem se profesocoru M. Raskovicdu za nesebidénu pomes i

savele pri izradi ovog rada. Takode sam zahvalan 1 profesorima H.
J. Xeisleru 1 Z. Mijajlovicu, ¢ije su sugestije za vreme boravka u
Madisonu, na univerzitetu drzave Wisconsin, pile za mene veonma

korisne.



31  OSNOVNI POJMOVI I1Z NESTANDARDNE TEORLIE MERE I
DOPUSTIVIH SKUPOVA |

Sa c}ljem da se model-teoretski lprouéava verovatnodca
uvedene su sredinom sedamdesetih godina'razne verovatnosne logike.
Zajednicki deo struktura mer&vatnosnih logika Qidi struktura
logike prvog rgda sa verovalnesnom merom na univerzumu. Prvi deo
ove glave sadrzi opise raznih tipova verovatnosnih mpdela.

Pored <isto logicdkih i'lanalitiékih tehnika koristimo 1
neke tehnike nestandardne analize. Posebno isticemo konstrukei ju
Loebove mere na nestandardnom Qﬁiverzumu 1 Loebovu konstrukci ju
Daniellovog integrala. Pored osnovnih pojmova iz teori je
nestandardne analize, drugl deo ove glave sadrzi i opise navedenih
xonstrukei ja. |

Verovatnmsn& loglke koje opi;ujemo su definlsane nad nekim
prebrojivim dopustivim skupom & koji sadrzi w i ¢iJji su svi
elementi prebrojivi, tj. £ < HC . Tre¢l deo ove glave sadrzi

osnovne napomene 1z teorije dopustivih skupova.

1.1 VEROVATNOSNE STRUKTURE

Osnovni poJjmovl vezani 2za teoriju verovatnoce i razne
tipove verovatnosnih struktura se mogu nac¢i u [13],[28],[30] i s!.
Konacno aditivan verovatnosni prostor Je trojka <A, S, u>

gde Je S algébra podskupova od A, a p:53(0,11 kona¢no aditivna



verovatnosna mera na A, tj. plA) =1 i za X, veS

RIXUY) = p(X-Y) + ulY~%X) + p(¥nv).

Ako Je S o-algebra i p prebrojivo aditivna verovatnosns
mera, t). za X € X S... 1 X €S vazi ul u X ) = 1im pu(X )}, tadas
1 2 i - n n N -0 n

trogku <A, S, u> zovemo verovatnosnim prostorom.
J P

Trojka <An,8n,pn>, neM, gde je S c-algebra generisana

- L - - | n n
nerljivim pravougacnicima Xfx._.xx za X&ES, a g :5 3{0,1] mera na
. n

i o1

A definisana sa unixlx..,qu) = u(Xi)-...-p(X ),

predstavl jo
I

n-stepen verovalnosnog prostora <A,S, >

Kako | dijagonalni skupovi D = {Qéﬁn'x =X } u opstem

t 3 BN
slucaju nisu un-merljivi, a kako su logike koje posmatiramo logike
sa Jednakoscu, to Jje potrebno prosiriti  verovatnosni prostor

<An,Sn,pn>

TEOREMA 1.1.1 (Keisler [30))

1

Ake je <A,S,u> verovatnosni prostor sa merljivim

singltonima, tada, za svako nelN, postojl verovatnosni prostor

) ‘s . ) . e
ﬂﬁﬁ,S(n,pfn)> Zza  kKoJji e gir oc-algebra generisana merljivim

. . . . . (n) ., .

pravougacnicima 1 dijagonalnim skupovima I%j, a H Jedinstvenc

prosirenje mere g na S“ﬂ takvo da phﬂ(Eh ) = 3 (p{a})a. Takode
(o) ) achA

za  svakl skup XeS , postoji pnfmerljiv skup Y tako da

' xaY) = 0 . o

Dobro poznata Fubinijeva teorema za proizvod mera, koristi

se pri dokazu odgovarajucih, sii¢nih, osobina za verovatnosni

prostor <An,S{n},u(n}>

TEOREMA 1.1.2

Ake  Je  <A,S,p>  verovatnosni ' prostor sa merl jivim

{m+n)

singltonima i BeS , tada vazi:

)

(1) Svaki odsecak B = {JeA™ (X,¥)eB} je p'™-merljiv
> |



(2) Funkeija £(3) = "™ (B e p'™-merljiva :

3y @™y = et (@) L o

Neka je L={R1’CJ} jezik verovatnosne logike sa relaci jskim

simbolima Ri, iel, konac¢ne duzine i konstantnim simbolima Cj, Jeld.
Verovatnosna strukturé‘jezika L Je struktura <%,y >, pri

, TRRY |
Cemu Jje U = <A,R ,c >

%37 el jed k;a51cna struktura logike prvog reda

oez operacija, a pu verovatnosna mera (c-aditivna) na A takva da Je

svakil singlion merljiv 1 da Jje za svaku n -arnu relaciju Ri, skup
(n ) |
H-r{ 1 L
R u -mer] jiv.

]

Zamenom dijagonalnog proizvoda u{n) mere i nekom

n
eravatnosnom merom 4 na A, zZa svako neN, doblicdemo neke drugea,
1 n

znacajne, primere verovatnosnih struktura.
Slaba verovatnosna struktura jezika I . je struktura

. n
<U,u > c takva da je u konac¢no aditivna verovatnosna mera na A
n n n

sa merljivim singltonima.

1

Gradirana verovatnosna struktura jezika L Jje struktura

<, u > za koju vazi:
nn

eN

(1} Svako p Jje prebrojivo aditivna verovatnosna mera na A" -
n

, . U . .
(2) Svaka n-arna relacija Ra Je g —merijiva, relaci ja
Il

¥

identiteta Je pé—merljiva :

(3) p xp Su ;
n m n

+m
(4) Svako u_ se ¢uva pri permutaciji skupa {1,2,...,n}, tj. ako
.1
Je w permutacija skupa {1,2,....n} i X p -merljiv skup,
n

tada je 1 skup 7X = {(antzj‘ ,aH{n)) : (al,...,an] € S}

po-merljiv 1 p (nX) = MH(X) ;

n

(5)  {p :nelN} ima Fubinijevu osobinu, tj. ako Je B & AT neki
n

i —merljiv skup, tada vazi:
m+n .
(i) Svaki odsecak B+ = {?:(ﬁ,ﬁ)ea} Je g ~merl jiv;
n
bod



(11) Funkeci ja f(gl = pn(B%} Je pm~merljiva ;
~ .

(111) u  (B) =‘If(§Jdgm(§J_.

m+ N
Iz teorema 1.1.1 i 1.1.2 sledi- da za verovatnosnu

. . s . (n) . :
strukturu <U,p> Jezika L, struktura <Y, p > Je  gradirana

nei

verovatnosna struktura Jezika L.

Sledec¢i primer verovatnosne sgtrukiure Jje integralni
analogon slabe verovatnosne sirukture  jezika L, a znacajan Je za
ons verovatnosne logike kojelumésto verovatnosnih kvantifiikatora
¥oriste integralne operatore.

Slaba integralna struktﬁra Jjezika L Je struktura <U,7>,
gde Jje ¥ pozitivna, linearna, realna funkci ja definisana na skupu
funkcija AR ( ¥ igra ulogu Daniellovog integfala y, tJ.

(1Y $(r) =r , reR ; |
(2) S[f*f + s.g) = r-3f) + s-F(g) ;
(3) Ako Jje f(a)z0 za svako aecA, tada F(f)}=z0.

Znataixideo rada vezan Jje za dvoverovatnosne strukture.
Hgnije uvedenim pojmovima pridruzimb odgovarajuce poimove vezane
zza. prostor sa dve mere, u apslolutno neprekidnom 1 singularnon
slucaju, 1 lstaknimo neke bitne osobiné ovih struktura.

A

Mera ;ﬂ, Jje apsolutno neprekidna u odnosu na meru g

2
(cznaka: Ho« pz) definisanu ra isto]j o-algebri S, ako vazi:
iz pz(X) = 0 sledi gI(K} = 0 za svako Xe&S.
Apsolutno neprekidna dvoverovatnosna struktura jezika L jeo
{n )
struktura <ﬂ,p1,p2> u kKojoJj su skupovi Ri H i —merijivl za k=1,°72
L op, & H

Apsolutno neprekidna gradirana dvoverovatnosna struktura

jezika L Jje gradirana struktursz <ﬁ,p1,p2> _ u kojoj Je ul « ME
- n " n neN n n

za svako nelN.



U sluc¢aju apscolutne neprekidnosti mere H,ou odnosu na meru
4o, U prostoru sa ovim merama mozemo odrediti takozvani Radon-
-Nikodymov izvod mere g, u odnosu na meru ke ( oznaka: dul/ d“z ).

TECREHMA 1.1.3

Ako su B, 1 p, mere na c-algebri merljivih podskupova od A
i p, «u, , tada postoji u,~merljiva funkcija f:A>R" takva da vazi
Igdpl = If-gduz za svaku uifintegréﬁilnu funkci ju g: ASR
(posledica: pl(B) = IE fduz' za svaki merljiv skup B ). o

Funkeiju f iz prethodne teoreme zovemo Radon-Nikodymovim

lzvodom mere gl u odnosu na meru pg .

1

Mere FH,:i M, def'linisane na istoj e-algebri S su uzajamno

singularne (oznaka: peoL .uz) ako postoji skup XeS takav da Je

£ = 1 —
Mlxﬁ) 0 i uz(X) 1
Singularna dvoverovatnosna struktura jezika L je struktura
<1 > e . L
FEIRY N takva da je pl l-“z
Singularna gradirana dvoverovatnosna struktura jezika L Je
. 1 2 : 1 2
gradirana struktura <i,u ,p > _ takva da je g t u° za svako neN.
""n’ T n neEN | n n |
Posmatra jmo dvoverovatnosni prostor <A,S,p ,u_> u konme
vazi: uk{a : pl{a} >0 1 pg{a} >0} =0, k=1,2 (S)
Koristec¢i teoremu lLos-Marczewskog (videti [37],[43]), mere pood
M, mozemo prosiriti do mera ;1 i ;2 respektivno, koje su uzajamno
singularne. lLako Je videti da i mere gi“} ,Ip;n} mozema prosiriti
d> odgovarajucih singularnih mera, a time od dvoverovatnosne
strukture koja zadovol java uslov {S) dobijamo singularnu gradiranu
dvoverovatnosnu strukturu. Stoga ¢e wuslov (S) biti posebno
znaca jan za sludaj singularnih dvoverovatnosnih'logika.
Za teoriju verovatnoce interesantne su i neke druge

strukture. Na primer, ako jezix; L = {Xi,cj} sadrzi simbole

o}



sluc¢ajnih promenl jivih X umesto relacija , posmatracemo strukture
1
slucajnih promenl jivih.
(n) .
U verovatnosnom prostoru <A,S,p> svaku plﬁ—merlleu

tunkci ju X:Anaﬁ zvacemo slucajnom promenl! jivom.

Struktura sluéajne promenljive Jezika L Je struktura

Li=<A, X?, CU: >

3 iel, jeJ takva da je pu verovatnosna mera na A sa

merljivim singltonima, i1 svako X? ni-arna siuc¢ajna promenl jiva.
Neka Je <A,S,p> verovatnosni prostor, % r—podalgebfa od S
1 g:A>R ogranic¢ena i merljiva funkcija. Tada, F-merljivu funkci ju
n:A>R takvu da Je za svako Be% ;spunjeno IB gdp = IB hdp , zovemo
uslovnim ocekivanjem funkcije g u odnosu na % (oznaka: h=E[g|F]
111 h(x)=Elg(-)[F1(x} ). Uslovno oCeki#anje h=E{g!¥#] postoji
(posledica Radon—Nikodymo?e teoreme, gde je:h:A+ﬁ Radon-Nikodymov
izvod mere U(B):IB gdy, BeF | u odrﬁoéu na meru p]? }) 1 skero
sigurno Jje Jjedinstveno, u smislu da su dve takve funkcije Jednzke

svuda osim, mozda, na skupu mere nula.

PRIMER 1.1.4

AkKo su ?1 i ?2 w-pﬁdalgebre algebre S takve da & < &
tada za ogranicenu i merljivu fupkciju g: AR vazi:

Elgl¥ ] = ELE(glF 1171 . s

Struktura uslovnog ocekivanja jezika L Je struktura <%, 3>,
gde je U struktura sluc¢ajne promenljive jezika L, a % o-podalgebra
algebre pg-merljivih skupova.

Na kraju ovog dela uvedimo i pojmove adaptiranih prostora
1 adaptiranih verovatnosnih struktura, koje su pogodne za
prouéavanje stohas£iékih procesa.

Stohasticki proces je HeB~merl jiva funkcija X:Ax{0, 1]5R,

gde Je u verovatnosna mera na A, a B8 Borelova mera na {C,117.

10



Famili ja {ﬁt:tE[O,13} c-algebri p~merljivih podskupova od

A je filtracija ako Je ?tl= Sgt?s za svako tel[0,1].

Adaptirani prostor je struktura <A,S,p, % gde Je

t}ie[O.I]
{ﬁt:tE{O,l]} filtraci ja.

Ako Jje L:{Xi,cj}'i }2 'su simboll stohastic¢kih procesa,
tada Je adaptirana verovatnosna struktura Jjezika L struktura

~ T :
Uﬁ(A’Xi'CJ'“’Srt:)iEI,jEJ,tE[U,1] , gde Je <AI’“’?t>te[O, 1]

- 1 .
adaptirani prostor, cJeA 1 X :Ax10,1)5R stohastickl proces.

1

1.2. LOEBOVA MERA I DANIELLOV INTEGRAL

Konstrukcijom prosirenja "R strukture R realnih brﬁjeva.
koje sadrzi infinitezimalne i beskonaéne elemente, 1 zadrzava sve
osobine strukture R, A. Robinson je 1960. godiné postavio osnove
nestandardne analize. Utapanje standardne matematiéke stfukture m
u neko njeno nestandardno prosirenje "o Ko je sadrzi neke "lepe”
elemente, mnazvane internalnim, Koristi se, pre svega, Za

utvrdivanje novih standardnih rezultata.

Primena nestandardne teori je mere ima osnovu u P. Loebovom
otkric¢u metode konstrukcije bogatijih standardnih prostora mera
(takozvanih Loebo#ih prostoral pomoc¢u nestandarnih prostora
(videtl {34] i [3B1).

Osnovne definicije 1 osobine teori je nestandardne analize
se mogu naci u [4],[49]) 111 (5B2].

Superstruktura nad skupom U praelemenata Jje iterativno
definisana sa: VO(U)=U ;

Vo (U)=V (U} u PV (U))

n+l n ' n
v.{U) = v V (U) , gde je P(X) oznaka za
{d n<w N rl

partitivni skup skupa X .

11



Ogranicenom formulom zvacemo formulu logike prvog reda u
kojod su svi kvantifikatori ograniceni, tj. oblika ¥xey 1li dxey.
Pretpostavimo da za nestandardni univerzum nad xKoJjilm
radimo vazi:
(1) = :<Vw(UJ,E>9<Vu(*U),e> je identitet na U , i cuva

istinitost ogréniéenih formula {princip ekstenzije i transfera)

'

. ¥
(11) Ako Jje XD 2 XI 2 ... niz nepraznih skupova iz 'V {(Uj,
n
n<w, tada je o Xk neprazan (w1~zasiCenost)
* * . .
Elemente skupa V (U} = v V (U} zovemo Internalnim
& n<y n

objektima.

Loebovom Kkonstrukcei jom, polazeéi od .nekcg internainog
prostora sa merom koja.je obi¢no samo kona¢no aditivna, dobi jamo
rnovi standardni prostor sa o—aditivnom meromn.

Strukturu <M, S5, p> zovemo internainim s~konacne aditivnim
verovatnosnim prostorom ako Jje M internalan skup u ‘Vw(*U), S
internalna algebra na M 1 1:S» (0,11 konacno aditivna funkcija.
Kompletiranjem prebrojivo aditivnog 'verovatnoénog prostora
<M, o (S), > za koji vazi:

(1) o(S) je o-algebra generisana algebrom S ;
(11} ﬂ(XJ = ap(X) 23, svako.XES, gde za re#R : °r oznacava

standardni deo oproja r f
nastaje Loebov prostor sa Loebovom merom ﬂ odredenom funkci jom pu.

TEOREMA 1.2.1 {(Loeb [34])

Neka je-<M,S,u> internalan *fkonaCno aditivan verovatnosni
prostor i Gp:S%{O,ll preslikavanje definisano sa Gp()() = T (p(¥)).
T.ada ﬂp ima Jjedinstvenu o*_;aditivnu ekstenzi ju f:i def'inisanu na
oc-algebri W(S) generisanoj sa S, pomocu ﬁ(X)=inf{°u(Y):YES 1 XCY}=

Sup{ﬂu(Y):YES 1 Y&X}. Takode, za svako Xeo(S) postoii internalan

§
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YeS tako da f(XVY) =0 . o

Dakle, mera ﬁ Je Koempletna mera na o-zlgebri o(S) koja

zzdovol java:

(1) X)) = ‘u(X) za svako XeS -

(11) Ako Xeo(8) 1 0 u R, tada postoje Y, ZeS téko da Y&X<2Z i

0(Z-Y) < ¢ . '

Medu svim Loebovim prostorima najznacajniji su takozvani
hiperkonaé¢ni prostori.

Hiperkonacan verovatnosni prostor je prostor <M,S,pu> takav
da je univerzuq M beskonacan =-konac¢an skup, a mera u Loebova mera
Ko ja odgévara.*~prebrajajuéoj_meri v na M, tj. konacno aditiﬁnej
meri definisanoj sa w(X) = [X[/IMl , XeS ( |X| Je oznaka za
internalnu kardinalnost skupa XSM ).

Hiperkonacan gradirani prostor Je prostor <M,S,u >

n nelN’ gde

L]

Je M beskonac¢an =-konacan skup i svaka mera pu Loebova mera
n

generisana s-prebrajajucom merom na M.

Dakle, to su beskona¢ni verovatnosni prostori koji su sa
nestandardne taéke gledanja kona¢ni, a samim tim i formalno slic¢ni
konadnim  prostorima. Neki - standardni pojmovi, na primer
Lebesqueova mera 1 integracija, mogu se def'inisati jednostavnom
preorajajudom .verovatnﬂgnom mercm na  hiperkonad¢nom skupu. Za
slucaj integraci je na tO,l] dovol jno Jje uzeti M={0,1/H,2/H,..., 1}

¥

n
gde He N-N , i sz(x)dx = y *F(k/H)-1/7H) za neprekidnu funkci ju
- k=1

f:10,1]-R, a za sluéa]j Lebesqueove mere mozemo iskoristiti sledeci

pI‘imer' .

PRIMER 1.2.2

Neka je M = { k/H : ke 2 1 -H’sk=H®} , S familija svih

internalnih podskupova od M i ﬂ:S%*§+ prebrajajuca mera data sa

13



u{4)=|X|/H za Xe&S. Neka Jje o(S) Loebova algebra generisana sa 5 1
ﬁ Loebova mera 'odredenz merom p. Ako je B c-algebra podskupova BG&R
takvih da st (B)nMeo(S), tada je mera A na 2 definisana sa

R(E)=ﬁ(st_1(BJHM) Lebesqueova mera. =a

Paralelno prethodnom, u slucaju logika koje umesto
verovatnesnih kvantifikatora imaju integralne operatore, koristimo

Loebovu konstrukeilju mere {(videti [38]) koja odgovaru Daniellovom

integralu {prethodna konstrukcija mere odgovarala Jje Lebesqueovom

integralul.

Vektorskil podprostor 7 & 2* realnih funkci ja na skupu A je

vektorska resetka ako vazi: iz f, ge¥ sledi min{f,gred 1

max{f{, gre¥ .
Daniellov integral je trojka <A, %,%> gde Jje F:%F5R realna
funkecija sa osabinama:

(1) Fle-f+B-g) = o F(£I+8-F(g) , «,BeR , {,ge?

(2} Ako f,ge¥ 1 f=g , tada F{Ii=3g) ;

(3) Ako za niz {f } , T eF, vazi £ =f =,.. 1 f »f, nox, fe¥,
n’ nNeN n 1 2 n

tada F(f)

i

lim F(f )
n <0 n
Funkcije iz # zovemo elementarnim funkcijama.

TEOREMA 1.2.3 (Loeb (36})

U ua—zasiCEnom nestandardnem univerzunu, neka Je M

internalna vektorska resetka funkcija iz internalnog skupa A u R

(skup hiperrealnih brojeva) 1 neka Jje F internalan, pozitivan,

I

linearan funkcional na M takav da 1leM 1 $(1)=1. Tada postoji

kompletna verovatnosna mera i na A takva da za svaku ogranicenu
funkeiju ¢eM, 'njen standardni. deo Jje funkcija Iintegrabilna u

cdnosu na o i fowdy = Fle) . o

Primenom ove teoreme 1 iterativnim korisc¢enjem Daniellovog

14



. e - e - n .
integrala, definisacdemo I mere g na A za svake neN, a time smo u
N

nogucnosti da napravimeo 1 gradirani verovatnosni prostor.

1.3. DOPUSTIVI SKUPOVI

Verovatnosne logike spadaju u oblast infinitarnih logika

sa generalisanim kvantifikatorima. Formule verovalnosne logike LﬂP

nozemoe smatratl elementima’ prebrojivog aopuspivog skupa 4, takvog

da wed 1 svaki aed Jje prebrojiv skup. Ti_'me se. dobl ja n%oguénc}st

primene oscbina dopustivih‘skupoya i za verovétnosne logike.
Osnovni pojmovi iz teorije dopustivih skupova se mogu naci

a [2]. Navedimo neke od njih.-

Neka je. L Jjezik logike prvog reda sa Jednakoscu,

1

relacijskim, funkeijskim 1 konstantnim simbolima, 1 neka je
M=<M,...> struktura za L. Neka jJe i=L&,...) prosirenje Jjezika L
dobl jeno dodavanjem novih simbola, a medu 'njima 1 simbola
pripadanja € .

Kolekci ja ﬁu~formula jezika L Je najmanja kolekcija Y ko ju
¢ine atomske formule iz L i koja Je zatvorena za negaci je, konacne
konjunkci;e 1 disjunkcije, 1 za ogranic¢ene kvantifikatore. Ovo
poslednje znacli: ako ¢€Y,  tada i formule (Vuevlp 1 (3ueviy
pripadaju kolekciji Y . .

| Teori ju KPQ (skup aksioma Kripke-Platek sa urelementima)

cine formule:

Vx(xeaesxeb) & a=b ;

Ixe(x) = 3Ix{ep{xIalvyexinpl{y)), gde y nije slobodno u ¢ ;
Ea(xeaﬁyea). ;
3b VYyea ¥xey (xeb)

»
¥

IbV¥x(xeb < xéahw[x3]. gde b nije slobodno u aoﬂformuli @
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Vxealdyelx,y) = 3be5a3yeb¢[x,y),_gde, opet; b nije slobodno
u &O—formuli_¢ :
Skup A je tranzitivan ako vazi -YycA Vzey (z€A)
>—-funkcijski simbol TC dgfinisan tako da za svako x, TC({x)
predstavl jaz najmanji tranzitivan skup KoJji sadrzl x, zovemo
tranzitivnim zatlvorenjem.

Tranzitivan skup koji Je model teorije KPU zovemo

dopustivim skupom.

Formule oblika 3Zue(u) , gde Jje ¢ ﬁ0~fqrmu1a, ZovVemo

El~formulama. Klasa Z-formla Je najmanja klasa koja sadrzi

&D~formule i zatvorena Jje za koﬁjunkcije i disjunkci je, ogranicene
kvantifikatore 1 egzistencijalni kvantifikator.

I%—farmule i klasa ﬂ—formula su sliéno definisani, Razlika
je &to umesto egzistencl jalnog Roristimo univerzalni kvantifikator.

Formulu koJja Je logic¢ki ekvivalentna neko] El—formuli i
nekoj H1~formuli ZOVemo ﬁ1~formulom.

Navedimo sako Barwiseove teoreme potpunosti i kompaktnosti

za. logiku Lssl prvog reda definisanu nad prebrojivim depustivim

P Wt
1

fragment logike L&“LJ nad prebrojivim dopustivim skupom « .
1

TEOREMA 1.3.1 ({(Barwise {21)

skupom &, tj. za logiku L, = & n L ko ja predstavlja dopustiv

Skup valjanih rec¢enica logike Lﬂ Jje El—definabilan nad 4.0

TEOREMA 1.3.2 (Barwise [2])

Neka Jje T skup recenica logilke Lﬂ koji Je Zlmdefinabilam
nad . Ako svaki d-konac¢an podskup od T ima model, tada 1 T ima

model. O
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o

RAZNI TIPOVI VEROVATNOSNIH LOGIKA

Logic¢kl 1 model-teorelski rezultati verovatnosnih -logika
pruzaju moguCﬁost. dal jeg proucavanja nekih delova teorije
verovatnoce kao, na 'primer, uslovnog oéekivanja, stohastickih
procesa 1 sl. U zavisnostil od primene, uvedeno Je vise tipova
verovatnosnih logika. U ovo] glavi izlokeni.sq osnovni rezultati
vezani za logilku sa verovatnosnim kvant;fikatoriﬁa Lgp , logiku sa
integralnim operateorima L

ar logiku sa operatorom uslovnog

oceklivanja LﬁE i adaptiranu verévatnosnu logiku La , . Najveci deo

d
tih rezultata dobili su Keisler {videti [281.12301 i {231]) i Hoover

(videti [18} 1 1231]).

2. 1. LOGIKA SA VEROVATNOSNIM KVANTIFIKATORIMA

VYerovatnosnu logiku Lgp uveo Jje H.J. Kelsler u [28]. Zelja
da svakl definabilan skup bude merljiv u svakoj verovatnosnoj

strukturi, uslovila je da formule logike Lﬂ izgradimo tako sto

P
umesto uobiéajenih kvantifikatora ¥x 1 3Ix koristimo verovatnosne
kvantifikatore P¥zr (X je konacan niz promenl jivih 1 rel0, 11ind).
Dakle, nad prebrojivim #-rekurzivnim skupom L:{Ri,cj} relaci jskih
AP su izgradene tako da

i konstantnih simbola, formule logike L

Lﬂ? = d n Lm P-' Oc¢igledno je kvantifikator Pxzl slab analogon
1 1

kvantifikatora V¥x , dok Jje Px>0 jac¢i kvantifikator od 3x , gde je
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—F

..}
(Fi>r)e zamena za ~(Pxzl-ring .

Koristeé¢i Fubinijevu teoremu 1.1.2 lako se pokazuje da za
| . 4 U = =
svaku verovatnosnu strukiuru U:<A,R1,cj,p>, svaku formulu o(x,y)

logike LSEIP i svako a iz A", skup {gEAn:UF @[g,g]} Jje u(n)—merljiv.

Ova osobina daje mogucnost da relaciju zadovoljenja formula logike

L‘P u verovatnosnoj strukturi U definisemo kao 1 za standardnu
logiku L osim sto za sludaj kvantifikatora koristimo:

‘sﬁ 3
uk (Pyzr)e(X.Y) (3] akko p' " {B:uk @[3, Bl}zr,

Navedimo neke osobine verovatnosnog prostora lzrazavajuct

ih re¢enicama loglke Lﬁp‘

PRIMER 2.1.1

(2) Element aeA Je atom verovatnosnog prostora <A,S,u> ako Je

U 1
uiar>0. Model H=<A,Ri,c , >

; iel, jed je atomican =ako Jje svaxi
b ]

element skupa A atom. Svakl atomican medel je prebrojiv, a svaki

prebrojiv model zadovoljava recenicu (Pxz1)}(Py>0) x=y

U slucaju atomiénih modela recenice (Vx}@(x,g)'i (anl)@[x,g)

su ekvivalentne za svaku formulu w(x,?) logike L}ﬂ} i svako aeA”

(sli¢no su [BK]Q[K,Q) i (Px>0)¢(x,§) ekvivalentne rec¢enice).
() Uslovna verovatnoca p{n}[@(ﬁ)[w(z]) = r ako “(“)(w(fj] > 0

izrazava se relenicom A ((Pﬁar-q)(@(?)n&(f))#¢[?gaq)w(§])
geqn(o, 1]

logike Lﬂp :

(¢) Uslov u(n){zzﬂk @[gl} = pﬁn}{zzﬂk w[g]} mozemo izraziti na

slede¢i nad¢in: ((Pﬁﬁr)w(z) = (Pzﬂr)w(g)] .

A A
F reqn{o, 1]

D. Hoover u [18] uvodi aksiome 1 pravila izvodenja za

logiku L i dokazuje potpuncst tog skupa aksioma samo za

4P

cradirane verovatnosne strukture. G5Skup aksioma:. za verovatnosne

nodele upotpunjen je aksiomom B, koju Je uveo Keisler u {301,



gde Je teorema potpunostil logike LAP dokazana u dva koraka. Prvo,
konstrukci jom slabog modela,_madela xoji nlje verovatnosan all u
Kome se 1ogika mozé interpretirati 1 wu kome su aksiome
zadovol jene, & zatim se slab model koriéti pri konstrukciji Jjakog,

tJ. verovatnosﬁog modéla. Stoga su i aksiome_logike Lgp svrstane u
dve grupe:
1. dkelome ga olabu Lsdp

ﬁi Sve aksiome logike Ld pez kvantifikatora.

A2 (Pzar)¢ = (Pgés)w , gde rzs (monotonost).

Aa (Pﬁér)w(z)‘é (P§2P3¢{§)

A, -{PQEO)Q . |

AS (1) ((Pzﬁr)@ A (Pzés)w) = (P§£r+s](@ v o) o

(11) ((PRzr)g A (P¥zs)y A (PR=0){p A y¥)) =

= (P§3P+S]($ v o) (kona¢na aditivnost)

AB (Pz>r)¢ &> ngN (Pzér+1/nJ@ {Arhimedova aksioma).

i
2. Dadatne akalome ga punu LEP |

B1 ¢g¢(P§EP]Aw = (PQEP)A¢ , gde je ¥ konadan podskup od ®

(prebrojiva aditivnost}).
= >
B (PX1"'Xn r)y < (Pxn1"ﬂ3nn rle |,
gde je m permutacija skupa {1,...,n} (simetriénost).
B (PQEPJ(P?ES]¢ = (Pﬁgar-s)@ ,
| ) .
gde su sve promenljive u x 1

razlicite.

-
Y
B Za. svako r<1 , (Pﬁél)(P§>O](P§?PJ(Q(§;§) = @(?,2))
. el 5 5 5 -
i promenljive u X,y,2 su razlicite.

Sul:

Pravila izvodenja za_LéP

C @, 0 > Y v\ (modus ponens).

C {@sy:yev) ro AV (konjunkcija).
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C ¢ = $(§) - (Pzzl)ﬁ(g) :
gdelz nijeislobodan SR (generalizaci ja).
Da u aksiomi B3 ne vazi ekvivalgntnost 1 da kvantifikatori
PR=r i P?as ne kﬁmutirajulpokazuje sledecCi primer.
PRIMER 2.1.2
Neka Je A={a,b,c}, p{a}=p{b}2g{ck=l/3 i R binarni
relacl jski simbol Jezika L.
(a) Ako Je Rﬁ={(a,a],(a,b],{b,5),[b,c)}, tada
i (Px=1/2){Pyz=1/2)R(x,y) , Uk (Pxyz1/4)R(x,y) , aii
ne i HF (Py21;2)(Px31K2]R(x,y):.
(b) Ako je R'={(a,b),(b,c),(c,al}, tads ¥} (Pxy=1/4)R(x,y) , ali
ne Uk (Pxz=1/2)(Pyz1/2)R(x,y) niti Uk (Pyz1/2)(Px=1/2)R(x%,y). =

Uobic¢ajena Henkinova konstrukcija koristi se pri dokazu

slabe teoreme potpunosti logike Lgp'

TEOREMA 2.1.3 (Hoover [181])

Teorija T Jje konzistentna u slaboj 1’? (aksiome Al—A )
x - 4

Fanl

i

P

axko postoji slab verovatnosni model za T u kojem Jje svaka teorema

logike Lﬂp tacdna. O

Loebovom -konstrukcijom (teorema 1.2.1) od internalne

»* * * # *
strukture U = <A R, ¢, u>. _ generlisane slabom
i 3 n 1€], jeJ, nelN
verovatnesnom strukturom Y, dobijamo gradiranu verovatnosnu
ﬁ * »* * A . Al .
strukiuru = < A,_Rf cﬁ’“ >, gde Jje u Loebova mera generisana
N n

merom g za svako nelN.
n

TEOREMA 2.1.4 (Hoover {181)

Teorija T je konzistentna u gradiranoj L .
. -

AP (aksiome Al—A

81“83) akko postoji gradirani verovatnosni model za T u kojem je

svaka teorema logike L tacna. ©

AP



Da-je neophodno prosiriti skup aksioma gradirane LIﬁ sto

P ¥

Jje uradeno dodavanjem aksiome-Bq, pokazuje Hooverov primer poznat
xao "White Noise", kojim se odreduje gradirana verovatnosna
struktura koja nije L

ﬂpuekvivalentna nekoJj verovatnosnoj

strukturi,

PRIMER 2.1.5

Neka je HE*H—N, A:*?(HJ skup svih internalnih podskupova
od H (dakle, i1 A Je s-konadan skup), R internalna verovatnosna
mera.na AY koja svakom elementu dodeljuje istu teiiﬁu i'ﬂn Loebova
mera od M. Neka Je L={R}, gderje R binarna relacija na A odredena
sa R(a,b) akko f(aleb, a f:AsH je internalna funkcija koja razbija
A na H istih delova-. _Stru}ctura. 1 = {A,R,ﬁn‘»nem Je gradirana Jjer
{i%:nem} ima Fubinijevu osobinu i relacija R na A je internalna,
pa otuda 1 ﬁzﬂmerljiva. Tada za skoro svako aeA i skoro svako beA
vazi ﬁi{z:f(a)ez « f(blez} = 1/2 (za f{a)=f(b) ova mera nije
veca ni od 1/4). Stoga, ¥ [ (Px=1}(Py=1)(Pz=1/2)R(x,z) > R(y,z) ,

ti. U b (Px=0)}(Py>0)(Pz>1/2)R(x%,2) ¢ R(Q,z) . Dakle, 84 aksioma

re vazi u i, pa gradirana struktura ¥ nije' L, -ekvivalentna nekoj

P

verovatnosnoj strukturi. =

Napomenimo da aksiome gradirane L

4P zajedno sa

(Px=1)}(Py>0lx=y . (videti primer 2.1.1 (a])'daju'B4 aksiomu., Zaista

za svako aeA |, p{n}{gehn : Uk [Pgar)wtz;z) = @[ﬁ,g)} A ptni{g}, i

p{n}{g} > 0 za skoro svako a .

Navedena recenica je kl ju¢na za dokaz potpunosti atomidnih

modela verovatnosne logike.

TECREMA 2.1.8 {Keisler {23Q1)

Prebrojiv skup recenica o logike Lﬂ ima atomic¢an model

P

21



akko je & v {{Px=1}(Py>0)x=y}; .konzistenina teorija legike L%p- .
Aksioma 34 cbezbeduje aproksimaciju skupa w(ﬁ,?) konacnom
unijom merljivih pravougaonika.

TEOREMA 2.1.7  {Keisler [30))

Ako je'ﬁ gradirana verovatnosna struktura koja zadovol java

_}

sve teoreme loglke Lﬁp , €>0 1 p(y) formula sa slobodnim
promenl jivim ;ﬁyl,..y , tada postoji konac¢no mnogoe formula
n
ﬁgj(z,yj) . i=1,2,....m, j=1,2,...,n tako da
1 .

. m n .
Uk (PX>0) (Py>l~e)(¢(¥) &= V. Ay (Zy)) . o
- t=1 j=1 "1 j

Navedena aproksimaci ja L_,P-def‘inabilnih skupova konadnom
_ 2

. a Tl I ! . ) . s .
unijom pl—merlJ1v1h skupova, da je mogucnost izgradnje

verovatnosnog modela LIP~ekviva1entnog gradiranocm verovatnosnom

¥
]

* % * A ) _ ' : .
nodelu =< A, Ri, ¢ ,u > (videti {30]). Ovo Jje poslednji korak u
j o |

resavanju problema potpunosti logike pr.
2

TEOREMA 2.1.8 (Keisler [30])

Prebrojiva teorija T Jje konzistentna u LJP akko ima
-

verovatnosni model. O
Cd ostalih model-teoretskih rezultata za logiku L
pomenimo: Barwisecove teoreme potpunosti 1 kompaktnosti, konacnu

kompaktnost, Robinsonovu neprotivrecnost i Craigovu interpolaci ju.

Dokazl ovih rezultata se mogu naci u {181 i1i [30].

Rezultati Barwiseovog tipa za logiku L dobiljaju se na

AP

isti nac¢in kao i za Lg (videti [2]],

TEOREMA 2.1.9

Skup valjanih recenica logike L Je Zlﬂdefinabilan na .0

P
TEOREMA 2.1.10 |

Ako je T teorija logike pr El—definabilna na o, ¢1ji
L2 9)

i



svalki d-kKonatan poedskup ima verovatnosni model, tada 1 T ina
vercvatnosnl model. O

Sledecl primer pokazuje da logika L ne zadovol java punu

P
kompaktnost.

PRIMER 2.1.11

Ako Jje T={[FXE1/HJR(xJ : neN} v {{Px>0)R(x)}, gde Jje R
vnarni predikat, tada svaki konadan podSQUp od T ima verovatnosni

1

mocdel, all T nema verovatnosni model. =

To Je razlog zasico posmatramo samo poseban skup formula
logike L
Skup univerzalno kKonjunktivnih fqrmula logike Lﬂp Je
najmanji skup koji sadrzi své formule bez kvantifikatora, i
zatvoren Jje za prolzveljne konjunkcije, konaéne disjunkcije i
kvantifikatore Pxzr

Primetimo da akslioma B4 nije umivgrzalno konjunktivna
recenica, te da konad¢na kompaktnost za:verovatnosne modele nekog
skupa univerzalno ,konjunktivnira.reéeﬁica. ne vazi. Naime, svakil
konacan podskup skupa

T={(PX31](Pyil—lfn){P211/2}ﬂ(R(X,Z)¢#R(y,Z)):HEN}
univerzalno konjunktivnih redeniéa ima verovatnosni model (primer
2.1.8), dok T nema model, jer iz T sledi "white noise" recenica

(Pxz=1)(Pyz=1){Pz=s1/2}(R(x, z)«=R(y, 2)).

Ali, moguce Je dokazati koni&nu kompakinost za gradirane
verovatnosne modele univerzalno konjunktivnog skupa recenica.

TEOREMA 2.1.12 (Hoover {181)
Ako svaki konééam podskup skupa T wuniverzalno konjunktivnih
recenica ima gradiranl verovatnosni model, tada i T ima gradirani

verovatnosni model. O
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U teorijl modela logike TJ_ hiperkonaéne strukture imaju

svojstvo  ekspandibilnosti, isto svojstvo imaju i Zasiceno

strukture u teoriji modela logike prvog reda. Pitanjie istovetnosti
svojstava zasicenostl i ekspandibilnssti postavio Je Z. Mijajlovic
u  razgovoru sa autorem. - Primer H.J. Keislera da ultrastepen
zasicenlh struxtura ne mora da bude zasicen, s$to nije slucaj sa

ekspandibilnoscu, pokazuje da Je svojisivo ekspandibilnosti sams
f J P

P lips
cosiedica svojstva zasicenosti strukture logike prvog reda. Ali,

navedena cinjenica da hiperkonaéne strukture logike ima il
¥ w4

Lp

svojstvo ekspandibilnosti ukazuje da c¢e ulogu zasic¢enih struktura

i

u  teorijl modela verovatnosnih logika odigrati hiperkonacéne

strukture. Stoga, koristec¢i  egzistenciju i edinstvenost

niperkonac¢nih modela logike Lﬁp dobl jamo svojstvo Robinsconove

neprotivrecnosti za ovu logiku.

TEOREMA 2.1.13 (Keisler [301})

k.

Ako Je J§l bezatomic¢na verovatnosna struktura Jjezika L 1 M

beskonacan x-konacan skup, tada postoji hiperkonad¢na verovatnosna

SLT

uctura MM sa univerzumom M koja je L, -ekvivalentna strukturi
1)

TEOREMA 2.1.14 (Keisler [301)

M

[

Neka su B 1 91 hiperxonadne verovatnosne struktura sz istim

univerzumom. Modell M 1 # su L,P—ekvivalentni akko postoji

iy

-

internalan izomorfizam h:M3f , tj. internalna bl jekeija h:MsN koja

: : ‘ : i =
Je lzomorfizam verovatnosnih prostora 1 za svaku formulu ¢{3)

. . = .
legike Lﬁp i gEHﬂ vazi: EH} ¢lal akko ﬂ} w[hgl. Ol
TEOREMA 2.1.15 (Keisler [30])
1, .2 . . , 1 . .2 :
Ako su U 1 U verovatnosni modeli za L 1 L° respektivoo

tako da HllLO i ﬂzlLO su sz—ekvivalentni modeli, gde je LP=L1HL2,

. . 3. 3,1 .2 3.1
tada postojl verovatnosni model 4° jezika L =L uL® takav da UL

D
o



. 31.2 . . . .
i Mi Su L;P-ekvivalentnl,-ﬂ [L i ﬂ2 sSu sz~ekv1valentn1 modeli. D

ne sledl direktno iz

Craigova interpolacija za logiku LﬁP

Robinscnove neprotivrecnosti, Jer ne wvazi kompakinost z2a ovu

logiku. Kelslier u [30] pri dokazu Craigove interpolacione tecreme

keristi Henkinovu konstrukci ju.
TEOREMA 2.1.16 (Keisler [30])

Ako e LF=LIHL2 1 ako su g,y recenice logika L L

AP #P
o
AP

1 2
respektivno, takve da k¢ » ¥ » tada posto]jl recenica 6 logike L
texva da F o »06 1 k6 =2y . O

Na kfaju ovog dela, istaknimo vezu izmedu verovatnosnih
structura 1 struktura slucajne promenl jive. Koristeci Fubinijevu
teoremu zakljuéujémo da svaka relacija R(x,?@ U verovatnosnom

nodelu U generlge slucajnu promenjivu X: AR definisanu sa
X(a)=p{n}{g : Uk R(a,g)}. Uslov X{al)zr mozemo izraziti sa
h} [P?zr)ﬁ(x,y)[a]. Stoga, razne osoblne slucajnih promenljivih

mozemo 1zrazill recenicama verovatnosne logike.

PRIMER 2.1.17 .

la) X X s.s. izraZzavamo pomodu (Pxz1) AV
Il ' n m

DoIX ()-X(x) |=1/n,

K=m

zde IX (x)-X(x)|=1/n se moze izraziti pomocu

A = =q— > A w V>3-
et (Xk(x) q =» X(x)zg-1/n) A (X{x)=qg ? Xk(x)uq 1/n}.

b)) X o¥X u verovatnodéi, izrazavamo sa
. .

ﬁ E 2 (anl“l/n}}XR(X)—X{xj|51/n.

k=m

() Sluc¢ajne promenljive X1 i X2 imaju istu distribuciju

C T A A = = = 7
lzrazavamo sa qeD  rer (Px P)(Xl(x] q) = (Pxexr) (X (x)zq) . 8
Jezik L={Xi,cj} koga Cine simboli sluc¢ajnih promenljivih i

konstanti, generise prebrojiv jezik L’ = {[Xﬁar],{xlﬂr],c . re@}

relacijskih i konstantnih simbola. Skup formula logike slucajne
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nromenl jive Lﬂp(ﬁj def'inisimo KkKao sxup formula logike L;D

Sledece ¢etiri aksiome oplsuju relevantne osobine slucajnin
cromenl jivih.

D, [Xiarl = [XiES] , gde r=s

D (X >r) = V [X zr+1/n} ;
2 i n i

D (X zr] e A [X=zr-1/n] ;
3 i n 1

D v ([Xia-n} A [X =nl])

4 L 1

Navedene aksliome zajedno sa aksiomana AI—AS i 81—84 loglke

L (R). Potpunost i druge

L]

o ¢ine potpun sistem aksioma logike Lﬁ?

nodel-teoretske osobine logike L

fr0~

@D(RJ izvodimo iz odgovarajucih
L2

cgobina logike LJ&P tako sto verovatnosni model YU’ prevodimo u
model sluc¢ajne promenljive U pomocu

Xﬁ(g} = sup.{ red : W [Etrl[gl ¥

PR

Navedimo samo teoremu potpunosti za L”P L
75

TEOREMA 2.1.18

Prebrojiva teorija T logike LiP“RJ ima model slucajnc
; ¥

promenl jive akko Je konzistentna u logici LﬂP(R) .o
2.2. LOGIKA SA INTEGRALIMA
Néka Jje <A, S, u> verovatnosni prostor i . AR

u-integrabllna funkcl ja. DBodro je poznato da:

fdug > r  akko = A {a:f(a)>q tzr (1)
JEdu n<w, 1 ,d ;\/;r , g €0 1={=n H ( C% i
= 1 1 n n
rle[O,ll, Eriqi>r
Ova osobina deje mogucnost lzrazavanja Lebesqueovog
integrala  pomodu . mere, £]. recenicom sa  verovatnosnim

kvantifikaterima. Kake je neke oscbine verovatnosnog prostora, na

primer, osobine slucéajne promenljive, obicéno lakse 1izrazitl



«oristecl integrale, to uvodimo logiku sa integralima L ko ja

Af

J€, 1 izvesnom smislu, ekvivalentna logici Lﬂp (osobina (I)1}.

Opisimo sintaksu ilsemantiku logike ng :

Jezik L:{Ri,cj} Je prebrojiv Hd-rekurzivan skup konaénih
relacijskih i1 konstaninih simbola.

Atomski termi su oblika 1(R(X)) 1ili 1{x=y) , za svaku
atomsku formulu logike prvog reda.

skup termg logike Lﬁf sadrzi atomske tefme, zatvoren Jje za
ntegralne operatore, tj. ako Jje T term i x individualnas

pr*_omenljiv.a tada Jje 1 Jtdx term, ii zatvoren je 2za neprekidne
f'unkci je F:R5R takve da F]ﬂneé,.tj. akq Su T&,.;.,Tn termi, ﬁada
Je i F(Tl,*..,TnJ term ( specljalno, za n=0, redrR je term ).
Zatvoreni termi su termi bez slobodnih proﬁenljivih, pri
cemu lntegralnl operator "vezulje" promenljive.
Skup formula logike Lgf sadrzi atomske formule, tj.
tformule tipa 720 gde Jje T term, i1 =zatvoren Jje za negacije i
predbrojive konjunkcije. Ovo poslednje znaci da ako Jje @ skup
formula sa konad¢no mnogo promeﬁljivih 1 ®esd, tada je 1 AP formula.
Recenice su formuie_bez siobodnih promenl jivih.
Dakle,.prave-kvantifikacije na skupu formula nema, vec¢ pri

gradenju terma kKoristime integralne operatore.

Vrednost terma u verovatnosnom modelu % definisana je sa;

> Y
. 2., 4, 1 ako aeR
(1) 1{R(xX)) (a) = { O inace ’

! 1 o a=bh
1ix=y) (a,b)= { 0 ?;:¢z

(11) (ST, W) (3F) = St (b, 2)dulb)

(L

J=at

i) F(rl,..;,rnJ“(zJ - F(r?(éJ,...,rf(z)J

i

( specijalno: r r)
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Zadovol jenje atomskih formula definisano je sa:

-3 i, =
ﬂk T+ = 0 [a]l akko T {5) = 0

Aksiome logike L}MN dovijene su, wuglavnom, translacijon
cdgovarajucih aksioma logike LQD . Sledec¢i skup aksicma logike L ..

2 i)

motivisan disertacijom Rodenhausena [S0}, uveo je Keisler u [30].

El Sve Seme aksioma logike Lﬁ bez kvantifikatora sa 1{x«=yj=1

umesto xX=y .

E2 T =0 v T =1 , za svaki atomskil termn 7
E (i) r=r .,
a3
{11) TE2rasT=ZS , Zar=zs
Eﬁ <T1,...,T >eS = F(rl,*..,t jela, bl , za svakl racionalan
m o

zatvorenl pravougaonix SCRT i [a,bl=F(3)

E (1) frdx = r

{5

(11) frixidx = [t(yldy ,

(i11) JJti{x,yldxdy = Sltix,yldydx

{iv) [({ro + s*1)dx = r-Jodx + s-Jtdx
E T >1r < V' v = r+l/n
= Y
E? Za svako melN |
VIF (1-fF (11X, 2)-1(F, 2)1d2)dP)a% = 1-1/m |
m
1 ako s = 2/k
gde Jje Fk(S) = 0 ako s = 1/k :
linearno iﬁaée
a [rd¥ Je J(J... (Jrdx_ J}...dx i}dx
1 n-t n
Pravila izvodenJja su:
™ } ]
Fooog, @2y (Y
F,ooo{e=y: yev Y b= AW

F o » (T(x)=0) } ¢ » (Jt(x)dx)=0 , gde x nije slobodno u ¢

Problem potpunosti za logikxu Lij resava se Henkinovon
. g .



construkciljom slabe Iintegralne strukture, a zatim Loebovon
xonstrukel jom Daniellovog integrala (videti [30)1 1 [36]).

TECREMA 2.2.1 (Keisler {30}])

Prebrojiva teorija T Jje konzistentna u L akko ima

1§

verovatnosni model. O

Indukeil jom po izgradenost! terma logike L svakom termu

Af '

T(%) 1 svakom reRnd pridruzimo formulu ¢ logike L

. P take da u

svakod verovatnosno) strukturi 1 vazi

Tﬂ(g) >r akko AU F ¢ 1“[Ez} ., acA”
5 5 . X = x za r<0
Ako Je 7(X) oblika 1{(R{x)) , tada o . Je R{x) za O=p<l | i
! X *# X rzarzi

slic¢no za 1(x=y) . Ako Jje 7(¥) oblika Ia(?,y)dy , tada p_ . Je

/\i Ve 7 .
n<i, I‘iquj\'/-ajr‘ :q E@ 1=f{=n (Py Pi) (Pﬂ',q(x’y) (DSOblna (I)}
n n .

1
r e[0,1], Er q > r
i i i

Ako Jje T(¥) oblika F(t,....Tt) i F{r,+=) prebrojiva unija
n
otvorenih pravougaonika H&={r&i,sli)x...x(rni,sni),' tada @T,r Jje
A .
? 1= §=n [¢Tj,FJ‘ A qeﬁ}/§<s_i 1¢rj,q )
i j

Stoga, za svaku formulu ¢{(¥) logike Lpr » koja ima sve

1

simbole i pravila kao i Lgp i Lgf , postoji formula w(?) logike

. > . - > S
L 1 formula 6{x}) legike Lﬂf tako da Lﬂpfk e(%x) = Ylx) i

Lﬁ?jk @(2) = 8(3}_. Takode, za recenicu g¢ logike L o vazl L

A ﬁPJF ¥

1] 3 y 3 ’ 3 ! L
axko Lﬁpk ® , 1 za recenicu ¥ logike Lﬂf vazi Lgpfk Y akko Lﬂfr VE

Dakle, logika Lﬁpf Je konzervativna definiciona ekstenzija i

logike Lﬂp i logike Ldlf , Pa mozemo napraviti paralelu izmedu

mocel-teoretskih rezultata koji vaze za obe logike.

Navedimo samo teoremu konac¢ne kompaktnosti za logliku L

AJ

Ulogu wuniverzalno konjunktivnih formula igraju formule oblika

telr,s] , gde Jje T term logike L

A

2S5



TEOREMA 2.2.2 (Keisler {281})
Ako je T skup recenica logike L oblika telr,sl], 1 ako

AS

svakl konacan podskup od T ima gradirani verovatnosni model, tads
i T ima gradirani verovatnosni model. O

Paralelno povezivanju verovatnosne  kvantifikacije i

sluzajnih promenljivih uvodenjem logike Lﬁé(R) , mozemo povezatl

integralne operaltore 1 slucajne promenl jive logikom L

ﬁj(a)‘

Neka Je L={Xi,cj}.

. . L . s
Atomskl lermi logike Lﬁf{R} su oblika Xi (%) 111 lix=y],
cok su termi 1 formule definisant na isti neelin kao 1 za L?I .
i

Vrednost terma u strukturi % sluéajne promenljive, u

slucaju pridodatog atomskog terma definisana je sa:

A1 | k)|
X. (gl = min {r, pax (—P,X.(g)}
i,y %

Da bi dobili potpun sistem aksioma logike L, .{(R]), doveljno

Al

Je samo aksiomu E2 logike L zamenitl sledec¢im aksicomama:

1
Gl 1{x=y) =0 v 1{x=y)} = 1 .

O X. (2) = min {(s,max {-s, X. (?)) za (O=s=r
2 i,s i,r
-
63 E-(IXi’k+1(x)l < k)
(; Za svako mely V i¥ (ﬁ] - X {ﬁ)ldﬁ < 1/m
,14 : 4 ' .k i,k+1 1}}( | —

Logike Lﬁp(ﬁ) i LQI(R) imaju zajednicku konzervativnu
definicionu ekstenziju, Orugim reCima, to su ekvivalenine logike,

pa model-teoretski rezultati koji vaze za L, (R) vaze § za L

At ﬁf(ﬁ}'

Na kraju ovog dela, navedimo 1 Jjednu modifikaciju logike

s2 integralima koju je uveo D. Hoover u [23). U logici L{[},

mozemo  realizovati teoriju mere ve¢ na  slabim  integralnim
nodelima. Opisimo ovu logiku I njene analiticéke modele.

Prebrojiv jezik L Jje disjunktna unija skupova LE, LR i L'
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koJjl su XZ-definabilnl na &£ . Skup L° cine relacijski simboll koji
Uzlmaju u modelu vrednosti O i  1 (lazno i ta¢no), Iﬁ? cine oni
relacli jski simboli koJji uzimaju Qredﬁosti iz (0,11, dok L' cine
svl funkcijski 1 konstantni simbeli.

Nad prebrojivo mnogo pro}nenljivih VD, vl, vz, ... koristec¢i
konstantne 1 funkcijske simbole definisani su termi logike L(I]ﬂ
kao 1 za logiku prvog reda. |

Atomske formule su oblikahIR(tI,...,t ), gds ReLﬁuLE Je

n

n-arni relacijsxi simbol i t ,...,t su termi, ili r , gde reRnd.
1 124

n

Skup realno-vrednosnih formla sadrzi atomske formule,
zatvoren Je za neprekidne realne funkeije dva argumenta + , - ,
min 1 max , zatvoren Jje za supremum, tj. ako j&1¢lpPEbPDjiV skup
realino-~vrednosnin formula sa konac¢no mnogo slobodnih promenl jivih
1 beRnd , tada Jje 1 min(sup®, b) realno-vrednosna formula, i
zatvoren Jje za integralne operatore.

Skup iskaza logike L(J')_Ii ¢ine izrazi oblika ¢=¢ 111 @=y,
gde su @,y realno—vfedﬁosne formule, 1 zatvoren je za negacije i
preorojive koﬁjunkcije 1 disjunkei je.

Prednost ove logike nad logikom LAI.LkL izmedu ostalog,
sto moZemo pomodu iskaza opel napraviti realno—vrednosne_formule.

Nalme, ako Jje p iskaz, tada 1{p} Je realno-vrednosna formulas

definlisana sa:

1(p=y) = 1—min(§yg n{e - ¢), 1)

[

1 (=) min{1{e=y¢), 1{yse))
1(ap) =1 ~ 1(p) ;
1( Y P, ) = min(s?p l(ﬁi),l)

Aksiome logike L(I)ﬁ (videti [{231):
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]

s Sve aksiome logike li bez kvantifikatora sa iskazima u
formulaciji.
Hq Sve konacéne teoreme bez kvantifikatora teorije realnih,

zatvorenih polja sa max 1 min, plus dijagram uredencys

1

polja realnih brojeva <R, +,-,=> 1

»

Al = = < f
( AN Y+l/n ) =2 0 =Y .

H3 0=R A R=1 za Rel.

R=0 v R=1 zZa REL2 .

in{sun: < A min( <
H% min{sup®,b) = ¢ < ceD min{e,b) = ¢ .

H (t=t) = 1, {(s=t) = {(t=s) , min{s=t,i=u) = s=u

5 ¥

min(s =t ,...,s =t ) = f(s ,...,s )=f{t ,...,t )

1 1 N I i n 1 n
min(s =t ,...,s =t ,R{s_,...,s }) = R{t ,..., t o),

1 1 n n 1 n 1 n

. ) 2 R . ')
gde s,1,4,5,,...,S ’ti""’t su termi, ReL uwL™ 1 fel
1 n Tl

H fo{x)ldx = felyldy |,

Jo-ydx = ¢-JYdx ako x nilje slobodno u ¢ ,

It

Jo+ydx Jedx + [pdx
JJpdxdy = [Jedydx .
H fmin(supd, bldx = min(sup{fmin{sup¢o,b)dx:©9E¢ konacany, bl.

H 7o svako realno £>0 ,

PUZPLD: folh2) - o(¥,2)1dZ < &) > 0} = 1
gde P{ﬁ:p(z)} = fl[p]dﬁ_. I
Pravila izvodenja su:

I o, @ =Y b

I p(x) F p(t) , x promenljiva , t term .

I, ¢ =y | Jpdx = Jydx .

Pod modelom logike L{J), podrazumevamo analiticki

el

_ . ' TR TR
verovatnosni model. Naime, univerzum A modela U=<A,R ,c ,f >

T -



logike L(I3£ Je analitic¢ki podskup skupa R realnih brojeva, sve

. . gl X
relacije R su dom(up )

RELR (RELE), i sve funkcije fﬂ:akaa su ddm[pk)/dom(p)*merljive.

/B-mer] jive funkcije'&k%[O,l] (Ake{O,l}) za

Realizaci ja teorijé mere na slaboj integralnoj strukturi
pice oplisand u drugom delu glave §3 . ;Navedimo samo teoremu
potpunosti za analiticke modele, koju je:D. Hgover dokazao u (23]
ne xoristeci Loebovu keonstrukciju mere na nestandardnom univerzumu.

TEOREMA 2.2.3 | | .

Teorija T logike 'L(I)ﬁ- koja Je ZXZ-~definabilna na « i
konzistentna u logici L(IJA 1ma ;naliticki verovatnosni model. D

Analiticki verovatnosni model dobro poznatim tehnikama
nestandardne analize (videti primer 1.2.2), moZzemo transformisati

U hiperkonac¢an model, sto zajedno sa prethodnom teoremom

obezbeduje egzistenciju hiperkonacnog modela za logiku L(f]ﬁ :

2.3. . LOGIKA SA OPERATOROM USLOVNOG OCEKLVANJA

Za lzrazavanje takvih pojmova 1z teorije verovatnoce kao
5o su martingali, Harkovljevi- procesi i sli¢no, potrebno je
izgraditl takvu verovatnosnu logiku kojﬁ ce imatil razraden koncept
uslovnog ocekivanja. To se postize dodavanjem noveg operatora El])
logicil Lﬁf , koJgl 1igra ulogu - .uslovnog oc¢ekivanja.

Logiku uslovnog ocekivanja LﬁE uveo Jje Kelsler u [30], a
doprinoes u resavanju nekih logickih problema kao $to su
egzlstencl ja 1 Jedinstvenost hiperkonaenih modela logike Lﬂp

14 ¥

Rebinsonova neprotivrec¢nost 1 Craigova interpolacija, dao je

Fajardo u [11].

Skup terma logike Lﬂr prosiren Jje u odnosu na L ,.{R)

AS
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. : : = : <
dodavanjem novog usiova: ako Je wi{x,y) term 1 z promenljiva, tada
. : = ,
je i ElT(4,y)lyl(z) term u kome Jje y vezana a Z slobodna
promenl jiva.

Interpretacija terma u strukturi uslovnog ocekivanja za
sludaj operatora uslovnog oCekivanja data Je sa:

%:Ananﬁ Je ;f“lxgwmerljiva..funkcija. takva da za

Elt(X y)lyl(z)
svako AcA” E[r(?,y)Iy](z]ﬂ(g,g)=E[tH(§,-JI?](b) za p-skoro svako

DeA.

Dz. bi dobill potpun skup axslonma logike Lﬂ dovol jno Je

p >

aksiomama i pravilima izvodenja logike L&I[R) dodatl sledece dve
aksiome, kojima formalizujemo definiciju uslovnog oéekivanjaf
5o El@ ) Iyiz) = Bl w i)
gde se promenljive y 1 u ne pojavijuju u Z :
Jz fElo(y)tyvi(y)-tlyldy = fElel{ydiyity)-Elx(yl)lyilyidy
Keisler u [301 resava problem potpunosti za logiku L ..
vrevodenjem rec¢enica ove logike u recenice logike Kﬂj(mj' gde je K
novi Jezik prosiren simbolima_ slucajne promenljive Xr za svaki
term T logike L 4o oblika Elc(X.y)lyl(z), a zatim koristi pot?unost
zz  logiku Kﬂj(ﬁ). Fajardo u [11] daje Jedno prosirenje teoreme
votpunostl za ng koristeci famillju {?n:nﬁﬁ} oc-podalgebri algebre
p-merljivin Skupova'u strukturi uslovnog ocekivanja, za koju vazi
?ﬁg?n+1 . nelN . Dovoljno Jje dodati prebrojive novih aksloma:
EHET{Q,VJly]:EnﬂﬂE;{t(g,y)iy]lyl ., neN (videti primer 1.1.4).
TEOREMA 2.3.1 (Fajardo t111)
Neka Jje T teorija logike Lﬂ{é-:nem} sa operatorima
uslovnog oc¢ekivanja za svako nell. Teorijna T ima model oblika
U Ao

L=< > . 1.- 13 SR < g:?* a .
1 A,Xi,cj,g,?n iel, jeJ, neN za. koji Je F_ 3n+1 . neN, akko je



vonzistentna sa aksiomama ove loglke . O

Fajardo u (11} uvedi pojam hiperxonac¢nih modela logike LﬂF

raralelno Keislerovim definicijama istih za logilku L i resava

AP 7

prooleme egzistencl je i'jedinstvenosti ovih modela, a pomoc¢u njih

doxazuje svoJjstva  Robinsonove neprotivrecnosti 1 Craigove

interpolacije za logiku L .
_ AL

2. 4. ADAPTIRANA VEROVATHNOSNA LOGIKA

Za model-tecoretsko proucavanje teorije stohastic¢kih procesa
potrebno Je izvrsiti modifikaclilju logike sa uslovnim ocekivan jem.
Logiku koju c¢emo zvali adaptiranom vefovatnosnom logikom i
cznacavati sa Lad uveo-Je Keisler, a posebno proucavao Rodenhausen
u svojoj disertaciji [S0].

Promenljive logike L, razdvajamo ?u dve grupe: jedna
verovatnosna promenliiva X  prve vrste i .prebrcjivc MNOZO0
vremenskin promenl jivih t;’tz";' druge vrste. Nelogicki <simboli
Jezika L su simboli stohasti¢kih:procesa Xi , 1€l

|

Atomski termi logike L, su oblika Xi (x,t) za svako reQd’.

» T

Terme logike Iﬁﬂi ¢ine: lgtomaki termi ; svaka vremenska
promenl jiva €, svaki realani broj rTeRnd ; izrazi oblika
F(Tl,...,Tn), gde Fecﬁ(R“J i TI{...,TD su termi: ; izrazi oblika
Jtéw , Jzdt , Elrlsl}ix, t) 'gde je T term a s,t vremenske
promenl jive.

Formule logike Lad su definisane kao 1 za logiku ng
Interpretacija terma 1 2zadovol jenje formula logike Lad u

adaptiranom verovatnosnom modelu su uobicajeno definisani.

Izrazimo neke poznate osobine stohastickih procesa



recenicama logike L"d :
[N

PRIMER 2.4.1
() Proces 1T(x) Jje martingal ako st = t{s)=El[z{t)]|s] s.5. ,
gde E[T]s] Jje skracenica za Elz|sl{x,s) a
t{s)=c(s) s.s. za Jizis) - ols)idx =0 .
(v) (s) je Markovljev proces sa neprekidnom funkclijom prelazz

FeTF (Fellerov proces) za FeC (R} ako
74

55t = E[F[T(t}]IS]:TF(S,t,T(S))_S.S.
{c) ¥ Jje Brownovo kretinje ako
(1) X.je martingal ,
(ii) s=0 = X(s)=0 s.8.
(111) sst o EL(X(t)-X(s))Isl=t-s s.s. ,
(iv) sst = E{F(X{t)=X{s))Is]=fF(X{t)-K(s))dx s.s. . =
Skup aksicmz logike L dac Je Rodenhausen u (S01].

ad

havedimo aksiomatizaciju koja se moze naci u [311].

K1 Svi primeri tautologlja lskaznog racuna,

K2 AN = ¢ , gde ged .

K3 (1) X a(x,t)=min(a,max(—a,x_ b(x,t}]) za O=a=b ,
¥ ! 1, i

(11) AR R (x,t)1 =k
k 1, k+1

s B

(iii) za svako m , E IIEXET 1{E,t)fX_¥(X,t)|dxdt <1/m.
y T , 1,
K (i) a =z a |,
4
{11} T2 a=7T=2=ob . za az=b ,
(iv) O =1TAT=1,
K (¢ ,...,T J€S = F(r ,...,T Jela,bl , za svaki racionalan
) 1 m 1 . m
zatvoren pravougaonik S¢R” FECi[Rm) i F(s)=la,b]
K=
KS (i) fadt = a , Jadx = a

(11} za svako fECEO,li i Iéf(&]dg = a

()
)



imamo aksiomu  Jf{tl)dt = a
(111) Jft(s,...)ds = ft(t,...)dt
(iv) Sflt(s,t,...)}dsdt = fjris,t,,.;}dtds ,
(v) J{a-x+b-o}dx =_a*frdk + b-f%dx :

(vi) AV PRIt 2, . )=t B ) [max(0, 1-13-F | n) d3dPdx=1/mn

ti. T Je pxhk—merljiva funkcijﬁ.;
K (1) Elz(s,...)Isl{x,t} = E(r(ﬁ,...]lu](x,t] ,

(i1)  JElzit]:cdx = fE{T}t]'E[Ult]er :

(iii) s=t = E[risl=E[Elt]s]|t]

Pravilaiizvodenja Su:

L o, 9=y Ly,
L e >4 yett ¢ =Ny,
L p 5 (20) | ¢ = (Jrdx=0) ﬁ.' ¢ =» (t20) |} ¢ #_[ftdtaO) :

gde promenljive x 1 t nisu slobodne u ¢ .

‘Teoremu potpunosti za logiku Lad Keisler u [31] dokazuje u

dva koraka. Prvo, za podlogiku !11 (eksiome Ki_KE) koja nema

operataor ﬁslovnog oCekivanja, polpunost se dokazuje uobicéajenom
primenom Henklnove Kkonstrukcije slabog integralnog modela 1
Loebove Kkonstrukcije Daniellovog intagrala. Druge, prevodenjem

rec¢enica logike Léﬂ;ll recenice logike KB.’ gde Jje K proesirenje

Jezlka L novim simbolima stohastickih procesa Xr za svaki term T

ocblika Elcofis](x,t), dobijamo dokaz potpunosti i za punu logiku Lad'

TEQREMA 2.4.2 (Keisler {31])

Svaka recenica logike Lad xonzistentna sa aksiomama ove

logike ima adaptirani verovatnosni model. o

Adaptirane verovatnosne ‘stirukiure % 1 % su slabo

Lad—ekvivalentne (oznaka: u'

|

8) ako modeli ¥ i B zadovol javaju
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iste recenice logike Lad

| . _S
Modeli % 1 3 su Jjako Lad—ekvivalentni' (oznaka: U =" §)

= n ., ' . . - . .
axe za svako a€[0,1] 1 formulu ¢(t) logike L (¥ nije slobodns

ad

o

4@ vazi ﬂ} $[§] akko Bt w[gl :
i ' =< F > ‘ [ ¢
Adaptiranil prostor § AqS,y,Jt te[0. 1] Je zasicen ako za

svaka dva Jjezika Licr® (sa simbolima stohasticékih procesa), |1

. .1 . 1 it s .1, .2 . )
prosirenje U prostora ¥ za jezik L', za 8 =" ¥ i B5° prosirenje

modela Bllza Jezik Lz, postejl preosirenje . modela 4’ za Jjezik .

: 2 _S _2 . . C e :
xo da U° = B . Slaba zasicenost se definise isto sz Zapazan jem

T
[

i

cda. Koristimo Slabu.Lad*ekvivalentnost.

, : <A < 5 B .
Adaptirani prostor ,S,u,Jt tel0. 1] takav da za neki

internalan =-adaptiran prostor <A, T,v.9 >

< sel0, 1] algebra S je

Lcevova algebra generisana sa T, mera it Je kompletizacija Loebove
mere od v 1 ?t Je o-algebra generisana sa U % u{pg-nula skupovi},

o=t g

zovemo adapliranim Loebovim prostorom.

Zasic¢enim strukturama teorije modela prvog reda odgovara ju
zasicenl adaptirani prostori logike Lad' bgzistenci ja adaptiranog
Loebovog prostora koji dopuéta Brownovo kretanje (videti Anderson

r

L

1._)

1) 1 c¢injenica da su ti prostori  zasiceni, obezbedu ju
egzistenci ju zésiéénih adaptiranih verovatnosnih prostora, sto
ca e svo jstva Robinsonove neprotivrecnosti i Craigove
interpolaclije za logiku Lad . Vise detalja o ovim ronstrukci jama
blce izneto u trecem delu glave §3

U adaprirancj logici Iﬁﬂj nOZEemo ;ﬁi akslomatizujemo neke
osnovne pojmove Opéte-teorije stehastickih procesa. Navedimo dva

primera takvih aksiomatizaci ja.



PRIMER 2.4.3

Sluc¢ajna promenljiva S:A-[0,1] Jje vreme =zaustavljanja u

odnosu na filtraciju {%,:tel0,1]} ako za svako tel0,1} vazi

{aEA:S{a]ﬁt}e?t.

Pretpostavime da su nelogicki simboli Jjezika L simboli

slucajnih promenl jivih St’ iel

Struktura vremena zaustavljanja jezika L je struktura
%:CA’S?’C?’H’gﬁbiEI 5eJ, tel0, 1] takva da Jje svaka slucajna

.. ! . . ..
promenl jiva Si vreme zaustavljanja u, odnosu na filtraciju

{?t:tE[O,l]}.

Neka su atomski termi logike Lad oblika Si {x}, sa istom
. 3 T

interpretaci jom kao i Xi (%, t]}

s T

Ako aksiomama logike La dodamo aksiome:

d
M A (0sS  =1) s.s.
1 + i,r
red |
M AV IF (JEnin(S Pk, L)-min(S ', t)tdx)dt = 1,
P + Kk kK i, r i, t
rei)
0O ' ako uz0
gde Fk(u} = 1 o ako usl/k ,

linearno inace

i =¥ s.5. Je zamena za Slg—min(g, ) 1dx=0

dopicemo potpun skup aksioma za strukturu vremena zaustavl janja

jezika L . m
PRIMER 2.4.4

. e I S , :
Neka Je A,p,&t £e(0,1] adaptirani prostor.

&-aigebru 0 na Ax{0,1] generisanu p«B-merljivim skupovima

L)

B takvim da za svako te[(, 1], Btz{a:(a,t)EB}ESIt i E& = n B

s>t g

zovemo optimalnom o-algebrom u odnosu na filtraciju {?t:tE[O,l]}_

Stohastic¢ki proces X je optimalan ako Jje funkcija X

nerljiva u odnosu na optimalnu o-algebru O .
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U U
Model U=<A,X ,c ,u,F > - . oz il (X e )
0&e i T T I,JeJd,tel0, 1] Jezika L {Xi Cj

zovemo optimalnim modelom ako je svakl stohasticxl proces A

M

-t

U
ocrptimalan u odnosu na filtraciju {?t:teiﬁbll}.

Neka Je T prebrojiv skup recenica loglke Lad I neka je

AN - f
Ma . ¥ ffk(diE[XI

(t)it]ix, t) - Xi (t)ldx)dt = 1
red ]

I r }

Ako T ima adaptirani,madel, tada je T u {Mﬁ}'kﬂnzistentna
tecrija u 1ogigi Lad . Ako Je T v {HS} koﬁzistentna teorija logike
L ., tada T ima optimalan model. =

Dokazl potpunosti navedenih aksiomatizacija u primerinz
> 4.3 1 2.4.4 nmogu se naci u [10]. Napomenimo da su aksiome
b%«MB zapisane u Jjeziku logike Lad ., za razliku od [10] gde autor
Yoristi i verovatnosne kvantitfikatore (P?tr) za rean[o,1].

Na slican nac¢in moguce Jje lizvrsitl aksiomatizaciju za

prediktabilne stohasticke procese, za martingale 1 drugo.



33 DVOVEROVATNOSNE LOGIKE

H.J. Keisler u ¢lanku [30] o raznim verovatnosnim logikama
postavl ja probleme potpunosti i drugih logickih i model-teoretskih

rezultata za klase dvoverovatnosnih logika. Teoreme potpunosti

, a . .S - : . : o
logika Lﬂplpg i Lﬂ?lpz sa dva tipa verovatnosnih kvantifikatora u

apsolutno neprekidnom i singularnom sluc¢aju respektivno, dokazao
Je M. Raskovi¢ u [41] i [43]. U [45] dokazane su.teoreme konad¢ne
kompaktnosti za oﬁe logike. Proucavanje drugih model-teoretskih
osoblina ovih logika, kao i proucavanje osobina analognih
dvoverovatnosnih logika onih logika opisanih u §2 , motivisali su

ova] rad.

3.1. LOGIKE SA DVA TIPA VEROVATHOSNIH KVANTIFIKATORA

Logika LZ@ D ( a oznaéava apsolutno neprekidni slucaj )
1 2 ’

Je slic¢na standardnoj verovatnosnoj logici L Razlika Jje u tome

AP

. , : . , . . e ns - :
sto ova logika ima dva tipa verovainosnih kvantifikatora Plxar i

P Yer
. . . i . a . :
Aksiome 1 pravila l1zvodenja za Lﬁ? p SU aksiome logike
.1 2 |
LEE , sStim da j”P1 i P2 igraju ulogu P , zajedno sa sledecim
2Ll
aksiomama:

HI dkalome neprekidnoostl verasatnesnih kvantifikatona

(1) Ay (Pi§ < 1/nJ(PJ§e[r-1/m,rJ) el(%,Y) , i,4=1,2 |
m _ '
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(1i) AV (Piﬁ < 1/n)(Pjﬁe(r,r+1/m]) ol%, %), i,j=1,2
I1 I

N2 dikoiloma apeclutne nepnekidnoati

Fa\ A A :-} < A 2 '_f-' < ;': 3
, c‘V A ([ng Slp(x) = [Plk €)p(x))
cefl Sel n

¥

gde Je @ = v & |, P, ded 1 ®={¢ged: ¢ ima n slobodnih
, n n i n

promenl jivih; , n<w .

: a
Potpunost navedencg skupa aksionma logike LIDP moze ge
i
1 2
aoxazati u tri koraka, takozvanom slabom-sredn jom- jakom

Konstrukei jom.

Prvo, Henkinovom konstrukeijom dokazujemo egzistenci ju

a

slabog modela. Pri tome, slab model logike Lgpp
2L
1 2

Je struktursa

N | -
3k iel, jeJ, neN, k=1, 2 takva da je svako H konacno

7 = - n oW - = - -
aditlvna verovatnosna mera na A sa merljivim singltonima, 1 tako

da je skup {Bea™: i o[2,8)) .

. ' >
; c—merliiv za svaku formulu ¢(x,y)
n, x .

LAY

1 svako geAm

Dobro Jje poznato da Jje definicija ( videti uved )
apsolutne neprekidnosti mgre R, anosu na meru K ekvivalentnn
uslovu: za svako £€>0 , postoji S>O tako da za svaki merljiv skup

X, 1z ﬁz(X)<5 sledi ﬂl(X)<8 . U slucaju konac¢no aditivnih mera

2 slabl modeli rade sa takvim merama , ovil uslovi nisu

cxvivalentnl. Stoga, aksiomu Nz ne mozemo zamenitl “prirodnijom®

aksiomom oblika: A A (P QEO)ﬁig) = (P Q:o)@[g) . U to nas
n e 2 i
n
moZze ubediti 1 sledec¢i primer.
PRIMER 3.1.1
Neka je L:{Rlix),szx),...} ¢ —cdefinabilan skup unarnih

predikata, 1 neka je T={(PEKEIJZW4)R.(x}:new}u{(P1le)R (x):nei}
_ n 1 n

prebrojiva Zl—definabilna teorija. Struktura ﬂz(N,Hﬂ,pl,uzbn N
_ N -,

takva da je: Pgt== {n,n+1l,n+2, ...}

: “1 konacno aditivna mera no
I



sxkupu prirodnih brojeva N za koju vazi
(1) uI(A}é{O,l} za svako AEN ,
(2) glim}=1. i ﬁl(A3=O za svaki konacan skup A

filter ¥ kofinitnih podskupova od N prosirimo do ultrafiltra U

1 'ako Ae'll
O ako AgU

1 deflinisimo “1 sa pl(AJ = { ), & mera M, Je mera na
N takva da pzﬁn}=1/2n za .svako neN predstavlja slab

dvoverovatnosni model teorije T. Ocigledne Jje da teorija T nema

pravi apsolutno neprekidni dvoverovatnosni model. =

Kako su formule logike sz D skupovi elementi dopustivog
12
skupa ﬂ;i LEFJP' = ﬂ.rnlizp p to Jje potrebno prosiriti aksiomu
12 112 -

pp - Ovaj problem se u [41) resava
1 2

xonstruxcljom srednjeg modela, tj. slabog modela u kojem jos vazi:

1
N na sve formule logike a,{

2 K
za svako €>0, postoji 3>0 tako da za svaku formulu @(2,3) 1 svako
ZeA”, ako je u z{gEAn: UE ¢[§,8]}<6 , tada Je

Dy
= ., n > o . . - . .

b {BeA”: Uk old,Bl¥<e . Osnovne ideje ove konstrukcije koristimo

n,

u drugom delu ove glave.

Apsolutna neprekidnost uniformno po svakoj formuli @(2,?)
u srednjem modelu, uslovl java apsolutnu neprekidnost internalnih
skupova u nestandardﬁoj strukturi = U. Loebovom konstrukci jom
dvaverovatnosne strukture (teorema 1;2.1) zadrzavamg apsolutnuy
neprekldnost i za sve Leeb-merljive skupove, Jjer se ovi skupovi
mogu aproksimifati.internalnim skupovima. Ovim, poslednjim korakom
u  Kkonstrukciji apsolutno neprekidnog dvoverovatnosnog modela,

zavrsavamo skicu dokaza sledece teoreme potpunosti logike LZP B -
1 2
TEOREMA 3.1.2 (Raskovice [411})

Recenica 199 logike L?IPP Je konzistentna akko ima
12

apsolutne neprekidan dvoverovatnosan model. =
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Ova teorema se sli¢nlm argumentima moze progiriti I na

_ . . . : 2 :

svaku El—deflnabllnu teoriju logike prij. Medutim, apsolutno
7.

rzerekldna dveoverovatnosna  siruktura rne moze biti tako

zslomatizovana da vazl puna teorema potpunosti, sto pokazuje
sledec¢i primer.

PRIMER 3.1.3 (Raskovic (41])

Neka je L = {Hd(XJ’RQ(X)""} ﬁl-definabilan skup unarnih
predikata ko ji nije podskup nekog elementa iz # (pa Lg24d) 1 neka je

\ LA !h -!.-1 1‘1 ‘i r = a [
¢ .®_, ... heka numeracija svin f{ormula logike L, D - Posmalrajmo

172 1t
12

teoriju T:{(Plxyaljxiy, [szyzl)xiy} v {(szﬁl/Z“)S (x): nelN} v
I

W {(PiKEI/ZJ(Sl(X) A.oo.oA S (X)) neMy, gde je S {x) prvi predikat
n It

Jezika L koji se ne Javija u formulama L { lakav
. T
predikat postoji jer'bi, inace, LETC{@I) vo... w TC(e led .
' e
Teori ja T ocigledno nema apsolutno neprekidan

dvovercvatnosan model. Ali, teorija T je konzistentna sa aksiomama

<.

logike L}%‘P . Zaista, ako Je A=[0,1], M Lebesqueova mera na A,
172
) ) 0 ako xe{0,1/2} .
| = Z2. SVA CH (e = ’ i
Hpte) = Igtdu, o Beh oL 0O { 1 ako xel[1/2,1} '
. - 2 ] *
31210,1/2 + 1/21+ } , tada za svaki Booleov atom
Kok k % L [ B za k=1
AT = 2 n B de e = o , y
ﬁi { Bl i 8 J Br ) A-1 Za x=-1 g
1 n 1 Ti L ]
kl...k kl. %
e { Ai 1“ ) = 0 sledi 'pl( AI in }] = 0 . Kako samo konac¢no
- 1”' I 1 n

predikata 8 (X) moze biti v nekom elementu skupa 2, a predikate
SKUp P

1§
B ako za neko melN, R =S

_, : : . A o n o m

mozemo 1nterpretirati sa R = ' , to
n 81 inace
vazi 1 =aksioma apsolutne neprekidnosti. Stoga, teorija T je
<cnzistentna u L° 2
Xon’ :
AP P

1

2
Za logiku LZﬁ>P ne vazi teorema ¥ompaktnosti . Primer
1 2 |



2.1.11 sa , na primer , Pl umesto P , to potvrduje . Koristeci

ultraproizvod, konstrukclju Loebove mere, kao i c¢injenicu da cse
uslov apsolutne neprekidnosti u srednjem modelu izrazava recenicom
prvog reda (Ye>0 ) (38>0) {wX) ( MZ(X}<5 = “1(X)<E ),

primenom losove tecreme u  [45] Je - dokazana teorema konadne

ompakinosti za skup univerzalno kKonjunktivnih recenica ove logike.

TEOREMA 3.1.4

Ako Je T skup univerzalno konjunktivnih reC¢enica logike

"

LJP p 1 ako svaki konacan podskup od T ima gradirani apsoclutno
1o f

neprekidni dvoverovatnosni model, tada i T ima takav model. =
: S - . . . :
Lﬁglka'LEE’P ( s oznacava singularan sludaj ) razlikuje
1 2

se od prethodne logike samo u semantici. Strukture za logiku
L%D p SUu singularni dvoverovatnosni modeli.

it L

12 |
Za. aksiomatizaciju ovih modela dovoljno Jje aksiomu N

zamenltl aksiomom singularnosti
(Pix=0}((P1y}O}x=y A (P2y>0)x=y3 , i=1,2

Slaba struktura logike L definisana Jje kao 1 za

S
AP P

12
<l

L”P_P , dok' Jje srednja siruktura logike ona slaba
Uil ! i
12

S
Lap p
- 1 2
struktura ¥ u kojoj postoji merljiv skup BSA takav da Jje uiiB]:O
i p2(8]=l

Henkinova konstrukcija obezbeduje egzistenciju slabog

modela konzistentne teorije T logike LiPIj u kojem vazl aksloma

1 2
singularnosti. Dakle, u modelu Y vazi: gk{a:ul{a}>0 i pé{a}>0}=0 \
k=1,2 , sto primenom konstrukcije 1z (431 ({ wvideti uved )}
dopusta prosirenje Keona¢no aditivnih mera K i H, do uzajamno

silngularnih mera. Dobi jeni srednji model teorije T moZzemo Loebovom

xonstrukcijom { teorema 1.2.1 } transformisati u singularan

45



dvoverovatnosan model teorije T, <¢ime Jje zavrsena skica dokaza

. S
teoreme potpunostl za logiku L

AP P
1 2

TEOREMA 3.1.5 (Raskovic¢ [43])

. . S . . - ,
Teorlja T logike LP p Je konzistentna akko ima singularan
1 2
cvoverovatnosan model. a

Uslov singularnosti u srednjem modelu izrazavamo recenicon
prvog reda: (3K} (p (X)=0 A pz(X}=1) , Sto 1 u ovom slucaju
opezbeduje konadnu kompaktnost.

TEOREMA 3.1.8

Ako svakli konadan podskup skupa T univerzalno

. s i . . . . S . - . . :
Kornjunktivnih recenica logike L{DI3 ima gradirani singularni
2,
. 12

cvoverovatnosni model, tada I T ima takav model. o

3.2 LOGIKE SA DVA TIPA INTEGRALNIH OPERATORA

r
f P

Koristec¢i dva tipa integralnih operatora fl...dx i J ... dx

prrl gradenju terma logike ng , dobijamo Siru logiku L ko jom

SR

mozemo model-~teoretski da prouc¢avamo, na primer, odnose slucajninh

-k 1

vellcina u dvoverovatnosnom prostoru sa merama kKoje su ili u

apsolutno neprekidnom 111 u singularnom odnosu.

Logike L i L imaju zajednicku konzervativnu
fgP P , :elf f

12 2 |
definicionu ekstenziju, sto co¢mogucava da dodemo do sliénih

rezultata i za logiku L*f‘f . U ovom delu vecina tih rezultata
s 4
172
vice detal jne dokazana.

Dokazimo, prvo, svojstvo Barwiseove potlpunosti za logike
a . S , ) . g . . .
| i L , odnesno da Je skup svih rec¢enica ovih logika,
af L, C AL |

kKoje su valjane u svakom, odgovarajucem, dvoverovatnosnom modelu,

El nad #4 . Mada Jje Barwiseova potpunost posledica teoreme



rotpunosti za navedene lqgike,15to Je’ takode sadrzaj ovog dela,
dajemo njen direktan dokaz da bi istakli kako se neke bitne

oscbine slucajnih promenljivih wu  dvoverovatnosnom prostoru
lzrazavaju integralima.

Da bl dokazali Barwiseovu potpunost logike L%

df [

1% 2
a

e £I1I2X
dodavanjem prebrojivo novih unarnilh relacijskih simbola [Xzr]

( videti Raskovi¢, Zivaljevie {47] ) uvedimo siru logiku L

¥

[X=r] za re@ , i dokazimo potpunost ove nove logike.

Dvoverovatnosni modeli logike oblika

La Su
dIIIZX

gt bl

ﬁziA,R?,CJ,[XEP]H,[XEP} , U

9] , gde XH:A%R+ Jje Radon-

! > - -
1 "2 1el, jed,red

~-Nikodymov izvod mere H,ou cdnosu na meru M-

&
A1,

logiku ng ( sa jl i Iz unesto [ ) zajedno sa sledecim aksiomama:

Aksiome 1 pravila izvodenja logike L su kao 1 za

Ol Akelame neprekidnacti integralnih cpenaiona

(i) AV V [ 6 (§f(Z9)d)dy < 1/n , i,5=1,2
nmk 1 k 1}

1 ako r-1/m+l/k=s=<r-2/k
gde je Gk(S) = O ako s=<r-1/m 1ili szr-1/k |,
linearno inace 1

(11) AV Y jﬁt}J}r(?,?)dﬁ}d? < i/n i, g=1,2 .

Ii m
(1 ako r+2/kss=r+i/m-1/k
gde je Hk(S] =4 0 ako ssr+l1/k 111 szr+l/m
linearno inace

-

O,  dkoiome olutajne promentjive (i=1,2)

(1) v fiﬂktl[x<r](x),1[XESl(x))dx > 1 , rzs |
1 ako sz2/k 111 t=22/k
gde je Jk(s,t] = O ako s=1/k i t=1/k
| linearno inace
. p

(ii) v g'fiﬁk(l[XEFI{x), Lol Xzp+l/nl{x))dx =2 1,

. F 5 n=1
(111) g v Ilﬁk( Y, L X<r-1/nl(x),1[%2r)(x))dx = 1

n=1



P P
(iv) VvV Iiik( yo 1 Xz=—nl{x), ¥ 1lX=n](x))dx = 1
> |

.

n=1 n=1
1 ako s22/k 1 t22/k
gde Jje Lk(s,t) = ¢ ako s=1/k 1li t=1/k
linearno inace
03 Radaon~-N madymave akaiome (neN; s ... s €Q)
' I
(1) € A St 1ldcs 1) -1{xzs Jddx = ¢ ) =
0=iZ=n-1 P+l : { i
= ”1 T(xldx = E rooso), [SOESiE"'ign) ,
{ =0 B
1 3 A Sk LY 1 . & . <
(11} ( AT I T{x}-1{X% S ., J(x)}-1{¥ si](x)dx r, )} =
= {(J t{x)-1{Z=ml({x)dx = E ro ), (s =s =...=%s =n, meN.
1 +1 Q 1 n

1—G

Ranije pomenutom slabom-gradiranom-jakom konstrukci jom

erovatnosnih modela dokazacemo tecremu potpunosti za logiku

r-{
.

TEOREMA 3.2.1

. . a - : .
Svaka relenica ¢ logike L”U‘IIX J& ¥onzistentna akkoe ima

avoverovatnosan model.
Dokaz: Uslov jJe dovoljan Jer sve aksiome predstav! jaju

poznate osobine slucajne promenl jive i1 Radon-Nikodymovog izvoda.
Neka Je recenica ¢ konzistentna u logici e

4] f ¥ 1 neka e

C prebrojiv skup novih konstantnih sigbola i KﬁLuC . Koristeci

Fenkinovu konstrukciju dobijamo maksimalan neprotivurecan skup &

L N - , s
recenica logike Kﬂfhfkitaﬂo da vazi:

(1) ¢ed |
(2) iz (Ikr(x)dx>O}E® sledi {(t(c}>0)}ed za neko ceC, k=12
(ocscblna svedoka (2) do&ijena Je primenom pravila generalizacije ).

Henkinova teorija @ inducira slabu strukturu
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A A : ' :
M:{A,R?,[XEP] I Xzr] ,ci,51,92> sa univerzumom A=C i Fi(r(x,g)):
:Sup{r:(jgt(x,gldx = rjedt, i=1,2 , takvu da svaka recenica iz @&
vazi ou U4 o,

Sledec¢i  korak je konstrukcija gradiranog apsolutno
ﬂeprekidgog dvoverovatnosnog modela. Ovu strukturu formiracemo na
nestandardnom univerzumnu .-koris£ECi Loebovu konstrukei ju
Daniellovog integrala (teorema  1.2.3). Ova konstrukcija daje
veroﬁatn&sne mere ﬁl i H, na "A takve da za svakl =-term T(x),
standardni deo od *ﬁi(r} Je integral [ ar(b)ndgi(b). { mere u;,
i=1,2, nelN, na A" dobi jamo koristec¢i iterativno integrale ).

Dobl jenl gradirani model =zadovol java skoro svuda aksiomu E%, pa

time inducira dvoverovatnosni model <3,v1,v2> re¢enice

cvideti [301).

o

Ako je Xﬁ(b) = -sup{ rel: {X=r] (b) } , beB , tada Radon-

-Nikodymove aksiome daju vI(D]=I5dev2 za svakl merljiv skup D&B,

tJ. v« v Dakle, model B Jje apsoluitno neprekidan

dvovercvatnosarn model recenice ¥ . =

Ma koJji dvoverovatnosan model U logike sz'f Mo Zemo
172
prosiritl do modela logike LZf‘I.X pomocu Xﬂ=dpi/dp2 i
‘ i 2
(Xﬁr]ﬂ(aJ akko Xﬁ(a]ﬁr . Skup wvaljanih sz T X—Pe¢enica Je
172 |

El~definabilan formulom, na primer, 3P (‘Plje dokaz za ¢ )} . Skup

Ifiri‘X*PeCenica kKoje ne sadrze simbole oblika [X2r] ili [X=r] Jje
b 1d2 ) :

takode Zl-definabilan formulom 3z ( z=TC(g) A (Vtez)aS(t) ) , gde

Jje S(t) ﬂoﬂformula koja definiée skup simbola [X2r] i [X=r] . Tinme

Jje zavrsen dokaz Barwiseove potpunosti za logikﬁ.LZI I

1 2
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TEOREHA 3.2.2

"3
(3

‘ ' al janih cernd ikKe j
SKup svih val jani ecenica logik Lﬂfyf Je

Y ~definabilan nad £ . =

-
i

Slic¢an rezultat za logiku ijlf dobi jamo uvodenjem logike
. S
Lﬂr-f R.fkoja ima novi wunarni relacijski simbol R . Aksiomama
I

1 _
iogike Lﬁj deda jemo samo aksiomu singularnosti:

J 1(R(x))dx = O A FROOdx = 1

TEOREMA 3.2.3

Svaka recenica Y logike Lif P}% Je konzistentna a2kko ima
' - J
172

singularan dvoverovaitnosan model.

Dokaz: Koristi se ista Loeb-Hoover-XKeisler konstrukcija kao i
u apsolutno neprekidnom slucaju, sa Jedinim zapazanjem da za skup
D:{EEB:RB(b)} dobl jamo UI[D):O 1 UE(D}=1 ;o ta. v, L v, . 8

Singularan dvoverovatinosan model <Y, u 1> logike Lif ¢
1 S
' 17 2

) C sy s : S : s
mozeno prosiriti do modela logike LAI IR uzimajuci
' | 1 2 L

R {a) akko =aeB , gde je B skup odreden uslocvom K Lop, -

Kao posledicu prethodnog razmatranja dobijamo Barwiseovu

S

Af I

172

potpunest za logiku L

TEOREMA 3.2.4

Skup svih valjanih recenica logike' Lij 7 Jje
R d
172

Zq—definabilan nad 4 . a

'

Teoreme 3.2.2 i 3.2.4 uopstavamo teoremama potpunosti za

- a S R
logos ' Ktiv
logike Lﬁfifz i Lﬂj‘f respektivno.

1 2

[z Raden-Nikodymove 1 Fubini jeve teoreme sledi da za svaki

, 2 : a _ :
terin T{x,y,Z2) logike Lﬁj I 1 apsolutno neprekidan dvoverovatnosan
172

1 .. >, U . -
model U , funkecija T{X,y,a) :AxA-R Je kompatibilna sa merama H I

(s tJ. ffr(bjc,§3%dpl(b)du2(c) = IIr{b;c,g)uduz(c]dul(b)
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Ova <cinjenica, kao .1 Loebova konstrukcija Daniellovog
_— o . : - : a : .
Iintegrala, upucuje nas da aksiomatizaciju logike LHU“I izvrsimo
| 172

tako Sto aksiomama logike L dodamo aksiome neprekidnosti

A
integralnih operatora (01 1 Oz) 1 sledece akolome apsclutne

nepnrekidnooti

1 ¥ + ol TeT

P A V A A (1fF T(;Jd§|<6 = | [J T(g)d£1<8] ,
2 1
ced oeq n '

gde je T =v T , T,T e i T Jje skup terma sa n
I n : n nt

slobodnih promenljivih ,

= d ,
P fi(fztdy)dx Iziflr x)dy
Da Je navedena aksiomatizacija kompletna na klasi
apsolutno neprekidnih dvoverovatnosnih modela, dokazacemo

koristeci slabu-srednju-jaku konstrukci ju modela.

Ako Je T  konzistentna teorija logike sz [ i
172
§i~definabilna-rmmi.ﬂ, tada wuobicajenom Henkinovom konstrukei jom
.. . : PR, :
dopl Jamo slab integralni model 1U=<A,R ,cﬂ,ﬂ 3 >, _ teorije T
1) 1 2 1€l jed

u kojem je svaka teorema logike LZJ 7 tacna. Neka Jje K=LuC jezik
172

uveden u oOvoj kdnstrukciji, gde Jje C skup novih konstantnih

simbola.

1

Sledeci korak je dokaz potpunosti za srednji integralni
model, tj. slab model ¥ u kojem Jjos vazi: za svako £>0, postoji
_ . -3 ., 2 _.n . =2 - .
3>0 tako da za svaki term t(x,y) i aeA’, iz |52(T(X,a)}f<o sledi
7 (t(x,8))]<e .

LEMA 3.2.5

Neka Jje T teorija logike LZI.I- koja Je Zl—definabilna nad

- 17 2

4 . Teorija T Je konzistentna akko ima srednji integralni model u

@ tacna
1 .
HIIJZ

Dokaz: Neka Jje U slab integralni model i K=LuC . Zelimo da

ko jem Jje svaka teorema logike L

=]

Al T

1 2

prosirimo aksiomu Pl na sve terme logike L
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Neka je K’ Jezik sa c¢etiri vrste promenljivih: X,Y,2,...
promenl jive za skupove; X,Vy,Z,... metapromenl jive; r,s,t,...
promenl jive za realne brojeve iz (0,11 1 U Vv, W, ... promenl jive za
funkcije ATSR . nz0

Predikatl Jjezika K' su : = za réalne bro jeve; Ei(%,X] 22

t > . | .
skupove, nxl; E (x,r,U) za terme, nz0 1 1 (U, r) za integralne

nvl m
operatore, m=1,2 .
Funkcl jski simbolil Jjezika K’ su : f,g.h,... za Svaku
neprekidnu realnu funkciju F:R 52 takvu da Fi@neﬂ , n=
Konstantni simboli Jjezika K’ su : XW za svaku formulu ¢;
UT za svaki term T i r za svaki realan broj rel{0, 1]nd .
Neka je S teorija logike Kh prvog reda definisana sledecim

formul ama:

S Dabna definisanaat

1

(1) (V%) A SERPIETGE,X) 4 B X)), gde (Fadih=s;
y . n
(11) (WU) A =(3X.¥,re)(E" (47.r.W A E° (Zs.u)) .
rL < m m+ 1 v+ 1
{(111) [VU)[VQ,P,S)[(EE 1(§,r,U) A Et 1(;,S!U]] = =5 )
™+ mn+

82 Skatenylonalnaat

(1) (Hi)(ﬁifﬁ,X} s ES(R Y)) e X=V
™
(ii) (vﬁ.r)(E; 1(§.r,U) e E l(i,r,vaj ey U=y
+ n-+

53 Frtenprelacija tenma

(1) . (YXI(E° (0,U) v E" (Z,1,U)) ako © je 1(R(¥%)):
n+1 | T T

n+1

» - Ll t t.
. oy
(i1} (Vx,y)(E2+1(x,y,O,UT} v E 1(x.y,l,UT))

2+

ako T Je 1l{x=y]

(iii) Et '(;,U ) ako v jJe r
O+1 T "
(iv) (Y2, m(E° (%.rU) e (3 A EY (Xs U ) -
n+ 1l T i =1 nn+ 1 i Ti
= ! i =
A f(51"“‘5k) r}) ako v je ‘(Tl""'Tk) ;



(v) (v%,r) (E l[ﬁ,r,UT) = (3VJ{(Vy,s)(E§+1(y,s,VJ —

i+

= E.t (Q,y,S,U 11 AT (V,r))) akoe t je [ 0’(3,\! 1dv
n+t+1 ‘ o m m O 0

S Zadovalienje [onmula
(1) (v?)(Ei(ﬁ,xw) = (arao)E;+1(2.r,uT}) ako ¢ je t=z0;

(i1) (vﬁ)(Eitﬁ,xﬂ¢J - ﬁEz(i,x¢}) :
(1ii) (v?)(Ei(Q,xﬂéJ o ¢2¢

SS Intenpnelacija integnainih openatona 11 , 12

(1) L A A(3XPE | (4, 0) e (35) 1 (Us))

E7(x, %X ))
n @

=

(ii) (Vve) I (U ,r) ;
_ m r

(iii) ((vU,V,r,s) Im(P'U+S-V]=I“-Im(U)‘Ps-In(VJ

gde je _Im(U}=r akko Im(U,r} ;
(1v) (VW) (3r=0)E | G6,r,0) » (3520) 1_(U,8))
S, dpectulna neprekidnost
(¥e>0) (38>0) (VUI (4T _(U)]<6 » T (U)]<e)
S dkolame sdnthedamg paffjﬁ (na nealne &nojece)

SB Jnanalorunacija akaloma &ﬁﬂﬁx.Kif I
Y1t 2

(v?)Ei{ﬁ,x¢) . gde je ¢ aksioma .

S Realinacija aw&hamQMHuca'w tecniie T
(¥x ) E%(x LX)
o 1 0 ¢

Slab model Y logike Kif 7 mozemo transformisatl u
| B R~ |

s 3 t 5 B I
-

standardnu strukturu $=<B,P,Q,F,E™ ", E I
g

»
o+l

S X0, U0, > logike
2 S

n< n=

K, gde Je B=A , Ps U P(A") , Q¢ U P(A"XR) , F=F'nl0,1] i F'SR je

: B ' '
nolje Xq}e? za svaku formulu ¢ i U{B;EQ za svakl term =T

_ B
Dovoljno je uzeti: X@ = {geAn:ﬂ%;@[Ql},
a

Al S

1 2

s
p:{xw:@ je formula logike L Yo

W=t () za Zer”
Q:{Uf:r Je term logike L

=) i
3”1'[2

23



Ii(Ui) = jm(T] . gde Jje T term s2 najvise
jednom slobodnom promenl jivom, m=1,2 ;
Kako Je teorija S Zl—definabilna nad 4 i'aksioma P1 vazl u
slabom modelu U , koristeci tecoremu Barwiseove kompaktnosti 1.3.2,
zakl jucujemo da postojl standardan model prvog reda 2 teorije S

Model B mozemo transformisati u srednji model € teorije T pomocu

E 2> .n sd, S )
R = { el En £X’X1(R(§))=1J } i
F (T(ng}) = IB(U 2.} zZa gEDn , m=1, 2
m m T{x,a)

Ovim Je dokaz tecreme potpunosti za sredhje integralne

modele zavrsen., =

Poslednji korak Jje Xonstrukcija “jakog”, tJj. apsolutno
neprexidnog dvoverovatnosnog modela.

TEOREMA 3.2.0

Teorija T logike Iizy ~ koja Je Zl~definabilna nad ¢ 1
Yo |

Konzistentna sa akslomama  ove logike, ima apsclutno neprekidan

dvoverovatnosan model.

Dokaz: Neka Je 1 srednji integralni mecdel teorije T. Loebovon
xonstrukci jom Daniellovog integrala dobi jamoe verovatnosne mere H
] #* O, % o, 1 | ]

I p, na A takve da ( F (r)i=f (z (b))dp (b} za svaki =-term
m . m

T{x) 1 m=1,2

m ® N ~e e s . . . . . .
Mere pu na A definisemo iterativnim koriscenjem
n :

integrala.

Apsclutna n&prekidnostlaj srecdnjem modelu 1 aksioma P

. 2 _ |
da ju ;ﬂ' « M za svako nedN . Dobijenl gradiranl apsoluino
n n :
fat
neprekidni dvoverovatnosni model H=<*A,*Ri,*c ,ul,p2>
: I

j iel, jeJ, nel

zadovol java aksiomu E? skoro svuda 1 , samim tim, generige
apsolutno neprekidan dvoverovatnosan model teorije T . =

Primer teorije T = {[1(R(x))dx=1/n:neN} v {f1{R(x))d:>Q},

ha



gde Je R nekl unarnl predikat, pokazuje da puna kompaktnost za

logiku_L}“q ( a2 time i szlfg 1 szy£2 } ne vazi. Zato posmatramo

specljalan skup rec¢enica oblika relr,s}, gde je T tern.

TEOREMA 3.2.7

Ako svaki konacan podskup skupa T recenica logike LZJ 7
172

oblika Telr,s] ima gradiran apsolutno neprekidan dvoverovatnosan

model, tada i T ima takav medel.

Dokaz: Pretpostavimo da su U srednji,integralni modeli za

W

svakl konac¢an podskup Y&T. ' Posmatrajmo uvltraproizvoed 4 modela ﬂw,
takav da za svako ¢€T, skoro svi’ U zadovol javaju ¢ . Loebovom

w A

konstrukci jom napravimo gradirani dvoverovatnosni model 4 .

Indukcijom se lako pokazuje da svaka recenica logike

¥
A

U . Kako se uslov apsolutne neprekidnosti u srednjem modelu

Ifaﬁj\ oblika telr,s] tac¢na u skoro svim modelima U, tac¢na je i u
o .
172

izrazava recenicom Ss , a primenom Loebove konstrukcije, u modelu
Fa¥

U recenicom loglke prveg reda (VE>0)(36>0](VX)(#2(X)<5 = pI(X)<E),

- = . » *
to, primenom Losove tecreme, ovaj uslov vazi i u Y% . Dakle,
| A

gradiranl model U teorije T je i apsolutno nEprekidan; .
U klasl singularnih dvoverovatnosnih modela, potpun skup

aksioma logike LZJ,I dobl jamo tako sto aksiome P1 i Pz zamenimo
12

akalomom aingulannosti :

. = 1 e o’ =
E Iilk(fll(x y)dy,IE (x=yl)dyldx = O , i=1,2 ,
(1 ako sz2/k i tz2/k
gde Je, da podsetimo, Lk(s,t) = 4 0 ako s=1/k ili t=1/k
i linearno inzce

TEOREMA 3.2.8

Teorija T logike LZITI je konzistentna akko T ima
1 2

singularan dvoverovatnosan model.

Dokaz: Tezi deo teoreme dokazimo primenom Loebove
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A
£ - L] " * - *
Konstrukci je dvoverovatnosne strukture =< ﬂ,pl,p2> polazeci od

slabog integralnog modela <U,%,,7 > teorije T. Izlozimo neke bitne

detal je ove konstrukci je.

Neka Je ?:{thza%edom91¥dom32} pol je skupova podskupova od
A i vk{B)=9k(mB), Be¥, k=1,2 , gde je1m3 karaktgristiéna funkci ja
skupa B. Lako Jje proveriti sledec¢e osobine uvedene familije =
podskupova od A i funkci ja v
(1) oeF 1 vk(@):O , k=1,2 -
(11) AeF 1 vk[A)=l ;
(iii) Ako B |, tada uk(B)EO ;

{iv} Ako B,Ce¥ , tada A-Be¥ , BnCe¥ , BUCe¥F | tj. ¥ Je polje

skupova.,

(v) Ako B,Ce@ i BnC=@ , tada vk[BuC)=vk(B)+vk(C] , tJj. mere
vk su konacno-aditivne.

(vi) Ako aeA , tada {ale¥ , Jer m{a} = (xza)u S domj'h

(vii) Skup B={aEA:u1{a}>O i ug{a}>0}e? i uk[B)=O, k=1,2

(aksioma singularnosti).

Osobina (vii) dozvoljava nam da , primenom teoreme Los-

-Marczewskog (videti uvod), razdvojimo mere v, 1 v, tj. mozemo

2

da prosirimo ¥ do najmanjeg polja skupova § koje sadrzi % i neki

pridodati skup B takav da za novo dobijene konacdno-aditivhe mere

51 i v, vazi: El{B)zl , EZ[B)zo . Paralelno, prosirimo 1 slabp

model <1i,91,52> do modelsa <‘U,§ ,?2> tebr‘ije_ T tako da za svako

1
Ce¥-F vazi x edom? =dom¥ i F (x )=v (C) , k=1,2 .
C 1 2 k ¢ K .

Polaze¢i od ‘"srednjeg” modela <ﬂ.§1,§2> , Loebovom

konstrukei jom Daniellovog integrala, dobijamo verovatnosne mere Hy

- * - - - L . * h
1 g, na A za koje vazi oL “2" Za iterativno definisane mere

* N

1, 2 .. : . :
o1 na A takode vazi svojstvo singularnosti.
Il n

o6



Na uobicajeni nacin, dobi jent gradirani singularni model
A
generise singularan dvoverovatnosan model ¥ teorije T . m

Kona¢na kompaktnost skupa recenica oblika telr,s} vazi i

S

logiku L .
Za g ﬁu}jé

TEOREMA 3.2.9

Ako svaki konacan podskup skupa T recenica logike 1>

Af1f2

oblika te[r,s], ima gradiran singularan dvoverovatnosan model,

tada 1 tecorijga T ima takav model.

Dokaz: Neka su H@ slabl integralni modeli, za svaki konacan

podskup ¥ET. Neka je "y o= 11 Eq; , Ede su ﬁ@

modell za svako ¥<T, opisanl u prethodnoj teoremi.

srednji integralni

~Uslov singularnosti u srednjem modelu izrazavamo recenicom

(3F) ¢ §1(f)=1 A §2(f)=o )

Frimenom fosove tecoreme, ovaj uslov vazi 1 u *ﬂ, a primenom
_ | A

Loebove Kkonstrukcije na *if, u dobijenom modelu U vazi recéenica

logike prvog reda: (30 p (X0=1 A p_(X)=0 )

Stoga, svaka redenica oblika telr,s] tacna u skoro svin

srednjim modelima ﬁ@ , tacna Je 1 u grédiranom singularnom

A
dvoverovatnosnom modelu 4 . =

Logike sa integralnimr operatorima moZemp' pobol jsati
dodavanjem funkcijskih simbeola jeziku .bvih logika, 1 tako
izgradenom sintaksom da ih méZemo realizovati u analitickim
modelima , tJ. modelima <¢iji je univerzum analitiéki podskup
realne prave i ¢ije su relacijé i:funkcije Borel-merl jive u odnosu
na univer;um.

Logika'L(jl,lez Je slicna logici L(f), opisanoj u 2.2.,
stim da quistimo dva tipa integralnih operataré fl...dx i IE..{dx.

Hooverovim aksiomama logike L{f]ﬂ doda jemo sledece aksiome:
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Q. AVP{V:P{¥: plZytelr-1/mr)} < I/n
1 n m 1 j .
Q, AVPALT: PR o(%. V) telr, r+l/m]) < i/, i, J=1,2,
n m .
. > > | = . .
gde Je E:{ X p{x} } zamena za Iil[p)dx , a p liskaz 1
1(p), indikator od p , realno-vrednosna formula.
0 A Y, A A (1S ¢d§]<6 = | J @dﬁl<e] ,
3 + + n oD 2 1
cell S n

gde Je ¥=u2 , @,0 ed 1 & skup realno-vrednosnih formula
. n
¢ed sa n slobodnih promenljivih.
Q Ilfzwdxdy = szlwdydx .

Na slabom integralnom modelu <ﬂ,31,32> ove logike mozemo

"realizovati” teoriju mere. Koristicdemo sledece pcjmove.

Srednja vrednost (oznaka: E[X], k=1,2) s-merljive

1

.. : : u
ogranicehe funkcl je X: AD SR , Lj. X je ¢ za neku realno-vrednosnu
| . a i -5 U
formulu ¢ logike L(J ,J ), ., odredena je sa ([ Xdx) , k=1,2
X
Ako Jje ¥ konac¢na algebra #f-merljivih skupova, tj. skupova

FSA ¢iji su indikatori 1(F) a‘iﬂmerljive funkcije, tada uslovno

oéekivanje od X u odnostu na J (oznaka: EkPXI9]. k=1,2) Je

EIX-1(F)I/E [1(F)] , E [1{(F)I>0
% ¥ K

d-merljiva funkcija Ek{Xlﬁ}(s)=
0 , 1nace
gde je F atom algebre ¥ koji sadrzi s .

Koristec¢i navedene pojmove i1 osobine usleovnog odekivanja,
D. Hoover u [23] dokazuje lemu o aproksimaciji realno-vrednosnih
formula sa 'konacﬂq slobodnih - promenljivih pomocu konac¢no-
-vrednosnih formula sa jednom slobodnom promenl jiven.

LEMA 3:2.10 (Hoover [231})

Ako Je <1, ¥> slab integralni model logike L(_F}? , @(g}
A

realno~vrednosna formula sa slobodnim promenljivim X=x_...%x i
n

£>0 , tada postoje kona¢no-vrednosne formule ¢zj(x ), i=1,2,...,m

* . > |

j=1,2,...,n , tako'da El¢p{x) - % ? wij[xj)l < £ .0
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Napomenimo da Je u sluéaju logike L aproksimacti ja

4J

formula "pravougaonicima®™ bila realizovana tek na gradiranim
verovatnosnim strukturama.

Pretpostavimo, prvo, da je L Jjezik bez jednakosti i bez
funkeil jskih simbola. U ovom slucaju se kompletnost navedene
aksiomatizacije na klasi analitic¢kih apsolutno neprekidnih
dvoverovatnosnih modela, mo2e dokazatl koristec¢i uobicajenu
slabu~srednju—jaku konstrukciju modela. Navedimo, pri svakoj
pojedina¢noj konstirukciji, samo one detalje koji karakterisu
logiku L(J ,J >

| 177274 |

Koristec¢i Henkinovu konstrukclju dokazujemo teoremu slabe

potpunost, 1j. da skup T 1iskaza logike L{Il;fz)z koji Je

El—definabilan nad 4 1 konzistentan sa aksiomama, ima slab

integralni model <u,31,32>. Prelazak sa slabog na srednji
integralni model slic¢an je onom u slucaju logike sz 7
| 17 2

TEOREMA 3.2.11
Ako je T skuﬁ iskaza - logike L(Ix‘fz)z koji Je
E&“definabilan i konzistentan sa aksiomaﬁa, tada postoji srednji
integralni model-teorije T.
Dokaz: Nekarje K=LuC Jezik uveden u Henkinovo]j konstrukciji
slabog modela <ﬂ,31,92> teorlje T, gde je C skup novih konstantnih
simbola, 1 neka ‘je- K’ Jjezik sa Cetir‘i vrste promenljivih 1 sa

n
t

unesto E 1]. Funkei jski simboli jezika X’ su + , - , max , min i
n+ i

sup za realne brojeve, a konstanini simboli su Xp za svaki iskaz

p logike K(Il,fé)z , U@ za svaku realno-vrednosnu formulu ¢ {1 r

za svaki realan broj reRnd .

Teoriju S loglke K; ¢ine formule:
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R Dobna definisancet , kzo i ? iz teoreme 3.2.5
R2 Skotenyicnalnast , kao 1 S,

Ra Fntenpnelacijc nealno-uvrednoonih foamuda

3

(i) EO+1(F,U@) ako Jje ¢ atomska formula r ;
(ii) (V?,P](Ef (Q,P,U ] = ES(Q,X )
n+1 7 n R(v ,...,v J=r
1 n
ako je ¢ oblika R(vl,...,v ] za RELRULE ;
N |

(1ii) (vX,r)( E' (X, rU ) e (3s,t)( EY (X.s5.U ) A
-+l (p"’rt’{_} . n+1 2

A Ef (z,t,U } A r=Es+t })
n+1

"
(iv) W, E (XrU ) e (3s.t)( £f
n+l ' ey

(X.s,U ) A
on+1 (2
A E (Q,t,U ) A r=s-t })
n+1

Y

(v) (vX,r){ E' (¥,r,U | ) = (3s,t)( EF (X,s,U ) A
n+1 nin{e, i} | n+ 1 %
A Ei+1(§,t,uw1 A r=min{s,t}. ))
(vi) WX, r)(E (U, ) e (35,000 BN (X,s,U ) A
n+1 max{@,u} n+1

A Ef+1(§,t,U ) A rEmaxi{s,t} ))

W

(vii) (vX,r)( EY (X, r,u . ) s
n+1 min{sup?, s)

A £ (2, = | | :
= A (3r$)En+1(x,f@,U¢] A r=min( ggg r@ ,S)))

(viii) (VX,r)( Ei+i(§,r,u¢) = (IV)((Vy,s)( Ei+1(y,5,V} s

n+l+

— Ef (X,y.s,U.)) A 1 (V.r)))
1 W m
ako je ¢ oblika [ @(ﬁ,voydvo za m=1.2 .
fwe]

R4 Zadansaljienje okaga , kao 1 S, stim da (i)} =zamenimo

&
T

sledecim formulama:

(W) ES(3, % ) e (U (X)=U (%))
n p=y ¢ ¢
. —> _ { —¥
gde je U¢(X] r  akko En+1[x,r,U@)

) es (U (R)=U (1))
¢ T

= S,
(Vx)( En{x,XwEw
Preostall skupovi formula R ,R ,R ,R 1 R su definisani

36’ 78 3

kao u teoremi 3.2.5 , stim da u R? pored aksioma Arhimedovog pol ja

imamo 1 sve teoreme teorije realnih 7-tvorenih pol ja sa maksimumom

i minimumom.
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Teorija S 1ima standardni model 3, koji mozemo da

transformisemo u srednji integralni model 3 teorije T pomocu:

8 > -

RD(X)=F akko E 1(x,r,UR) za RELRUL2 ,

R+

D >y _ 19 5> n .
Sm(w(x,a)) = Im(Uw(x,g)] za aeB i m=1,2 . =

Koristec¢i * srednje 1integralne modele umesto slabih,

dobic¢emo Jjos Jednu verziju leme o aproksimacijl pravougaonicima.

LEMA 3.2.12

Ako je'<ﬂ,91,32>-sredji integralni model logike Lffl,lei,

w(ﬁ] realno—-vrednosna formula, Z=x1,...,x , 1 £>0 , tada postoje
n
konad¢no-vrednosne formule wij(xj) , i=1,...,m , j=1,...,n , tako
da. E | (¥) - =1 Y (X )l‘u < g za k=1,2
k' P T3 1] ] SR
Dokaz: " Srednju vrednost E#[X] A-merljive funkcije X:A SR

mozemo iterativno definisati pomoc¢u "Daniellovog integrala® 9k :
Koristec¢i uslov apsolutne neprekidnosti u srednjem modelu,

nalazimo niz 0<8 =& E...£61£60=a realnih brojeva, takav da za

n n-1
svaku realno-vrednosnu formulu ﬁ(x,g} sa parameirima iz A , iz
17 (p(x,2))1<3 sledl 12 (¢(x,3))I<8 _ za i=1,2,...,n . Za &_

i EE[X] postoje konac¢no-vrednosne formule wij(xj) takve da
- el '
E -2 I <§ = 1 .2, . 1 i i
2Itp(x) % ; wij(xj]] 6n g (lema 3.2.10) . Primenom aksiome Qqh i
izbora niza {8 } zakl jucujemo da E l@(ﬁ)-z ny (x )lﬂ<6 =g ., @
n | 1 f oy vy 0

Da bi dobili glavni rezultat, potpunost logike Lu‘l,J‘z)z
za slucaj kada Jjezik L nema Jednakost i funkcijske simbole,
konstruisimo, prvo, verovatnosnu strukturu ;<[0,1],A1,A2> Borel-
-merl jivih skupova.

Numeri&imo realno-vrednosne formule q%,gg,,.. logike

L[jl,fz)z , tako da su slobodne promenljive formule ¢ medu

n

promenl jivim vl,...,vn .
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Za svako nelN, l1zaberimo ¥ kao najmanju algebru podskupova
I

skupa A takvih da za svaku konaéno-vrednosnu formulu w(vi) iz leme

: ~2n . u
3.2.13 za =@ g 1 g=2 " | ogranicena funkcija w{vl} Je

. , Al )|
F -merljiva, tj. E_tylv ) 1F J=¢lv ) s.s.
I ! P 1 n i '
Neka je A skup atoma algebre ?n , koja Jje, oc¢igledno,

. : o 00 :
konac¢na algebra, 1 neka Jje ¥ konadna algebra na A generisana
' n .

skupovima oblika Fix...xF'xAm , gde Fl,f..,F ed .
It n

¥

Za. svako neN , izaberimo homomorfizam T :% 238 Booleovih
I In

algebri sa osoblnanma:

(i) T |F =T ;

n+li n n

(ii) Za atom FEAn , Tn(F] Je interval duzine EE[I(F)]
(iii) Ako FeAd i E2(1(F]I=O , tada T (F} =@ .
n n
Homomorf izam Tn inducira preslikavanje Tﬁzﬁﬂaﬂm , kao i
n I

preslikavanje T’ skupa ?i-merljivih funkci ja ATSR U skup Borelovihn
n .

. 0 . : _ U, # iy :
funkeci ja UJ,l} >R . Neka je h@,n_E2[¢ lﬁn] , g@,nth(h¢,n) i
g = lim inf g , z& svaku realno-vrednosnu formulu ¢ .

¥ n—>w @, 1

Za svako neM , na algebri ?# definisimo mere ul i uz

n n
pOMOcy _uF[F)=Em[1(F)} , m=1,2 . 1z apsolutne neprekidnesti u
n
srednjem modelu, Kao 1 aksiomE'Q4 , Sledi pﬂ « “2 . Neka Jje f
. N n 41

. . 1 - , )
Radon-Nikodymov izvod mere g u odnosu na meru pg , fn = T'{f ) i
' N n n n

— —

f = 1lim inf £ Neka Je A Lebesqueova mera definisana na

n—>x I 2 .

. . | § _# , _ ® -
Borelovim skupovima algebre Tn(:n) , 1 neka je AI(B) = IB fdh2 ,
BeTH (F)

n g

U analitickom apsolutno neprekidnom dvoverovatnosnomn
prostoru HF%[O,l],Al.A2> , gde e Ak=3f[[0,1] , k=1,2

- R .2 S )
interpretirajmo relacije Rel UL na slededi nacin:
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R(a,...,a ) = 5 L {s)
1 'k ER(%s) "8
a .
pri ¢emu, ako . su Ay s By svi razliéiti elementl wu nizu
1 ’ jl
- . : ci . :
a,...,a , tada x> = x_,...,X Je niz promenl jivih sa osobinom
1 n N 1 149
X =V za a=a, i 53 je niz elemenata iz A sa osobinom
' 1 m )
m
is>) =a za m<j
£ m 1

Rézlog za ovakvu interpretaciju relacijskih simbola lezi u
¢injenicil da jezik L nema simbol jednakosti, i1 da, ako skup A nema
elamenata pozit}vne mere, tada dijagonalni skup ima meru 0 , Tako,
na primef, ako Jje R(x,y) relacija ekvivalencije na A , tada ce

gR[V1=V2) biti identicki O , = gR(Vl,V ) identiéki 1

Dobijeni model <M,A ,A_> Je elementarno ekvivalentan

srednjem modelu <ﬂ,31,?2> )
TEOREMA 3.2.13

<HL,A LA > =E <UMF L F >
17 2 P 1 2

Dokaz: Dovoljno Jje pokazati da za realno-vrednosnu formulu ¢
logike L(fl,lez vazi
m
{1) P =g¢ S.Ss. ,
Jjer to povladi da za svaku reéenidu Y ove logike vazrzi wﬂ = wﬂ :
U [23].H00vér dokazuje relaciju (1) za realno-vrednosne
formule oblika: atomske formule, Y+8 , ¢?e , min(y,8) , max(y,8) ,
min{supd, b) i fﬁﬂhﬁ . Stoga, proverimo samo sludaj formule ¢

oblika Ilwdx :

| . ~ Y, %
Koristedi, hfiwdx,n = Eé[(j}wdx) I§n]

il

v
? EzlliFi}f(fgde) ]'l[Fi)/EziltFl)] S.S.

H

Y | .
I&;_Eg[l(?l}-w ]'IFFi)/Ez[I(Fi)]dx (iz Qa)
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T Ny \
IliZJEEH{Fiij)-w }*1(FixGJ)/E2[1(FiA‘GJ)]CL<

fl hw'ndx :

)

H : : s . . ,
zde su atomi algebre F zapisani u obliku F}xGJ , 1=1, j=m i
n

G —ovi zavise od X , a Flwovi ne zavise od x , dobijamo
]
m k)] ©
o = Iy da,

= €
= [ gw T dhz (tecrema 1.1.3)
= lim inf J T odAs
B lgﬁén gw,nln 2
= 1lﬂ%énf Tn(f hw}n'fn dpn)
. ; a1
= ) - et 1.
llﬂgénf Tngf bw’n dun) (opet, teorema 1.1.3)
= 1lim inf T/
llﬁeén Tn(hflﬁdx,n
= lim inf

- gfiwdx,n

g@- S.é. . B

Z2 slucaj kada Jjezik L ima Jjednakost i, mozda, funkci iske
simbole, dovoljne Je primetiti da su u svakom koraku Hooverove
konstrukcije (videti [23])} dobijene mere u apsolutno neprekidnom
cdnosu. Ovim Je =zavrsen deckaz teoreme ﬁoﬁpunosti za analiticke

apscolutno neprekidne dvoverovatnesne modele.

TEOREMA 3.2.14

o

Skup rec¢enica logike L(fl rz)i koji Jje El—definabilan nad
-

4 1 konzistentan sa aksiomama, ima analiticki apsolutno neprekidni

dvoverovainosni medel. =

Potpunost za analiticke singularne dvoverovatnosne modele
logike L(fl,fz)z r%mdizovacémo koristeci. Hooverovu konstrukeci ju
analitickog modela 1 konstrukciju iz teoreme 3.2.8 . Potpun skup
aksioma 10gike L(Il,f2)z dobijamo tako sto aksiome Q3 i Q

4

zamenimo odgovarajucom aksiomom singularnosti:
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Ik 1(I1x=ydy > O)*l(f2x=ydy >0)dx =0 , k=1,2 .

Primetimo da relacija = pripada jgziku L, odnosnc skupu

L®. Ako skupu L° dodamo novi binarni relacijski simbol =~ , 1 u

jeziku L =(L-{=})u{=} interpretiramo = kao Jednakost, a zatim za

svaki n-arni relaci jski simbol R iz L" i terme 11(21),...,1 (2 )
1 n n
.. 3 . | L
(promenl jive u xl,...,gg se ne ponavl jaju) uvedemo novi relaci jski
. = -5 S .
simbol R .o 3> (X ,...,%x ) (videti [23]1), dobicemo
Tl[xl),...,r {x )71 n |
n Il .

logiku L’(Il,fé)z ¢iji Jezik L’ nema jecinrakost i Isadrii Samo
relacli jske simbole. DokaZimorﬂtav potpunosti za logiku L’(fi,fz)s
( u svakom koraku Hooverove konstrukci je analitickog modela za
logiku L(Il,fz)z debiceme mere ulﬁzajamno singularnom odnosu).
TEOREMA 3.2.15
Skup recenica T logike Lf(fl.fz)z koji Jje Zﬁ—definabilan
nad 4 1 konzistentan sa aksiomama, ima analiticki singularni
dvoverovatnosni nodel.
Dokaz: Neka je ﬂ=<A,Rg,91.9£> slab integralni model teori je
T. Konaéno—adgtivne mere v ,v_ definisane na polju skupova
?#{BQA:a%edom?1=domié} pomccg bk(B)=5k(ah) , k=1,2 , prosirimo do

singularnih konac¢no-aditivnih mera v i v , a zatim odredimo

1 2
srednji model -ﬁ=<A,Rﬁ,§l,§2> -ieorij& T pomodu §k[mc-).=;k(C) , zZa
svako C 1z progirenja polja ¥ (videti dokaz teoreme 3.2.8).
Singularnost mera u srednjem modelu saduvacemo 1 u
analitickom modelu teorije T.
Neka Je AEQA bas onaj element prosirenja polja skupova ¥
pomocu kojeg su mere v, i v "razdvojene". Dakle, ;1[A1):1 ,

52[A2}=1 , gde Je A2=A-A1. Formirajmo slabe integralne modele

A ] I =
— = - y -— . 3
U=<A ,R'nA, 2> 1 U =<A,R N, 3>, gde Je domg, {f|Ak.fedom9k} i
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j;[flhkl=§ktf) , k=1,2 . Za svaku realno-vrednosnu formulu ¢(§} ,

1 n

X=% ,...,%X , logike I;’Lfl,lez , odredimo funkecije ¢H]AR:A:$Q ,
k=1,2 (interpretacija formule @(2) u modelu ﬂk), a zatim pomocu
tinh funkcija primenom Hooverove kénstrukcije izgradimo analiticke
modele ‘<{0,1]k,lk> , k=1,2 , gde Je [O,l]k:‘primerak. Jediniénog
intervala, a Ak Lebesqueova mera definisana na algebrl Borelovih

skupova intervala [0;1]. Lako se proverava da Jje model

ﬁn:<[o,1]1mo,i]k,ii,a2>, gde Jje [0,1] l{0,1]  disjunktna unija

jedini¢nih intervala, A |{0,11_ =0 , A_{(c,11 =0, x }(0,1] = &
1 2 2 1 k P k
analitickl singularni dvoverovatnosni model teorije T . =
Teoreme 3.2.15 1 3.2.16, kaoc 1 primer 1.2.2, obezbeduju
egzistenci ju hiperkcnaénih dvoverovatnosnih modela logika L(Il,fz)i
i L[J’i,fz)z respektivno, koJji igraju ulogu zasicenih modela, i

¢ijom primenom, slic¢éno prethodnim Konstrukcil jama, mozemo dokazatl

odgovara juca svojstva navedenih dvoverovatnosnih logika.

3. 3. ADAPTIRANE DVOVEROVATHNOSNE LOGIKE

Verovatnosne mere pl i p2 na univerzumu A dvoverovatnosnog
prostora <A,S,p1,p2> i o-podalgebra ¥ algebre merljivih skupova S,

cdreduju uslovna oc¢ekivanja Ez['“?] i Ez[-IE] respektivnoe.

[zgradimo, stoga, logiku koja ima dva tipa integraci je II...dx *

Y

r\

Jz...dx po Jjedincj verovaltnosnpj promenljivo]j x , integraciju

f...dt po vremenskoj promenljivoj t , 1 dva tipa operatora
uslovnog ocekivanja El[t[S](x,t] i EE[TIS](K,t)*
Sintaksa i semantika adaptirane verovatnosne logike Loa

opisané Je uw 2.4.. Sa nesto vise detalja izlezimo potpunocst

adaptirane dvovercovatnosne logike de u apsolutno  neprekidnom
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slucaju. Ostali model-teoretski rezultati dobijaju se sli¢no kao u

pomenutom éetvrtom delu glave §2 .

Aksliomama Kr%ﬁ? logike Lad pridruzimo aksiomne
neprekidnosti integralnih operatora 01 i CE';K: promenl jivoj x ,

wac 1 aksiomu apsolutne neprekidnosti, koja je oblika:

A v A AL (IS Tk, B)dxi<s = IS Tix, B)dxl<e) ,
¥ ¥ n TEeT 2 - 1
cel ael n :
gde je T=uT , a T Jje skup terma sa n slobodnih vremenskih
n n n '

promenl jivih, 1 T,Tneﬁ .
Navedeni skup aksioma . je potpun u KkKlasi apsolutno
neprekidnih dvoverovatnosnih adaptiranih struktura, $to mozemo

dokazali w dva koraka. Prvo za logiku LZ bez operatora uslovnog

oCekivanja.

Slaba integralna struktura logike LZ. je oblika
= < ' ' . s .
1l A,T,xi,?l,ﬁzh}>iel , gde su A 1 T neprazni skupovi, x

i

stohastickl procesi, 91 1 32 pezitivni linearni funkcionalil
definisanl na skupu ‘terma logike LZ sa parametrima iz T 1

slobodnom promenljivom x , 1 3} pozitivan linearan funkcional

definisan na skupu terma sa parametrima iz AUT 1 najvise Jjednom

slobodnom {(vremenskom) promenljivom ¢t . Onu slabu strukturu u

b

kojod za svako £>0, postojl &>0 tako da za svakl term T(X.g) SA

parametrima iz T , 1z ISZ(r(x,g))lca sledi |§1(T(x'§))|<€,

a
4

Neka Jje ¢ recenica konzistenitna u logicl L

zovemo srednjom integralnom struklurom logike L

a
d -

slabog, zatim, srednjeg integfalnog modela recenice ¢ slicna jJe

Konstrukci ja

cnoj opisanoj -u leml 3.2.5 , pa izostavl jamo detal je. Napomenimo
sano da pri pPelazuisa standardnog modela 3 odgovarajuce teorl je

S, na srednji model 9 , stohasticke procese definisemo pomodu:
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X?CC,a}=Sup{FEﬁ:EjH(C,a,Xxi ar)} (oznake su kao u lemi 3.2.5).
. .

Logbovom konstrukcijom, polazeé¢i od internalne srednje strukture

* *

O T S * . .
U=< A, T, xl, 31, 92, 3>iel , dobljamo verovatnosne mere H i K

na *A u apsolutno neprekidnom odnosu, i dobijamo verovatnosnu meru
5 na T Koja Je 1lifting Borelove mere A na [0,1], t3. za Borelov
sxup S<[0,1], st (S) je é-merljiv skup i é(st_lfS)J=R{S), gde je

st:*T&{O,l} definisano sa st(c)=sup{reﬁ:‘ﬁ}= czr}. Preslikavanje

xi:Ax[O,llaﬁ definigimo sa Xi(b,St(C))=Sup{FER:*ﬂF Xi (b,c)zr}
| 9

¥

sto daje dvoverovatnosni model §=<'A,{U,l],xl,pl,uz,A5161 recenice

<l

¢ . Time Je dokazana polpunosti-logike Ld :

TEOREMA 3.3.1

s i . a |
Svaka recenica konzistentna u logici Ld ima apsolutno

neprekidan dvoverovatnosan model. =

a

Da bl prosirill teoremu 3.3.1 {1 na logiku Lad ,

kKoja ima i

b * " - - a
operatore uslovnog ocekivanja, prevedimo svaki term T logike Lad u

term T logike Ki , 8de Je K prosirenje jezika L novim nelogickim
simbolima Xf(x,s,?) za svaki term t oblika Elc|ul(x,s).
Svakom termu T logike L:d pridruﬁ?mo gornju granicu |t

na sledeci nacé¢in:

(1) X F{x,t)ﬁ =r ;

(11) tf =1 ;

(1ii) rif = Irl (apsolutna vredrost broja r)l;
(iv) Ikrdx" = It] . k=1,2 ;
Vet = e

2

(vi) Ekitls](x,t]] =[x} , k=1,2 ;

. i=n}

(vii) F(t ,...,T )| ='sup{|?(sl,.*,.s )]:Isilﬁurif

1 n n

Ocigledno je IT(X,?)ﬁ{a}g]IEHTH
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7a atomski . term T neka Jje --%="£ , a zZa term T oblika
Elojul({x,s) neka Jje T=XT]HT§(}(,S.€) . Takode, pretpostavimo da
transformaci ja " xomutira sa svim integralnim kvantifikatorima 1
sa. neprekidnim funkci jama FECﬂ(Rn)

Slic¢no, svakoj formuli ¢ logike de pridruzimo formulu

d
TEOREMA 3.3.2

. @ A v - . . . A
logike K, , tako da komutira sa veznicima, 1 720 = T=0 .

Svaka reclenica ¢ konzistentna u logici L

aq 1me apsolutno

neprekidan adaptiran dvoverovatnosan model.

Dokaz: Osnovnu ideju Keislera [31] "prilagodimo” nasem

dvoverovatnosnom sluca ju.

Transformaci jom prevedimo recenicu ¢ 1 sve aksiome

e
d -

ﬂ=<A’x1’Xr’pi’“2‘> apsolutno neprekidan dvoverovatnosan model

logike Lz Tada Jje $ reéenicalkonzistentna u logici K Neka je

q

recenice $ (teorema 3.3.1)}). Za svako bel0,1], neka je Fb

oc~algebra podskupova od A-  generisana skupovima oblika

{a:KT(a,b,g)ar} , gde Jje rer , 3&[0,1]n i T term oblika
. < > ‘ i

Elolul(x, s) .Struktura A“Xi’“i‘“z’cb fel bel[0, 1] gde Jje

(%} = 0 Fa ; EH = F1 » Je apsolutno neprekidan adaptiran

dvoverovatnosan model recenice ¢ . =

Singularan slucaj adaptirane dvoverovatnosne logike mozemo
resitl tako sto uvedimo Jjos Jednu verovétnosnu promenl jivua y , 1

Jos Jjedan atomski term 1{x=y), c¢ija Jje interpretacija u modelu

uobicajeno definisana. Potpun skup aksioma logike LZ dobi jamo

d
tako Sto aksiomu apsolutne neprekidnosti zamenimo aksiomomn

singularnosti (videti teoremu 3.2.8 1 prethodnu konstrukci ju)
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34 BOOLEOVA KOMBINACUA VEROVATNOSNIH LOGIKA

U prvom delu uvedena Jje logika BC{Lﬁp :iel}t  koja
‘ i

predstavl] ja Booleovu kombinaci ju verovatnosnih logika LﬂP , 1el i
i
l€eA . Dakle, formule logike LﬂP , 1€l , ligraju ulogu iskaznih
: |
slova u logicl BC{Lﬂp :iel}. Dokazacemo potpunost, konacnu

{
xompakinost, teoreme o normalnoj formi i meonotonoj klasi, osobine

Roblnsonove neprotivrecnosti, Craigove interpolact je i

konzervativne = ekstenzije logike BC{L@ :i€ly. Primenom ovih
. i

i

osoblna dokazacemo, u drugom delu, neka svojstva viseverovatnosne

- ,
oglke Lﬁ{Pi:iEI}

Tretirajuc¢i formule vercovatnosne logike Lﬁp , 1el 1 Ted |

)\

xao lskazna slova, lizgradimo vigeverovatnosnu logiku BC{L ciel}.

AP
1

Daxle, skup feormula ove logike (BC-formule) Je najmanji skup

sastavl jen od svih formula logika Lﬁp (Pi-formuleJ za svako i€l

H

1 kojli Je =zatvoren za negaciju 1 prebrojive disjunkcije i

kKonJjunkcel je.
i Ui ~ . :
Ako su ¥ =<A R ,c ",pu >, verovatnosnil modeli za
1 17 3 i JjeJ, kek |
Jezik l;ﬂF%,ck} verovatnosnih logika ixﬁj : iel , tada

i
: U A ’
BC-verovatnosnl model ﬂ=<A,RJ,C',u >

VT iel, jed, keK definigsimo na

sledec¢i naclin. Univerzum A ovog modela Je takva disjunktna uni ja

skupova Ai, iel, u kojoj su ‘skupovi {Czi:kEK} za svako 1]
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identifikovani (oznaka: A = [ Ai), relacijski simboli su

interpretiranl ' pomocu RJ = |l RZ“ , a konstanta C. kao element
{cq:i:iel} iz pomenute identifikacije. Skup BSA Jje v -merljiv,

iel, ako i samo ako je skup BﬁAi;ﬂ—ﬂmrljiv i vi(B) = pi(BnAi)
Polazec¢i od slabe 1ili gradirane verovatnosne strukture i

dobi jamo, respektivno, slabu 111 gradiranu  BC-verovatnosnu

strukturu .

Relaci ja zadovol jenja BCvformulé u BC-verovatnosnom modelu
definisana Jje kao 1 za iskaznu logiku.i Slucaj verovatnosne
kvantifikacije (pri gradenju Pi—formula) interpfetiran Jje pomocu:

U} (P Xer)e(X,y) (Bl akko vin}1{§eh::‘l}i}= ol3,Bl}zr |
gde Je @(?,?} Piﬂformula i gEATQAn .

Aksiome i1 pravila izvodenja logike BC{Lﬁp :1€l} su Alfha :

{
B-B, 1 C-C , uz zapazanje da se u njihovoj formulaciji, tamo

gde ima smisla, Pi—formula zamenjuje BC~formulomn.

Potpunost skupa aksioma logike BC{Lgp :iel} zasniva se na
o
ap iel ", 1 iskaznu

potpunosti tog skupa aksioma za logike L
- i

logiku.

TEOREMA 4.1

Teori’ja. T logike BC{L’{P :1€l} Jje konzistentna akko ima
! § '
BC-verovatnosni model. |

Dokaz: Uslov je dovoljan Jjer su sve aksiome tacne u svakom
BC-verovatnosnom modelu, 1 pravilima izvodenja cuva se valjanost

aksioma.

Neka je T konzistentna teorija logike BC{LsﬂP :1iel}. Neka

i
je C*—*lgIC1 (disjunktna wunija) prebrojiv skup novih konstantnih

simpbola 1 Ced, 1 neka Jje K=LuC . Henkinovom konstrukeci jom
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prosirimo teoriju T do maksimalne BE{Kﬁp :iel}-konzistentne

i
Leori je Tw Sa osobinama svedoka:

Ako ¢(3)erw za svako & iz C ., tada i (Plﬁal)@f§3eTw ,
gde Je ¢ neka P —formula (za svako iel)
i .

Na skupu Ci relaci ja = definisana sa c:id akko c=dETu

Je relacija ekvivalencije { $ta vise, kongruencija ). Slabi
verovatnosni modeli HI , Za svako i€l , sa univerzumom A.i——-Ci/ﬁi :
. - i 1 1 i i .
relacijama R "({c ],...,[¢c’]) akkec R{c,....,c )eT i merama p
1 n _ 1 n 7] n,t

definisanim na podskupovima skupa A: kojl su odredeni Pi—formulama
1 parametrima iz C1 , pomocy
1L {[3]:¢(3,3)ET ; = supi{rer: (P zar)w{g,a)eT } o,
n,i W i (o
grade slab BC-verovatnosan model % teorije T~ f(otuda i T). Za

svako ie€l, slab verovatnosan model Ul Je Lsjp —elementarno
i

ekvivalentan nekom verovatnosnom modelu 8 , pa Jje 1 slab

|
BC-verovatnosan model A 'BC{Lgn ciel}l-elementarno ekvivalentan

1
BC-verovatnosnom modelu % . »

Skup univerzalno konjunktivnih formula logike BC{L _ :iel}

AP
i

Jje  najmanJji -skup koJjl sadrzi sve univerzalno konjunktivne
Pi“formule, za svako iel, 1 zatvoren Je za proizvol jne Konjunkci je
. konadne disjunkcei je.

TEOREMA 4.2

Neka je T skup univerzalno konjunktivnih reéenica logike

BC{LﬁP :iel} . Ako svaki konacan podskup od T ima gradirani
i V
BC-verovatnosni model, tada i T ima takav model .

Dokaz: Neka Je 4 = Il u; BC-verovatnosan model za 9ST, gde

* 1

je ¥ bilo koji konacan podskup od T . Model = Il *u' | gde je

# i

1 ultraproizvod modela ﬂ;

, ¥&T , ima osobinu da za svaku
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recenicu ¢ iz T skoro svi HW zadovol javaju ¢ . Gradirani

BC-verovatnosni model 8 = U ik , gde Je gradirani model at

dobi jen Loebovom konstrukcijom iz modela "y . ima osobinu da

svaka univerzalno konjunktivna BC-formula koja vazi u skoro svim

modelima HQ vazi 1 u ﬂ .

Svaka P1~formu1a @(2) gradirane logike Lﬁp Je
{

ekvivalentna prebroiivej Booleovo]) Kkombinaclji Pi-formula oblika
[Piﬁar)w(ﬁ,?), gdé Jje l,b(;:),?) konac¢na konjunkcija atomskih

P -formula ( teorema o normalnoj formi, videti [18] ili ({30] ).
1 !

Otuda, 1 svaka BC-~formula gradirane BC{LﬁP :iel} logike e

{
ekvivalentna Booleovo] kombinaci ji Pi—formula istog oblika, t].

vazi teorema o normalnoj formi i za logiku BC{LﬁPI:iEI}

Prebrojivu konjunkci ju Q @n(ﬁ)- BC-formula [Pi-formula)
takvu da za svako nelN vazi F wwﬂ{g) =»¢;(§), zovemo monotonom
konjunkcijom. = Prebrojiva disjunkcija . E @n(i) BC~formula
(Pi—for‘mula] Je. mono.tolna ako vazi L cpﬂ(ﬁ] = <pn+1(£] u logici

BC{LﬁP:iﬁﬂ} { Lﬁp ). Skup monotonih BC-formula (Iz-formula)
i i

logike BC{Lﬁp ciel} ( Lﬁp } Jje najmanji skup koji sadrzi sve
konacne formile i zatvoien je za monotone konjunkcije 1
disjunkcije (u slucaju P1~formu}e, zatvoren Je 1 za verovatnosne
kvantifikatore Pizér). Napomenimo da konac¢ne formule gradimo

ponocu konadnih konjunkcija 1 disjunkcija; pa konaé¢na BC-{formula

sadrzi samo konadno mnogo konacnih Pi—formula.
Svaka P -formula o(¥) ekvivalentna je' monotono P ~formuli
@’(23 logike Lﬂp (teorema o monotonoj formi, videti [15],
i |

teorema 2.16), iel, i Skup' svih BC-formula logike BC{Lﬁp i€}
' ; - i
koje su ekvivalentne nekej monoctonoj formuli sa istim slobodnim
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promenl jivim, zatvoren Jje za negacije ', konjunkcije 1 monotone
konjunkecije (videtil [27]). QOtuda, teorema o monotonocj formi wvazi

i za logiku BC{Lﬁp ciel}).

i

TEOREMA 4.3

Svaka formula Q(?) logike B{Z{LﬁP :iel} Jje ekvivalentna

{
nekoj monotonoj formuli ¢’(§) .-

Povezivanjem odgovarajucih rezultata za  verovatnosne

logike L, , iel, i "iskazne forme" logike BC{L ,, - i€I}, dokazimo
i ' i

tecoreme o Robinsoncvoj neprotivreénosti 1 Craigovej interpolaciji

za logiku BC{Lﬁpi:IEI}
TEOREMA 4.4

Neka je L%=0'Al% 1 neka su U,8 BC-verovatnosnli modeli
c sy 1 . .2 : . e g Q
jezika L~ 1 L% respektivno, takvi da su restrikcije #|L° i B]|L
BC{LZP :ielr-ekvivalentni modeli. Tada postoji BC-verovatnosan

i
model 6  jezika  L'WL®  takav .da  €|L i i su

BC{L;P riel}-ekvivalentni, 'a E[L2 i1 3 sﬁ BC{LEP - {el}~ekvivalentni
t | T

modell.
Dokaz: Neka su U 1 5 restrikeije modela % 1 B za logike
L i L° respektivno iel ( Iako je  U=<liA RH c:’U v >
4P ﬁPl P ’ . - L1 TR
1
. . U U
BC-verovatnosan model, tada Jje, na primer, “1=<A1’Rjﬁﬁ1'ck'vi\Af}
verovatnosan model ). Ako Je ¢ Pi—reCenica logike L%P , tada
' ] -t 1
4 [L°F ¢  akko U|L°F ¢
1 | H
akko  S|L°F ¢,
akko 8 [L°k o .
| i
Steoga, postoji verovainosan model € Jezika LU’ , takav da Ei}Ll

: 1 . , 2 2 : :
i U su LﬁPi eKV1valenFn1, a EilL i 8 su Lﬁpi—ekvlvalentnl

(tecrema 2.1.185). Odgovarajuc¢i BC-verovatnosan model € generisan
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verovatnosnim modelima Ei, iel, zadovol java trazene uslove. =

TEOREMA 4.5

Ako jé I R 1 ako su ¢ 1 Y recenice logika

1

Bu{LﬁP

ciel} :irBC{LjiP :iel} respektivno tako da F o = ¢ , tada
1 1

postoji BC-redenica 6 jezika L0 takva da F ¢ =08 1 F 8 = i .,
Dokaz: Ako takvo 6 ne postoji, Henkinovom konstrukci jom

lzgradimo slabe BC-verovatnosne modele % i 8 recenica - 1 =y

respektivno, tako da [L° 1 $|L° su BC{LS, :iel}-ekvivalentni
= }
mocell. Iz teoreme potpunosti za verovatnosne logike i nac¢ina na

kojl smo 1izgradili BC-verovatnosan model pomocu verovatnosnih

3

modela, sledi da postoje BC-verovatnosni modeli € i 9 recenica ¢ i

Y ¢ije restrikcije EILO i D|LP: Su IBC{LEP :iel}-ekvivalentni
- g
medell. Iz prethodne teoreme sledi da ¢ A = ima BC-verovatnosan

model, &to Jje nemoguce. =

Istaknimo vezu izmedu verovatnosnih logika Lﬁp , lel,
1

- ' - - I - - y - - 1! - »
Booleove kombinaci je BC{Lﬁpl.leI}.l logike Lﬁ{Pi:ieI} ¢ije formule
sadrze “izmesane" verovatnosne kvantifikatore, tj. skup svih

formula logike Lsd{P i€} Jje na;\jmanji skup koji sadrzi atomske
formule 1 zatvoren1 Jje za negﬁ;iju, prebrojive konjunkcije i
verovatnoéne kvantifikatore FHQEP , za& svako i€l . Napomenimo da
smo deo ove "veze" ved koristili, na primer, u teoremi 4.4 .

TEOREMA 4.6 (konzervativna ekstenzi ja)

(a) Za ma ko ju Pi~reéenicu $ vazZi: Lgp } ¢ akko L

, ﬁ{Pl:iEI}F P

(b) Za ma koju BC-recenicu ¢ vazi:

¥ L Loz
Lﬁ{Pi:iEI}r ¢ akko BC{Lﬂpi.leI}} @ .

Dokaz: Dovoljno Je primetiti da svaki vigeverovatnosni model

<ﬂ,pj>jel mozemo redukovatli na verovatnosne modele <ﬂ,pl> za svako
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lel , a zatim, na ucobic¢ajen nac¢in, izgraditi BC-verovatnosan model

<’ﬁ,u‘>_

i iel
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55 VEROVATNOSNA LOGIKA DRUGOG REDA

Beskonaéna logika LﬁPV » Sa obic¢nim 1 verovatnosnim

kvantifikatorima, jé minimalna ekstenzija beskonaéne logike Lﬂ_i

verovatnosne logike ﬁLép . Daxle, u ovoj logici pri gradenju
formula koristimo i kvantifikatore v, 3 i Pﬁtr .

Sinteza aksioma logike Lﬂ ( videti, na primer, [26] )

¥

aksioma verovatnosne logike LﬂP i aksiome

(Vx) ¢(x) = (Px=1)}p(x)

daje potpun skup aksioma.logike LQPV samo za slabe verovatnosne

modele (videti [42]).

Keisler u [30j postavlja problem potpunosti logike LﬂPv :
zatim, potpunostil restrikcije logike Lﬁpg u kojoj se univerzalan
kvantifikator ne poJjavl ju je unutar de jstva verovatnosnih
kvantifikatora, kao 1 restrikcije logike LﬂPv na one strukture u
Kojima su svi definabilni skupovi Borelovi ( apsolutne Borelove
strukture ) . Ovi problemi su i daiqe otvoreni. Opisana
konstrukci ja verovatnosnog modelé.nije dovol jna, Jjer konstrukci ja
Lcebove mere ne ¢uva istinitost formula koje sadrze univerzalan i

ggzistencijalan kvantifikator.

Dokazimo teoremu o monctonoj klasi formula logike LﬁPv

Pcjam monotone formule dat je u §4 .
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TEOREMA 5.1
Svaka formula qa(?) logike L oy Je logicki ékvivalentna
nekoj monotonoj .formuli ¢(§}

Dokaz: Skup kojli sadrzi kbnaéne formule _i zatvoren Jje za
kvantifikatore, konacne konjunkcije 1 disjunkcije, 1 monotone
xonjunkcije 1 disjunkcije, ZOVEemo SKupom normalnih formila.

Kako Jje svaka prebrojivﬁ kon junkel ja Q 7y ekvivalentna

n

monotonoj konjunkci ji AL A ) ( slieno =za prebrojive
I M=n ] .

disjunkcije }, 1 kako negaciju mozemoc svesti samo na negaciju

atomnskih _,formul’a, to Je svaka formula @(2) logike LﬂPV logicki

ekvivalentna nekoj normalnoj formull.

Slede¢e dve osobine pokazuju da je skup monotonih formula
zatvoren za verovatﬁosni kvantifikator PXzr .

(1) Ako je V @ntﬁ) monotona disjunkcija, tada

F (PX=r) X wnig} &= g (Pgar) wnﬁﬁ) .1 formula na desno]

strani ekvivalenci je je takode monotona disjunkci ja.
(2) Ako Je Q wn(ﬁ) monotona konjunkci ja, tada

- (P%zr) ﬂ wn{ﬁ) = g Q_(P§Er+1/m] @n(ﬁ} , 1 poslednja

disjunkcija Jje monotona.

Stoga Jje u [27] pri dokazu teoreme o monotonoj klasi za
logiku LJﬂ , dovol jno preslikavanju G:K%K_, gde je K najmanja klasa
formula logike L£PV koja sadrzi konac¢ne formule 1 zatvorena Je za
kvantifikatore 1 konac¢ne 1 beskonad¢ne konjunkcije 1 disjiunkci je,
pridodatl i1 sledeca svojstva:

(i) G((Pgar)w) = (PQ_P)G(Q) , gde Je ¢ beskonac¢na formula.
(ii) G((Pﬁér)@ A Y) = (Pﬁar)c(wnw) , éde je ¢ beskonac¢na, a y

. .. > .
kona¢na formula, 1 promenljive X nisu slobodne u ¢ .
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(iii1} G( ¢ A (P::gar)y’: ) = (Pzzr)c{wnw , gde Jje ¢ beskonaéna

formula, i % nije slobodno u ¢ .

(slicno za disjunkci je)

Pregslikavanje G 1ma osobine da svakoj formuli w(?}
pridruzuje logicki ekvivalentnu .formulu_ G(w(z)), i da svakoj
normalnoj formuli ﬁridruiuje. monotonu formulu. Dakle, prvo,
formuli @(2] logike'.LﬂPV pridruzimo lcgiéki ekvivalentnu normalnu
formulu w(ﬁ), a.za'tim i logicki ekvivalentnu monotonu formulu

G[W(?J] . =

Uvedimo Jedan tip verovatnosne logike drugog reda sa

univerzalnim  kvantifikatorom nad skuﬁovnim promenl jivim i

verovatnosnim kvantifikatorima nad individualnim promenl jivinm.

2
APV

Jezik L ¢&ine pﬁebrojiv skup {Cj:jEJ} individualnih

Opisimo sintaksu verovatnosne logike L drugog reda.

konstantl, 1 za svako neN, najvise prebrojivi skupovi {Pz:keK }
1 . n

n-arnih skupovnih (predikatskih) konstanti.

2

APV Su:

Logicki simboli verovatnosne logike drugog reda L

porar

() prebrojiv skup individialnih promenl jivih X %, 0 %
(b} 2za svako neN, skup n-arnih skupovnih (predikatskih)
promenl jivih Xn,Yn,Zn..*.

]

(c) simbol & ,

(d) wveznici =4 1 A

(e} kvantifikatori: PQEP, gde je ﬁﬁxl,...,x n—torka razli¢itih
n

individualnih promenljivih i rednl[0,1], ¥X i1 3IX, gde je X
skupovna promenl jiva.
..,,}

Lpgiékezsimbole V., =2, Px=r , PX>r , PY<r uvodimo kao

skracenice na ucbicajen nadin.’
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Formule su definisane induktivno sa-

(1) L je formula ,

(i1) =za n=z=1, Xn(E y e, E ) PH(E ,-++»,& ) su formule gde Jje €
1 1 In X 1 n i

111 individualna promenljiva ili individualna konstanta

?

(1iii) skup formula Jje zatvoren za iskazne veznike

(iv) skup formula je zatvoren i 22 kvantifikatore, ali tako da se
unlverzalan 1 egzistencijalan kvantifikator ne poJjavljuju unutar

dejstva verovatnosnih kvantifikatora.
Razlog ove restrikcije lezit u primeni teoreme Fubini ja pri

: - . 3 . 2 :
reallzacljli zadovoljenja formula logike LﬁPV u verovatnosnim

nocdelima drugog reda.

2
JPY

Verovatnosna struktura drugeg reda je struktura

Opisimo 1 semantiku logike L

n
N=< A H , 1>, s je <A, u> 5
\ ,{An neN},cJ,Rk L jeJ. nelN, keK gde j Al verovatnosan
4

(0-aditivan) prostor sa merljivim singltonima, C“EA , A SP(AY),

) ( e .
n=1, i R:eA fmJ;JIH*merlJ1v1 skupovi, k&K
Il n

Relacija zadovoljenja formula logike LZPV

strukturl U drugog reda definisana je induktivno na uobicajen

u verovatnosno j

nacin. Navedimo samo neke istaknute delove ove definici je:

(i) nije Uk 1 ,
cii) MF thi,...,x.][B,a ,---,2 1 akko (a,...,a )eB , gde Jje
1 B+ 1 n 1 n
a€A , i=1,2,...,n 1 BeA , i
i n
Yt P {x ,... x )la ,...,a ] akko (a,...,a )eR" .
k 1 n 1 n 1 I Kk
(i11) Uk vX"¢ akko =za svako BeA | Uk ¢[B]
1§

i 2 : s .
Logika LﬁPV ima sledeci skup aksioma:

T > (¥y=29) ;

T (e=2(Y=8))=2((e=sv)=>(¢=0))
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( ~g =9y ) =2{y¥y=¢ ) ;5
vilp = SB ¢ , gde Je SB ¢ formula dobi jena zamenom svakog
slobodnog pojavljivanja promenijive X" u g sa B, 1 B je

n-arna skupovna promenl jiva ili konstanta slobodna za X" u
' n

e, tj. ¢ i Si ¢ imaju isti broj vezanih promenljivih ;
VX ( ¢ >y ) => (9 #-VXH¢ } ., gde se X" ne Javlja slobodno
u e

Sve aksiome logike L . (AE—AB + B1_B4) ;

Aksiome za meru nad skupovnim promenljivim

(1) (V) ((PRer)XM(X) = (PRes)X (X)) , gde Jje rzs ;
(i1) (VXTI ((PR=r)X(X) = (PY=r)X™(¥)) ;
(111) (VXM (PR20)XM(K)
(iv) (X)) (VY™) (((PR=r) X (Z)A(PR=s) Y (R)) =
o (PR=sr+s) (XKPGOVY(R)))
(v) (VXM (WY (((PR2r) XM (A (PR23) YR (X)) A
A (PR=0) (X GDAY™ (D)) » (PRares) (X (VY (1)) 3

(vi) (VXM (P )X (2) =V (PRzr+1/K)X° (X)) ;

. » A ’92: f"\ n,—> —}_ A n, > . -
(vii) LBy (PX P)iELXi(X) = (Px}r)iEHXi{x) , gde je McN 1

L prolazi kroz sve konaéne podskupove od M

(viti) (WX™)((Px ...x =zr)X"(¥) e (Px_ ,...,%x_ zr)X" (X)),
1 n o M1 mn
gde je m neka permutacija skupa {1,2,...,n} ;
(ix)  (YX"T®) ((PRzr) (Pyzs)X" " "(X, ¥)=(PRyzrs) X" "™ (X, ¥))

(x) za svako r<t,

(vX™" ™) (PR=1) (PY>0) (PZer) (X2 (£,2) e X" 7(¥,2))

(3X™) (PR21) (X(R) = @(3))

Pravila izvodenja logike L Su:

2
APY
®, ¢ =29 tY
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U, Lo = y: yelt | ¢ a-hi ¥

U3 (1) ¢ = wtﬁ) g oo (P§a11w(§) , gde Jje ¢ formule logike

| Lgp i promenljive 1z ¥ nisu slobodne u o ;
(11} ¢ = w(X) | ¢ » (VX)y(X) , gde skupovna promenljiva X
nije slobodna u ¢-_

Sve aksione, osim. TB ; su valjane u verovatnosnoc]
strukturi drugog r‘eda i svim pravilima izvodenja primenjenim na
val jane formule, dobijﬁmo val janu formulu. Zbog aksiome T8 uvadimo

po jam verovatnosnog modela drugog reda.

Verovatnosni model drugog reda Jje verovatnosna struktura 1

drugog reda u kojoj svaki primer aksiome TB vazl.

TEOREMA 5.2
Ako Jje teorija T konzistentna u szv , tada T 1ima
verovatnosan model drugog reda.
Dokaz: Neka Jje C' prebrojiv skup novih individualnih

konstanti 1, za svako nzl, neka Je D prebrojiv skup novih n-arnih
n :
skupovnih konstanti (C,D e, neN)}. Neka je K=LuCu(uD )
n n n
Henkinovom konstrukci jom praSifimo teoriju T do maksimalne

z : . s - :
Kﬂpﬂ—kon21stentne teorije ¢ sa sledecim osobinama svedoka:
NATE .

(i) $ Je kompletna teorija, tJj. za svaku recenicu ¢ logike
2 C s - '
KﬁPV 111 ped 1il1  ~ped -
(i1) ako AveKo, 1 Vo, tada Aed ;

(111) ako Je ¢(X) formula logike K ., i p(2)ed za svako ¢ iz C,

tade 1 (PXz1)¢(R)ed ;

2

{iv) ako Jje o(X') formula logike K i ¢(P)ed za svaku n-arnu
APV |

skupovnu konstantu PEDn , tada (VX )e(X)ed .

[ - -’ - q—I q.i
Definisimo slab verovatnosni model U .=<A,{A :neN},c ,R ,u >
. ) ™ I

P
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drugog reda na sledec¢i nadin:

(1) A={CU:CGCK} , gde Je CK skup individualnih konstanti Jjezika
K
(1i1) RH={(a1,...,a.)EAF:P(al,...,a Yed} za svaku n-arnu
Il ; It

skupovnu konstantu P jezika K ;

(iii) A.:{Rﬂ:PESZ} , gde Je S: skup n-arnih skupovnih konstanti
n i

(iv) skupovi {3ueAn:¢(g,3)e¢} Su.ph—merljivi, gde Jje ¢ formula
logike Kﬁp’ dizCa B konac¢no-aditivna ﬁera definisana sa
pn{gﬂeAn:¢(3,3)e¢} = sup{P%(Pzar)@(ﬁ,g)eé}' :

(v) pn(Rﬂ) = sup{r:(Pzar)P(z)é§}

Lako Jje proveritl da za svaku recenicu ¢ logike KEPV vazi:

U b ¢ akko ged .

Dobi jeni  kanonski model U@ teorije & je 1 slab

verovatnosan model drugog reda teorije T .

Od internalne struktiure 'ﬂ¢=<'A,{UA :nem},“c,*R,ﬁp >,
. T n

gde jJe cAn={*B:BEAh}. Loebovom 1 Keislerovom konstrukci jom,
primenom transfer principa, dobi jamo verovatnosni model

@¢:<*A,{¢A :neN},*c,*R,p> drugog reda za teorijuT . =
n |

Jednakest za individualne promenljive moZemo uvesti

poOmodcu: X =y akko VXI( XF(X) e=> Xl(y] ) , 1 aksiome

Jednakostl sada postaju teoreme.

Dvoverovatnosne logike drugog reda L°2 4 L%%  uvodimo

APY APV

slicno kao u §3. Primetimo da ¢e aksioma apsolutne neprekidnosti

AV (vx“)({P2§<a)x“(2) - (P1:‘<’<e)x“(§)1
cecll d8e '

zajedno sa modifikovanom aksiomom Ta

(3x“)((p12=_-1)(x“c§) = o(X)) A (Pzﬁal){x“(ﬁ) e 0(X)))

i paralelno uvedenim pojmom dvoverovatnosnog modela logike drugog
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reda, obezbeditl apsolutnu neprekldnost merd p, , ¢ime je izbegnuta
konstrukel ja srednjeg verovatnosnog modela.

Sli¢no, aksioma

n 2. n,o > n,->
A (BX )((Plx_mx“m A (P %=1)X7(x))

i

Dbezbedujé singularnost mera pz , za svako nel.
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56 CILINDRICNE VEROVATNOSNE ALGEBRE

Odnos Booleove algebre 1 iskazne logike, 1ili odnos

cilindricne algebre 1 logike prvecg reda, motivise nas da uvedemno

'

algebre, koje cemo zvati cilindri¢nim verovatnosnim algebrama, =a

koje "odgovaraju", na primer, kona¢noj gradiranoj verovatnosno.j
logici LﬁP ( wegd ) . Na taj nac¢in, u mogucénosti smo da deduktivni

aparat konacCne gradirane verovatnosne logike interpretiramo u

Jjednakosnoj logici njene Tarski-Lindenbaumove algebre.

Neka je' <M’S’“n>nem gradiran verovatnosan prostor. Za

ﬁ=kl,...,kh ) k1<m i rel0, 1] definisimo unarnu operaci ju C; na
| k

podskupovima od MY pomodu:
r L ' . — .
Cf(X)_{yEM .pn{(xki,...,xkn)*xex i x =y za 1£{k1,...,kn}}tr}.

Dakle, operaci jom C: vr$i se “cilindrifikacija"” samo onih
K | |
odsecaka skupa X ¢ija mera nije manja od r . Nazovimo, stoga, ove

. : . .y o .. W

operaclje verovatnosnim cilindrifikaci jama. Mera-;z}xua skupu M,

generisana je merama g na skupu M, za svako neN . Iz Fubini jeve
n

teoreme sledi da za svaki pQFmerljiv skup X, odsecak
Uz, ,.ooa,x, ):xeX 1 x =y 2za ie{k_,...,k }} je p-merljiv za
K K 1 H 1 4!

n
1 n

svako yEMw, i C:(X) Je pw-merljiv skup, 5to govori o korektnosti
k

« o a = . . r
def'inicil je operaci ja C% .
k

Cilindric¢no verovatnosne polje skupova Jje skup B
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podsupova od M° , koji je pol je skupova u Booleovom smislu,
sadrzi istaknute elemente D1J={erm:xi=xj} i koji je zatvoren za

. T
operacil je Cﬁ .
k

Cilindric¢na .verovatnosna skupovna algebra nad gradiranim

verovatnosnim prostorom <M,S,pu > {oznaka:CPS“} Je struktura
n

neiN

W r
<3B,un,-,8,M,C,D >

;? 1 rel0,11, 5, 1, j<w sa cilindriénim

: , : »:
verovatnosnim pol jem skupova kao univerzumom, sa konstantama @, M

1 Dij , unarnim operacijama komplementiranja 1 verovatnosne
cilindrifikacije, 1 sa binarnim operacijama unije 1 preseka.
Apstrakceci jom ovog pojma, dobic¢emo opsti pojam cilindricne

verovatnosne algebre (dimenzije w).

Cilindriéna verovatnosna algebra (CP-algebra) je struktura

Y=< . - r > ; . -
A+, -, ‘O’l’c+’d1j~re[o,1],?,i,j<u , gde je <A, +,-,-,0,1>
Booleova algebra, Ci unarna operacija na A , CHJEA , tako da vaze
K
sledece aksiome (x,ye€A)
CP1 C:(O} =0 za r>0 , c:{l} = 1 za svako ref{0,1] ;
k K
CP CO(X) = 1 za svako X€A
2 > |
K
Cp e (x) = c(x) za rzs ;
K K
r S r s - |
. = . > * 1% —c .
CP4 cg(x cﬁ(y)} c?(x] c?[y] za >0 ili r=s=0 ;

|A

CP (1) e (%) e (-y) clqrﬂs[-{x+y)) .

5 > > -
k K X |
. . r S 1 : < r+s )
(ii) cﬁ(x)caﬁy) c%(‘éyd < c%-[x+y),
K K K k -
CP_ Ako Je x = c:(ci4jn(y))' za svako nelN , tada je
K ot |
x = ¢ (c(y)) ;
N
Kt
r _ L
CP? S 4 (x) = C, o (x) , gde Jje n neka
1 n n(1) - W(n)
permutaci ja skupa {1,2,...,n}
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x) za {K}n{f}=o

'

CP. c(d +d ) =d _ zar> i ke{i,j)
1 k 1]

Cp c(d *x)c(d -x) =0 =zak=j i r>0.
11 k ki K k] .

TEOREMA 6.1

Svaka cilindri¢na verovatnosna skupovna algebra CPS je

cllindric¢na verovatnosna algebra.
Dokaz: Proverimo samo neke, manje trivijalne, aksiome.

Aksiome CP_, CP_, CP_, CP, CP_ 1 CP izrazavaju, tim
2 3 5 6 7 8

redom, nenegativnost, monotonost, konac¢nu aditivnost, Arhimedovo
svoJstvo, simetricénost i1 nezavisnost proizvoda verovatnosnih mera

. pa koristec¢i ta svojstva mera p , zakljudujemo da navedene
, n

aksiome vaze u CPS

Proverimo aksiomu CP, . Neka je 2eC” (XCZ(Y)) i r>0 ili
K -k

r=s=0 ., To Jje ekvivalentno sa

o {(x ..., %x ):xeXnCS(Y) i z =x  za ié{ﬁ}} = r akko
n ]»c1 kn ;) ! 1

. _ C LD . _
pn{(xki,...{xkn).xeX-l (21_x1 za ie¢{kK}) i pn{(ykll...yk ) :
_ n

cyeY i (yizxi za ie¢{kK})} = s} = r akko

_ : _ T _
,un{(xk b X ):xeX i (zi X za ig{k}} i pn{(yk Y ):

1 n . 1 n

yeY 1 (y =z za ig{k})} =z s} = r akko

p{lx ,...,x J):xeX i (z =x za ie{f})} = r i
n k k - i i
1 n
w{ly ...,y JiyeY i (y =z za ig{K})} = s ' akko
n k k | i
1 n
zeC (X} 1 zeC®(Y)
3 >
k K
Proverimoc aksiomu CP . Neka yeC'(D AD ) i r>0,
: 10 k ik k]

ke{i, j} . Tada, {xk:xeD“Jﬁ%U I x =y za mzk} = @ , pa
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y =X =X =X =y o, tj. yeDIJ

Proverimo aksiomu: CP Ako :yECr(D ~X)nC (D n{~X)) 1
11 | k  kj kK k)
r>0 , k2} , tada {xk:xeXnij L x=y, i#k} = o 1}

{zk:ze--}(ﬂ]lJ i Y, ZZ ) i#k} # 2 , pa za ik imamo X =y =z
X

i=k imamo xk=xj=y5=zj=2k‘, tJ. %=z 1 xeX, ze-X, sto je nemoguce.n

Istaknime neke od cesobina cilindriénih’ verovatnosnin

algebri.
TEOREMA 6.2
(1} ¢ (cT(x)) = ¢®(x) =za r>0 ili r=s=0 :
X X P

(i1}  ako x =y, tada c (x) = cl(y)

1% k
. o 1-p o 1-q l-p q, . .
(111)t c (x) c, (y) = c%,% (x-y) ;
' k t kK t
(iv)y  ""PTTP) = T (ePix))
5,9 > T
Kt Kkt
(v) c'(cr(x)) = ¢! (x) . o
> > 3,
k t k ¢t

Navedimo 1 neke elementarne pojmove i osobine iz teorije

univerzalnih algebri, reduciranih na sluca cilindric¢ne

verovatnosne algebre.

Homomorfizam cilindri¢cne verovatnosne algebre % u
cilindriémi verovathosnu éigebru 3=<B,+",-",-",0",17,c
funkcija f:A-B za ko ju vazi:

(i) fix+y) = £(x) +* £{y) ;
(1) flxy) = £(x) % £(y)
(1i1)  £(-x) = ~"f(x)} ;
(iv) £(0) =0
(v) (1) =1 ;

. r . r, .
(vi) fﬂcﬁ(x)]-—tig(f(x)) ;

(vii) fifa ). =4 °
1] i j
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Ideal cilindriéne verovatnosne algebre A Je ldeal 1
Booleove algebre <A,+,-,-,0,1,> takav da za svako K i re{0,1], ako

xcl , tada ci(x)el . Definisimo novu CP-algebru

X
T = <as1,%,%,2,0,1,80,8 > pomoeu <ar1,%4,%,2,0, fr=ca, 4, 4, -, 0,151
K
3:[}4] = [c:(x)] i a” = [dij] . Lako se proverava da Jje U/I
K k

zalsta C(CP-algebra 1 da postoji prirodan homomorfizam iz U na

U/T.

Teorija univerzalne algebre daje, dobro poznatu, vezu
homomorfizma i ideala cilindric¢nih verovatnosnih algebri.

TEOREMA 5.3

Ako Jje f homomorfizam CP-algebre % na CP-algebru % i
[={xeA: £{x)=0"}, tada je I ideal algebre 1 i 8 = U/I . O
Razmotrimo wvezu izmedu kona¢ne gradirane verovatnosne

logike 1 cilindriéne verovatnosne algebre. |

Neka je ’FormL._skup svih formula  logike Lde na Jjeziku

L={n1,cj} sa skupom promenljivih {vL:k<w}. Logicke simbole

-_} ' I .o
V,A, 9, 7,1, (Pvzr) mozemo da posmatramo kao operacije na skupu FormL

a tako dobliljenu algebru ?ammLé<FormL;V;A,€,1,T,(P?Er),vizvj>

slobodnom algebrom nad skupom atomarnih formula.

Neka Jje X neka teorija logike Lgp' Relacija _Z definisana
na skupu FormL pomocu: @ EZ w' akko 2} ¢ &> ¥, je' kongruenci ja

algebre 9aamL . Da se relaci ja EE "slaze” 1 sa operaci jama (P?ar)

sledi iz: ako Sk ¢ e ¢ , tada T} (PVar)e e (Pvar)y .
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Cilindriéna vercovatnosna algebra formula teorije 2 je

faktor algebra Foun/s= = <Form/E,+,-,-,Q,l,c:ﬁdu>, gde za ¢'wELﬂP’
k
1, 0<w 1 ?ﬁk , ..., K vazi:
1 n
(1) [e] + [¥] = (@ v ¥l ;
(i1} [l - (¥l = lo A ¢l ;

(11i) ~[el = [=¢] ;

(iv) 0

{1(%;“%)] »

(v) 1 = [v =v ]
0 0

(vi) c%[¢l = [(Pvﬁ;r)@] ;
K ¥

(vii) d = [v =v ] .
1] I
Na.tn;j'naé;n, pitanje ekvivalentnosti formula ¢ 1 Yy u

odnosu na teoriju X , svell smo na pitanje da 1i wvazi identitet

lel=ly]l u algebri Fowns/= , sto dalje prevodimo na skupovne

operaclje sa odgovarajucim skupovima valuacija. Naime, ZF P = Y

akko za svakl gradirani verovatnosni model M teorije X vazi @m:$ﬁi

i m | |
gde je ¢ = { seM” : Mk @is] }. Homomorfizam algebre 9aamL na

cilindri¢nu verovatnosnu skupovnu algébru CPS nad gradiranim

verovatnosnim modelom M, odreden je Sledecimfociglednim osoblnana:

m M
o Uy ;

(1) (o v )

(1) (A’ =g ny"
(111) ()=~

} _ mo )
(1v]) (ﬂ(VO—VU)} = a9 3

oy w
(v) (vo—vo] = M

) M r, I |
(vi) ((Pv?:r)w} = C?(w ) :

(vii) (v =v )’fm = D
i3 i j

TEOREMA 6.4

Ako Je Z teorija logike Lﬁp 1} M gradirani verovatnosni
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medel teorije Z, tada Jje funkcilja f;?amn/; > CPS“ definisana sa
£{legl)=¢ , @eForm , homomorfizam algebre Fown/= na algebru CPS”.D

Koristeci uobic¢ajenu tehniku teorije univerzalne algebre,
lako se dokazuje sledeca <¢injenica.

TEOREMA 6.5

Ako je I ideal algebre Fowun/= definisgne.teorijom = logike

Lﬂp , 1 =ako Jje T skup orilh recenica ¢ logike L za koje Je

AP
~[¢lel, tada je Z&T i algebra (Fdwn/=}/1 je izomorfna sa algebrom

?anm/ET definisanom teorijom T . ©
Svakom elementu XEA, cilindriéne verovatnosne algebre U ,
pridruzimo njegovu dimenzi ju pomocﬁ: ﬁx={k:ci(x)¢x za neko r>0}.
TEQOREMA 6.6 |
Ako Je f[:U-3 homomorfizam cilindriénih verovatnosnih
algebri 1 xeA, tada je Af(x)EAx .
Dokaz: Ako keﬁf(x},ltada c;(f(x)}if(x) za neko r>0 , tada
f(ci(x))if(x) zﬁ neko r>0 , pa c;{x)ix za neko r>0 , tj. keAx. =
1

Cilindri¢na verovatnosna algebra % Jje lokalno konacéno

dimenziona ako Jje skup Ax konadan za svako x€A .

TEOREMA 6.7

Fonm/= je  lokalno konac¢no dimenziona cilindric¢na

verovatnosna algebra.

Dokaz: Ako Jje ¢ neka formula logike Lﬂp , 1 \ promenl jiva
koja se ne Jjavlja u ¢ , tada } (kazr)cp = ¢ za svako >0
Stoga, C;([tp])=[(kaEP)@]=[fp] za svako r>0 , tj. keAlgp] . Kako

formula ¢ ima konac¢no mnogo -promenljivih, to Jje 1 skup Alg]

konadan. =

U gradiranom verovatnosnom modelu recenica
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(PVREP)( Vo M E ) za r>Q , obezbeduje zamenu promenljive v

promenl jivom Voo Sliéno, operacije rSi cilindri¢éne verovatnosne
- % , K=1
algebre U definisane pomocu Sk(x] =1 ef(a -x) , kei .
Lk ki
za r>0, imaju ulogu "zamene promenljivih”
TEOREMA 6.8
Neka je L={Rj,ck}, %1 cilindriéna verovatnosna algebra , i

f:{Rj:jeJ}aA funkcija takva da Af(R)Sn jeJ, gde Jje n duzina
relacl je RJ . Tada, postoji homomorfizam g algebre ?mm/Eg {za

n=3) U algebru'ﬂ, tako da gLRJ(vO,.;,,vn ,1]]:f(RJ) , JeJ

J

Dokaz: Induktivno po slozenosti formula loglke Lgp ,

definisimo funkci ju h:FormLaA sa osoblnom:
ako F ¢ , tada hipl=1 (T)

Ako je ¢ atomska formula oblika R{v_,...,v } . gde je

X K
O n-1

R relacijski simbol duzine n , 1izaberime prvih n Dbrojeva

i, ..., 1 iz skupa w-{k_,...,k 0,1,...,n-1} 1 stavimo
O n-1 G n-1
r kO r kn-l r iD : -1
R(R(V ,...,V 1}1='S Te...0 S ©'S “e,..0 S "T(f(R))Y , =za
k k i i 0 n-1
O n-1 0 n-1
neko r>0 . Za ostale slucajeve formule ¢ , definisimo h{ig) na

uobicajen nadin:

d
ki

hiv =v ) ;
kK 1

hip v y) = hig) + hiyl} ;

hiep A )

hie) - h(y} ;

hi=@} = -h(g) ;

{

h((Pvﬁ;r)Q? c?(h(@)]

Pokazime da svaka aksioma konacne . gradirane verovatnosne

logike LﬂP pripada skupu $={geForm :h(gl=1}

L

92



Za aksiome logike LA bez kvantifikatora dovoljno |je

pokazatl da iz h(g)#1 sledi da ¢ nije tautologija. Zaista, neka je
I maksimalan ideal Booleove algebre 8=<Form/=,+,-,-,0,1> takav da
h(plel, 1 neka Je n:Bﬁﬁ/I prirodni homomorfizam. Tada Jje 3/1
dvcelementna Booleova algebra. 1z hi{g)21 , sledi neh(¢)=0, tj. ¢
nije tautologija. Aksioma kdja obezbeduje zamenu promenljivih u
atomskoj formulil, pnipéda skupu ¢ na osnovu definicija funkcije h
i operacija zamene promenljhivih "5;

Ako Je ¢ oblika (szr)w = (Pgas)w , rzs (aksioma Az),

- _ .r r _
tada hig) = Cﬁ(h(w)) + Cf(h(w)} 1 ;bog CP3 :

Ako je ¢ oblika (Pzad)w (aksioma AS), tada

—— O ——
hig) = c?(h(w)) = 1 zbog CP2 .

Sli¢no za ostale aksiome kona¢ne gradirane: verovatnosne

logike. Skup ¢ je takode zatvoren za pravila fzvodenja.

Dakle, svaka teorema konadne gradirane verovatnosne logike
LﬂP pripada skupu ¢ , ¢ime Jje (T) doka;aﬁo.

Funkci ja g:?a&m/zﬂ 5 % definisana sa g([w]) = h(g) ,

¢EFormL , Je 2eljeni homomorfizam. =

Teoreme 6.3 , 6.5 1 6.8 daju da je svaka lokalno konac¢no
cdimenziona c¢ilindri¢na verovatnosna algebra U izomorfna neko]
algebri Fown/= , za neko L 1 teoﬁiju z . Ovim jeldokazana teorema
O Boocleovo ] reprezentaci ji ‘Elokalno konacno dimenzionih
cilindriénih verovatnosnih algebri.

TEOREMA ©6.9

Svaka lokalno konac¢no dimenziona cilindric¢éna verovatnosna
' :

algebra U, [A|>1 , se moze homomorfno preslikati na neku

cilindri¢nu verovatnosnu skupovnu algebru. =
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Monografi ja Henkin, Monk, Tarski [15] (dva dela) posvecena
Je cilindrié¢nim algebrama i, izmedu ostalog, bavi Se
reprezentaci jom, aksiomatizabilnes¢u i odlucivoscu ovih algebri.
Paralelno, mozemo ove probleme igpitivati 1 za cllindricne
verovatnosne algebre. tisak Jje da se zbog "prirodnosti”
verovatnosne logike Lgp mogu ocekivati i "povoljgiji” rezultati.

1 2
daje dva tipa verovatnosnih Cilindrifikacija povezanih apsolutno

Varijacija na dvoverovatnosne -logike

neprekidnim 1ilil singularnim- odnocsom, Sto, takodg,'_mDZe biti

predmet buduc¢ih istrazivanja.
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