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lMpearosop

Maremaruyka JIOTHKa, Kao /10 MaTeMaTHKe U JIOTMKE YOIIITe, JaHac MpeCcTaB/ba He3a-
0OMJIa3HU METOJ 32 PEeIIaBamke BEJHMKE IpyIe MaTeMaTnykux npodiema. C jenHe crpane, mpea-
CTaBJba CPEICTBO 3a MPEIM3HO M3JIarame MaTeMaTHYKUX TEOpHja, C APYyre CTpaHe, jeJHy O
MaTeMaTHYKUX TEOpHja y YUjeM OKBUPY je pa3BHjeH jeJlaH Opoj MaTeMaTHuYKuX METOja Koje ce
0 TIPUPOIH HE PA3NIMKY]jy OUTHO 011 MeTo/Ia anreOpe, aHalu3€e UT/., OAHOCHO, KOjH CY TI0 CBOjOj
HPUPOIM MaTeMaTHUKH U CIyXKe 3a pellaBamke MareMaTHukux npodiema. C TuM y Besu, Gop-
MaJIHe JIOTHKE 3ay3UMajy BaKHO MECTO Y (hopManu3aliju MHOTHX Teopuja. Moro 6u ce pehu
Jla IPOyYaBamke JIOTHUKHAX CUCTEMa, Y OBOM pajly, HJIe Y JBa PaBlia: jeJjaH je Y BE3U ca TeOpH-
JjoM BepoBaTHOhe, OMHOCHO TEOPHjOM Mepe, 0K je APyTH Be3aH 3a Tonosorujy. [Ipeamer pana
j€, CBaKako y MpBOM peiy, IpOIIUpHBake KIACHYHE JIOTHKe 10 (opMaTHUX cucTeMa Koju he
OWTU TPUKIAIHH 33 ONMHCUBAIE U 3aKJbYUYUBAHE Y HABEJCHUM MaTeMaTHYKUM OKPYKEeHHUMA.
MecTo U 3Ha4aj TONOJOTHjE U TEOpUje MEepe y MareMaTUIM y MOTIYHOCTH ONpaBAaBajy mpo-
ydaBame Be3e uaMel)y hparmeHara MareMaTudke JIOTHKE KojuMa heMo ce oBie 6aBUTH U OBHX
MaTeMaTH9KUX JACIHUTLINHA.

OpraHusauuja paaa

[Topen yBomHOT TIOTIaBiba, y KOME j€ IaT HCTOPHjaT ¥ 3Ha4aj] BEPOBAaTHOCHUX W TOMOJIO-
IIKUX JIOTHKA, Kao ¥ kpahu npuka3 nauHuTapHe jJoruke L, ., U JOTHKa ca YOIIITEeHUM KBaH-
tudukatopuma L(Q), uznarame je moaesbeHo y ceaam cinenehux nornassba: (1) Hectanmapana
aHanu3a, (2) lomyctusu ckynosu, (3) [IpebpojuBu pparmeHT HHPUHUTAPHE JOTHKE Loy, (4)
Cpenmu Mozedn, (5) Jloruke ca uaTerpanuma, (6) Jloruke ca oneparopruma yCIOBHOT OUEKHBakbha
u (7) Tonomno1ke JIOTHKE.

VY npBoM nornaBiby Heciliangapgna anmanusa M310KEHU Cy OCHOBHU MOJMOBU HECTaH-
JapJHe aHAIM3€ U OMHCaHe CY JIBE TEXHUKE KOj€ NMa]y BaKHY YIOTY Y KOHCTPYKIIH]H OUEKHUBa-
HUX MOJIeNIa MPECTaBJbeHUX JIOTHUKUX CHCTeMa: KOHCTpyKuuja JleboBe mepe u JleboBa KoH-
cTpykuuja JlaHujenoBor uHTErpana. Y Ipyrom IMoriaBiby J{ouyciiugu cKyiosu Cy U3II0KECHU
eJIEMEHTapHH TI0jMOBH Be3aHH 3a Kpunke-IlnatexkoBy TeopHjy cKymoBa, Kao U 3a HeHE TpaH-
3UTHBHE MOJIENIe — JIOMyCTUBE cKymnoBe. OmucaHe cy U HEKe CHelHjaiHe BPCTe JOMYCTHBHUX
CKyToBa koje he OuTu Kiby4yHe y rpal)emy CHHTaKce BEpOBAaTHOCHUX M TOMOJOIIKUX JIOTHKA U
MpUKa3aHa je Be3a ca KJIIACMYHOM TEOpPHjOM HM3pauyHJbUBOCTU. Tpehe mornasibe [lpebpojusu
@paimenitiu ungunuitiapte noiuxe Ly, je pukas npedpojuBor pparmenra L,. Onucal je Ha-
4yiH (hopMaIn30Bama CUHTaKce U ceManTuke y KPU Teopuju, CBOjCTBO KOH3UCTEHTHOCTH U JI0-
Ka3aHa je KOMIUIETHOCT B KoMrakTHocT (bapBaj3oBa) 3a mpeOpojuBe AomycTUBE (parMeHTe.
Cge HOBe JIoTHKE Koje he Outu nare y oBom pany 6uhe nHuHHTApHE JTOTUKE HAJT OATOBapajy-
hum nomyctuBuM ckynoBuma. YeTBpro nornasibe Cpegrou Mogen j€ jeaH OpUTHHATHY MTPUKa3
H. VxonunoBuha mo3Hare KOHCTpyKLHje cpeamer Monena Muoapara Pamkosuha. C 063upom
Jla je TEXHHUKa CPeImer Mojesia KOpHuIIneHa y CBUM pe3y/iTaTUMa y OBOM pajy, M3[BOjeHa je
Kao 3ace0HO MoraBjbe. Y METOM NomaBiby Jloiuke ca unilieipanuma HajIpe je mpeacTaBbeHa
BEPOBATHOCHA JIOTHKA Lp, @ 3aTHM U JIOTHKA Ca MHTEIPATHUM ONEPaTopoM L, mpu yemy je



Ilpegiosop

IpuKa3zaHa Be3a u3Mel)y OBUX JIOTHUKUX CUCTeMa. 3aTUM Cy IpeACTaB/beHE 1B HOBE BEpOBAT-
HOCHE JIOTHKE Li’} u L} e VY npBoOj Cy OnMCaHu MOJETH Yhje Mepe UMajy KOHauHE PAHTOBE,
1J2

JIOK JIpyra NpeJcTaBsba eKBUBaNEeHT Paikosuhese 1BOBEPOBATHOCHE JOTHKE LY, , MeDy noru-
Kama ca MHTETpajHUM orepatopuma. Y oba cirydaja je JoKa3aHa MOTITYHOCT aKCHOMAaTH3aIje
y OJHOCY Ha Kjacy JepuHHCaHNX Monena. Ha moderky mecrtor mornasika Jloiuke ca otiepa-
wiopuma ycloeHol ouekusarba NpejcTaBibeHa je Kucneposa soruka L, f(IR) ca MHTErpaJlHuUM
oIrepaTopuMa M CIIy4ajHUM NPOMEHJbUBUM, a 3aTHUM U JIOTUKA L,p ca OmepaTtopoM yCIOBHOT
OYEKHBama. Y HACTABKY j€ M3JIOKEHA HOBA JBOBEPOBATHOCHA JIOTHKA Ca CIy4yajHUM IPOMEH-
JbHBUM L i fz([R)’ Kao U JIBOBEPOBATHOCHA JIOTHKA Ca yCIOBHUM OYECKHBAHEM Y JIOTHLHM Lj ; 1 .

JlepuHncaHa Cy JBa pa3IUuMTa OIEPaTOpa YCIOBHOT OYEKHBAMba Y OJJHOCY Ha JIBE MEpe U1 H Uy
PECTIEKTUBHO, KOj€ C€ Halla3e y aliCOIyTHO HETPEKUIHOM OJHOCY. Y CeIMOM IoraBiby Joilo-
Jlowke noiuke nara je Hajupe Kucnepona joruka ca KBaHTU(DHKATOPOM ,,lTIOCTOjU HEMTPEOPOJUBO
MHOT0”’, KOja Ha HeKHM HauWH MPEJICTaB/ha OCHOBY 3a TOIOJIOIIKE JIOTHKE KOj€ Cy ITPEJCTaBIbEHE Y
OBOM TIOIJIaBJbY. 3aTUM Cy HaBEJICHU HEKH €IEMEHTApHU TIOJMOBH BE3aHU 3a, HajIpe KIacHIHE
TOIIOJIONIKE IPOCTOPE, a OHJIA U 32 TOTIOJIOIIKE KJlaca MpOoCTope Koje cy npoydasainu K. Mujaj-
nouh u [I. Aupuh y [11] u [12]. Taxohe cy npencraBmpeHe 18e CrpooBe TOMOOIIKE JTOTHKE
L(O)u L(O_,), on Kojux je Apyra ekcTensuja joruke L(O) v morojHa je 3a mpoy4aBarbe TOOJI0-
IIKOT TIPOM3BO/Ia U HEMTPEKHUTHHUX TPECIINKaBamka Ha KJIACHYHUM TOTOJIOIIKMM pocTopuMa. Y
cieneheM ofieJbKy je U3JI0KeHa TONoJjoIKa Kiaca joruka L, (0, C), koja npeacTaBiba HHOUHU-
TapHU J0MyCTUBH eKkBuBaieHT Crpoose oruke L(O), y 01HOCY Ha TONOJOIIKE Kjlaca MPOCTOpe.
Ha xpajy je omcana HOBa TOIOJIONIKA Kiaca jtoruka LP™(0", C"),e., Y K0jOj LIEHTPAIHO MECTO
3ay3MMajy TIOjJMOBH TOTOJIOIIKOT NMPOU3BOAa U HEMIPEKHIHUX MPECIMKaBamba Ha TOMOJIOIIKIM
KJIaca mpocTopuMa.

[MybnHKOBaHHU W H3NaraHH AeN0BH paja

JlenoBu OBOT pajia KOju C€ OJHOCE Ha BEPOBATHOCHE JIOTHKE 00jaBJbEHH Cy Y HAYYHUM
gaconucuma: [47, 48]. Pesynrar u3 nmornasiba 6. je Takohe H3JI0KEH Ha HAYYHOM CKyIy Pro-
babilistic logics and applications y beorpagy 2011, nok je mperies pe3yirara U3 MoriiaBiba
7. nznoxeH Ha Cemunapy u3z eéeposaiunocrnux noiuka Maremarnukor nactutyra CAHY. JlBa
paza, koju cy Takole pe3yaTar OBHUX UCTpaKMBamba, Haja3e ce Ha PELCH3U]H.

3axBaaHOCT

Benuky 3axBanHoct nyryjem npodecopuma ap Pagocary bophesuhy u np He6ojmm Hko-
nuHOBUhY, MeHTOpY OBor paga. CBOjUM HJejama, KojuMa je HHULUpaH HajBehu 1e0 ucrpaxu-
Bamba, U 3aJlaralbeM Kpo3 JMCKYCH]je, Jalli Cy BEIUKH JOIPUHOC OBOM pany. IlocebHo cam 3a-
XBaJslaH npodecopy ap Muosapary PamikoBuhy Ha KOpUCHUM cyrecTdjama Koje cy MU Ouiie oJ
BeJIMKE MOMOhHU TOKOM paja.



YBOoa

Hacranak BepoBaTHOCHHX JIOT'HKa ce MOke Be3aTu 3a uMe [lepoma Kucnepa. 3amunubene
HajIpe Kao JOTHKe Mpuiarolene npoyyaBamy jeIHOCTABHUJUX CTPYKTypa Ha MTOJbY TEOPH]E Be-
poBatHOhe, pa3BHjajy ce Ka JIOTMYKHUM CUCTEeMHUMA TTOTOTHUM 32 OMHUCUBAE U CIIOKEHH]UX T10]-
MOBa, Kao IITO Cy MapTUHranu, MapkoB npouec, bpayHoBo kperame uta. Kuciep cBoj pax
3all0YMIbE JIOTUKOM Lyp, Tj. pa3MaTpameM CTPYKTypa IpPBOI pela y KojuMma je BepoBarHoha
nepuHucaHa Ha goMmeHy. Jloruka L,p je cnuuHa MHGUHUTApHO] Joruuu L, (A je nomycTus
noficKyn ox gomycTuBor ckyna HC koju caapku opauHal w, BUAETH IOIIaBibe 2); yoOuya-
JEHU KBaHTHU(UKATOPHU VX U 3X Cy 3aMEHEHU BEpOBaTHOCHUM KBaHTU(UKaTopoM Px > r, npu
yemy ¢popmyna (Px > r)p(x) 3Hauu 11a je BepoBaTHoha ckyna {x | ¢(x)} Beha munu jenHaka r.
Pazpalyyjyhu Kucnepose uzeje, Xysep je npoyuaBao J0oruke L,p, L, p, Ka0 U JOTUKY Lpp. C
003MpOM Ha HE TaKO BEIHMKY U3pakajHy Moh Joruke L,p, jaBjba ce moTpeda 3a JOTUKOM Y KOjoj
he MHOTra cBOjCTBa CllyuajHUX MPOMEHJBMBHUX OUTH onucuBa. Tako Hacrtaje joruka L, [y K0joj

YMECTO BEpOBaTHOCHUX KBaHTU(UKaTOpa Px > r purypuiry KBaHTUPHUKATOpH 00IMKa f ..dx.

Taxohe, XyBep yBoau JOTUKYy La( f ) Koja je Monu¢uKanuja Joruke L, [ VYBeleHUM JTOTMKaMa
uIak Huje Moryhe omnucary nojMoBe KOjH Cy y BE3H Ca YCIOBHUM OUYEKHUBAEM CITy4ajHUX MPO-
mensbuBuX. OBaj mpoOiiem Kucnep permara yBolemeM joruke Ly Koja MPOIIMPYje JIOTHKY ca
uHTEerpanuma L, 101aBameM HOBOT oneparopa E [-| -] KojuM ce u3pakaBa yCIOBHO OYCKUBAHHE
cllyyajHe MPOMEHJbMBE Y OIHOCY Ha O -aire0py MepJpUBHUX cKymnoBa. [IpoydaBame joruka ca
YCIIOBHUM OYeKHMBamUMa Jajbe HacTaBibajy C. Paxapno u X. PomenxayceH Koju aaje ajgantu-
paHy BEpOBATHOCHY JIOTHKY L,4, TIOTOJIHY 3a MPOyYaBambe CTOXACTUYKUX IPOLEeca, OJHOCHO
HEKHUX CIIELHjaTHUX BEPOBAaTHOCHUX MIPOCTOPA.

[enokynaH mpuka3 0BUX BEpOBaTHOCHUX JIOTHKA MOke ce Hahu y [6], rae Takohe Kucnep
Jlaje HU3 CyrecTHja 3a MpaBlie AaJber HCTPAXKHUBaKba HA 110JbY BEPOBATHOCHUX JIOTHKA. JedaH of
MOCTaBJbEHUX MPoOIeMa je OMo U TeopeMa KOMILIETHOCTH 3a KJIacy IBOBEPOBATHOCHHUX MOJIETIa,
CIEIHMjaJIHO 3a CTPYKTYpE ca JBE BEPOBATHOCHE MEPE (U U Uy TAKBE Jia j€ (4 allCOIYTHO Hempe-
KHJIHA Y OJTHOCY Ha Up. Panehm Ha oBoM mpobGnemy, PamkoBuh y [46] yBomu Bpio KOPHCHY
TEXHUKY Cpedmer Mojiesia Koja he 1aTu myHo HOBUX pe3yiTara Ha OBOM MoJby. OBa TEXHHUKA je
KopuIIheHa 3a 10Ka3uBambe KOMIUIETHOCTH MHOTUX JIOT'MKA Be3aHUX 32 IBOBEPOBAaTHOCHE CTPYK-
Type. Y mpBoM peay Tpeda uctahu u pagose P. Bophesuha, koju mopen joruka ca arncoiyTHO
HETPEKUIHAM OTHOCOM Mepa y IBOBEPOBATHOCHUM CTPYKTypaMa, U3ydaBa U JIOTHKE KO KOjJUX
Ce Mepe Hajla3e y CHHTYJapHOM OfHOCY. TeXHHKa Cpeamer Mojiena je 3ajeJHUYKH UMCHUTEIh
CBUX JIOTHKa KOj€ Cy U3JIOKEHE Y OBOM Pajly, a KOpak Jlajbe y MpoydaBamy ABOBEPOBATHOCHUX
JIOTHKA je U JIOTHKA ca YCIIOBHUM OYEKHMBabUMa U3JI0KEHA Y MOINIaBJby 6.

Pa3Boj Tononomkux oruka 6u Morao OuTH mMojesbeH y ABa npapna. C jenHe cTpaHe cy
®nym u 3ajriiep KOju Cy Haj3aciay>KHUJU 3a Pa3Boj TOMOJOMIKUX Joruka. [lopen kiacuuHux
TOIOJIONIKMX TPOCTOPA, OHK Cy Pa3MaTpajd U JIOTUKE PAa3HUX CHEIHjaTHUX TOMOJIOIIKUX MpPO-
CTOpa, Kao IITO Cy YHU(GOPMHH MPOCTOpH, HHGUHUTE3UMAIHU ITpocTopu UTH. C Apyre cTpaHe
cy CrpooBe TOIOJIOIIKE JIOTHKE KOje MPeICTaBsbajy, Ha HEeKH Ha4KH, HacTaBak Kucieposor paja
Ha JIOTUKaMa ca YOIIITeHUM KBaHTH(HKaTopumMa. Jloruke koje he OutH npeacraBbeHe y OBOM
pany cy momudukaije CrpooBUX TOIMOJOMIKHUX JIOTUKA, Hajipe ioruke L(O), a 3aTUM | JIOTHKE



Yeog

L(O!"_) Koja je Torofina 3a Ipoy4aBare I0jMa TOMOIOIIKOT POU3BOJA M HENPEKUIHUX TIPE-
cnrkaBama. Kao pesynarar npoyyaBamba TOMOIOMIKUX JIOTHKA OBOT THITA HA HEKUM CTICIIHjalTHUM
TOIOJIOMIKUM TpocTopuma, P. Bophesuh, H. Mkxonurosuh u XK. Mujajnosuh nznaxy Tomnosno-
Ky kiaca JJoruky L(O, C) rae Cy onmrcaHu TOMOJIONIKY Klaca MPOCTOPH, KOje Cy TpOoyUdaBain
K. Mujajnosuh u 3. fimpuh y [11, 12]. Hoa Tononomnika kiaca jnoruka L™ (0", C*),e,,, K0ja
je M3JIOKEeHA y TOIaBJby 7, CHHTETHIIE CBE MPETXOJHE pe3ysiTare, MpeAcTaBibajyhul TOTHKY
MIOTO/IHY 32 PE30HOBAE O TOMOJIOIIKOM ITPOU3BOJY M HETIPEKUIHUM IPEeCIMKaBalkbUMa TOOJIO-
HIKUX KJ1aca IpocTopa.

VY HapenHuM ozesblinMa Ouhe omnucaHe JIOTUKE KOj€ UIpajy BEJIMKY YJIOTY y IpOy4aBamy
JIOTHKA Y OBOM pajly: WHUHHUTAPHA JIOTUKA L., ., 1 JIOTHKA Ca YONIITCHUM KBaHTH(UKATOpUMa

L(Q).

HUHduHuTapHe noruke. Jloruka L,

[Topen noruke npyror pena, koja ce 100Hja yBohemeM penainjcKux MPOMEHIJbUBHX, MPO-
IIMpea MPEIUKATCKOT padyHa MPBOT peia MOTY C€ JOOUTH yOIITaBakheM lbHXOBUX JIOTHUKHIX
BE3HHKA. YKOJIMKO C€ Y je3UKy L IOmycTe TUCjYHKIIH]E ¥ KOHjYHKIIM]je O€CKOHAYHE JTy>KUHE, J10-
Omjajy ce mnpunuTapHe Joruke. HajjenHocTaBHUjU cily4a) MHQUHUTAPHE JTOTUKE jECTE JIOTHKA
L, Y K0jOj Cy 103BOJbEHE MpedpojuBe KOHjyHKLHM]jE U AucjyHKuMje. OBa JIOTHKa, Y CTBapH,
npeacTaBiba jeAaH GparMeHT JOTUKE Ly, Y KOjOj Cy AOMYIITEHE AMC]YHKIIM]je U KOHJyHKIUje
MpeKo ckyna ¢popMyina MpOU3BOJBHUX KapAunHAaTHOCTH. DopmaiHo, hopMyse JOTUKE Ly, Ae-
¢uHHUIIEMO Kao HajMamy KJlacy 3aTBOPEHY 3a yoOHuajeHe Be3HHKE U KBaHTH(UKATOpE JOTHKe
L., ¥ 3aTBOPEHY 3a KOH]YHKILIM]€ MPOU3BOJbHUX CKymnoBa ¢popmyna. [Ipema Tome, ako je ¢ ckyn
(opmyna soruke Lo, oHaa je u /\ ® dopmyie g0ruke Loo,. AHAIOTHO ce Ae(HHHUIIE U CKYII
¢dbopmyna noruke L, . Y 00a ciaydaja, penanujy 3a0BoJbEHba NpomupyjeMo cieaehum ycmo-
BOM:

Mlz/\¢> akko M ¢ 3acBako ¢ u3z .

Kopucrehu ne Mopratose 3akone, qucjyHkinjy \/ ® Moxemo aepunucarn kao ckpahemne
dopmyne = A\{—p | ¢ € ®}. V omurem ciyyajy, pparMeHT HHYUHATAPHE JOTHKE je NeGuHncaH
Kao (parmeHT noruke Lo, (BUAeTH mornasibe 3), mehyTum, kako hemo Hajabe paguTH uC-
KJbYYHMBO ca MpedpojuBUM (J10IyCcTUBUM) (hparMeHTHMa, JieTajbHuje he OUTH omucaHa JIOTHKa
Loyo-

[Toctoje popmyne jesuke L,,, ., ca O6CKOHAYHO MHOTO CI000JHUX MTpoMeHIbuBUX. On caga
he Hama nmaxma OUTH yCMepeHa caMo Ha OHe GopMyJie Koje MMajy caMoO KOHaYHO MHOTO CJIO-
OOHUX MPOMEHJBUBUX. YKOIUKO (hopMyZia ©UMa KOHAaYHO MHOTO CJIOOOJHUX NMPOMEHJBUBHX,
OHJIa CBaka meHa motdopmyna Takohe canpku KoHadaH Opoj CIOOOAHUX MPOMEHJBUBUX. AKO
je ¢ pedyenuua jesuka L, ., OHJa CBaKa MOTGopmyIa popmyiie ¢ UMa KoHadyaH 0poj c1000JHIX
npomMeHsbUBHUX. MHaue, je3uk L,,, ., IMa HeIpeOpojuBo MHOTO (opMyIia, IITO MPEACTaBIba jeaH
o]l pa3nora yBohema (parmenara oBe Joruke. MHOTe CTpyKType, KOoje c€ HEe MOTY OMHCATH y
MPEIUKATCKOM padyHy MPBOT pena, MOTy OUTH onucaHe GpopMyrnama Jioruke L, .,: Kiaca CBUX
KOHAaYHHUX MOJIEelIa, Kjlaca CBUX Tpyla ca TOP3WjoM, Kilaca MoJba KapaKTepUCTHKE HyJa, Kiaca
apxXuMeAcKu ypeheHux mosea utA. Ha mpumep, Kilaca CBHX rpyra ca TOP3HjOM OKapaKTepH-
CaHa je KOHjyHKIMjOM yoOHYajeHnX akCHoMa 3a rpyrie 3ajesso ca: Vx \/{x*---xx=e|neN}.

n
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Taxohe, ako 3a mpupoaan 6poj n Behu of 1, ca ¢, 03HAYUMO HOpMYITY
EIU()...EIUn_l(_'V() = A..ANV=Vy g AN... ANV = Vn—l)’

uMaMmo aa Baxku: M = \/{—upzn | n > 1}, ako ,,M je xoHauaH ckym’. AKO ce JI03BOJIe JIOKa3u
OeckoHauHe JTy’KUHE, JIoTuKa L, , IMa aKCHOMAaTCKU CHUCTEM KOjH je TIOTIYH Y OJHOCY Ha yBe-
neny cemanTuky. [Ipeuusnuje, y norumu L, ., MOXe ce qe(UHUCATH [T0jaM JJOKa3a TakKo Ja 3a
CBaKHU CKYIl peUEHHIIa X U CBAKy PEUCHUILY ¢ je3UuKa L, ., LF p & X = o.

[IpBYy TeOpemMy MOTITYHOCTH 32 OBY JIOTHKY J0Ka3ao je Kapm (1964). Akcnomarcku cuctemM
IPEIMKATCKOT padyHa PBOT pejia MPOLIMpPEH je Ha cieaehn HauuH: 3a cBaky pedenuuy \ @ u
¢ € ® nonaje ce akcuoma (i) /\q> — (0; ¥ IpaBWJIO U3BoOhemwa (ii) u3 Y — ¢, 3a cBako ¢ u3 @,
saksbyuyje ce i) — /\ ®. Hekaje name ¢ = A\{-¢s, | n > 2}. Peyennua ¢ Baxu y Mozieny 2 akko
j€ cKyn A KOHa4aH. 3akJbydyje ce J1a CKyIl pedeHuna {¢ jU{—ys, | n > 2} Hema Mozien u puToMm,
CBAaKH HErOB KOHAYaH MOJICKYT UMa MOJIEN, Tj. Y JIOTUIH L, ., HE BaXKH CTaB KOMITAKTHOCTH.

Cse y cBeMy, npena3ehu o MpeauKaTcKor padyHa MpBor peaa L, Ha JOTUKY La,, MO-
CTHIKE ce 3HaTHO Beha m3pakajHa Moh, anu ce, ¢ ipyre cTpaHe, MHOra 100pa cBOjCTBa JIOT'HKE
L., HapyIlaBajy, y IpBOM peay KOMIAKTHOCT. Ha mpumep, YKOIHKO ce mocMarpa camo L,
Kao (¢parMeHT JIOTUKe Ly, HEKA CBOJCTBA MOMYT KOMIIAKTHOCTU U MHTEpIOJAIMje pPEeLuMo,
OCTajy cauyBaHa. YBoleme 1ojma J0nycTUBOT (pparMeHTa HHPUHUTAPHE JOTHKE Lo, KOJH j&
JIeTaJbHO OMKCAH Y MOIVIaBJbY 3, y CTBApH je KOHIIeNT Bpahamba KOMIAKTHOCTH U IPYTHX JOOPHUX
0cOoOMHa JIOTHKE IPBOT pefa y3 3a/ip KaBame, MITABUIIIE TI0jayaBame, n3paxkajHe Mohu nHpuHu-
TapHHX JIOTHKA.

Jloruke ca yonwteHUm KBaHTH(HKaTopuMa L(Q)

[open yommTaBama JIOTHYKUX BE3HHKA, y JIOTHIM IPBOT peAa MOTY C€ YOIIITAaBaTH U
kBaHTU(uKaTtopu. Maeja yonmraBawa kBaHTU(UKaTopa nmotuye og Moctosckor [1957]. Hbe-
roBa ujeja Ouia je aa ce A07ajy KBaHTH(UKATOPH KOJU €KCILTUIIUTHO MPENCTaBIhajy MOjMOBE
,,KOHAYHO MHOTO” H ,,IpeOPOjUBO MHOTO” KOjU HUCY JNe(PUHAOWIHM y JOTHIIM MPBOT pera, a
uMajy BEJHMKHM 3Hauaj y mMaremMartuiy. MehyTuM, mpBa CUCTEMaTW4yHa CTyAWja OBUX JIOTHKA
nojasspyje ce y KucnepoBum pamosuma [1970], tne mpoydasa noruky L(Q;) Koja HacTaje 10-
naBambeM KBaHTH(UKaTopa Q) (IOCTOju HelpeOpOojuBO MHOIO) JIOTULIM NpBOT pena. Jlokaszom
KOMIUTIETHOCTH, 32 jeTHOCTaBaH U EKCIUIMIIUTAH CKYIl aKCHOMa, U IPYTUX CBOjCTaBa, Kao IITO je
TeopeMa O UCIYyIITamy THIIOBA ca nocienunama, Kuciuep orBapa nosse 3a mpoydaBame pasHUX
eKCTEH3Hja OBe JIOTHKe, Koje he 3apkaTtu Heka 100pa cBojcTBa JJOrHKe npBor peaa. Crpoose To-
MOJIONIKE JIOTHKE, KojuMa hemo ce 6aBUTH y MOCIENHEM MOINIaBIbY, IPEICTAaBIbajy MOCIEAHILY
oBux KucnepoBux pasoBa Ha JIOTUKama ca YOIIITEHHIM KBaHTH(HKATOPHMA.

VY norukama ca yoniuteHuM KBaHTHpHUKaTropuma L(Q) kBaHTUUKATOP Q MOXKE OUTH UH-
TEpIpEeTHpaH Ha pa3NuuuTe HaunHe. Haumme, 3a cBaku opauHa @, je3UK MpBOT pena L Moxe
ce ImpoImupuTH KBaHTH(HKaTopoM Q, U oarosapajyha noruka je L(Q,). Ckyn dopmyna je3uka
L, reHepucaH je paBuInMa Koja Iopejl CTaHAapIHUX CaApike MPAaBUIIO: aKo je ¢ (opMyna U
X TIPOMEHJBMBA, U3pa3 00auKa Q,Xx ¢ je popMyna jesuka Lo, IpH 4eMy j€ X Be3aHA IPOMEH-
JjpuBa y 0B0oj Gopmynu. Mutepnperanuja ¢popmyne obianka Q,xp y Moaeny 2 3a Baldyalujy
v:Var — A neduHuCaHa je Tako Ja:

2 = Qqx ¢ akko kapauHamHOCT ckyna {b € A | A = ¢[v(b/x)]} je Beha unu jeqHaka ox w,,



Yeog

rae je v(b/x) Baidyanyja Koja CBUM MPOMEHJbUBUM J0/IeJbYj€ UCTE BPEIHOCTH Kao U Ballyalnja
v, OCHM MIPOMEHJBUBO] X, KOjOj J0AEIbYje BPEIHOCT b.

Kao mro je Beh HaBeeHO, 071 BEMKOT 3Ha4aja je joruka L(Q;) Koja je Ha HEeKH Ha4lH U3-
rpaleHa Ha pa3uKoBamwy pedpojuBo—HenpedpojuBo. OHa je moroaHa 3a ie(puHHUCabe T0jMOBa
Kao IITO Cy MPpedpOjuBO reHepUCaHe rpyIie, pasHe HenpeodpojuBe cTpykrype uta. Jloruka L(Q,)
UCTHYE OJHOC KOHAYHO—OECKOHAYHO U Y H0] MOXKeMO JIe(hMHUCATH MTOJMOBE Kao IITO Cy Tpyme
ca TOp3H1joM, KOHAYHO TeHepucaHe rpyne, KOHAYHO-JUMEH3UOHE BEKTOPCKE IPOCTOpE, a MOTY
ce AepuHICATH U PUPOTHU OpojeBr. 3a pa3nuky ox jJoruke L(Q;), 3a moruky L(Qp) HE MOXKe
ce JI0Ka3aTu TeopeMma IMOTIYHOCTH. Takole, He BaKM HH TEOpeMa KOMIIAKTHOCTH, Al BaXKH
JloBenxajM-CronemoBa Teopema. Y L(Q;) He Baxu TeopeMa KOMITAKTHOCTH, a HU JIoBeHXajM-
CkonemoBa Teopema, oyayhu na ¢popmyna Q,x(x = x) Hema npebdpojus monena. Mebhytum, Jo-
ruka L(Q;) je 3aHMMIbUBA U 300T TOra IITO Y H0j, 0ap y MpedpojuBOM CiIy4dajy, BaKu CTaB KOM-
MAKTHOCTH, Tj. BaXH: CBAKU MpeOpojuB cKym L(Q;)-pedeHuria je 3a10BOJbUB aKKO j€ CBAKH He-
roB KOHauaH MOACKYII 33JJ0BOJbUB. Jla TeopemMa KOMIIaKTHOCTH HE BaXkH (3a HEMPeOpOjuBE CKy-
MOBE PEUCHHUIIA) TTOKa3yje cieachu mpuMep: aKo je3uk caapKu HEMPeOPOjuB CKyI cCMMOO0IIa KOH-
CTaHTH {C, | @ < w}, CBAKM KOHAYaH MOACKYT Off {~¢, = Cp |0 < a < B < w1} U{=Q:x(x = x)}
je 3a7I0BOJBUB, IOK YHTAB CKYII TO HHjE.

Ykonuko ce kBaHTU(UKaTOp Q HHTEpHpeTHpa ca ,,0UTH OTBOPEH CKYIT’, MOAM(PUKOBAHEM
AKCUOMATCKOT crcTeMa Jioruke L(Q,), 1o0uja ce TOTUYKHU CUCTEM TIOTO/IaH 32 OTNIMCHBAE ITOjMa
TOIIOJIOTH]€, KOJU Kao I0jaM ,,BUILEr pefa’ Huje OMo OMMCHB Y JIOTULIM IIPBOT peja.



1. HectranpapaHa aHanuvsa

Jomr kpajem 17. Beka, JlajOHuIl je yBeo MeTOJ] aKTyelTHUX MHPUHUTE3UMaIa y AudepeH-
[{jaJIHU ¥ MHTETPaJIHU padyH, ajau Tek AOpaxam Pobuncon (1918-1974) me3necetux ronuHa
MIPOIILJIOT BEKa OBE UJIgje TIOCTaBJba HAa CTPOTe MaTeMaTH4Ke OCHOBE. HberoB opurnHaiHu npu-
cTyT je Ouo 0a3upaH Ha HECTAHAAPTHUM MOJIEIMMA TT0Jba peanHux opojeBa. Hanme, PoOnHcon
Jj€ Halao MmyT Ja CBaKy MaTeMaTudky CTpYKTypy 2, Ha IpUMep, CTaHAApIHU MEPJBUB NIPOCTOP
(A,F,u) yronu y ekcTeH3ujy "2, koja caapiu ,,uneanHe” (HoBe) eleMeHTe. TpajkeHa eKCTeH-
3uja A ce Moke ToOMTH anredbapckuMm myTeM y3umajyhu ynrpacrenern A = !/, tae je U
yaTpaduiaTep Ha MOACKYNOBAMA HHICKCHOT CKYTIa.

Hecrangapana ananusa je rpaHa MaTeMaTuke Koja (opMysIHile aHaIu3y Kopructehu cTporu
nojam nH(pUHUTE3UMAJIE, T/IE je eIeMeHT ypeheHor nosba F mHpUHUTE3UMAaIa aKO M CaMO aKo
je Hberopa arncolyTHa BPeJHOCT Mama Ol OMIIO KOT eJeMeHTa noska F obnuka %, 3a MPUPOAAH
Opoj n. YpeheHna nospa Koja uMajy MH(GUHUTE3MMAJIE Ha3BaHA CYy HEAPXUMEIOBCKUM MOJbUMA.
Hecrannapana anannsa KOpUCTH METOZE TEOpHje Mojesa, TUCIUIIMHE MaTeMaTHIKe JIOTHKE,
npomupyjyhu yHHBEp3yM KIaCHYHE aHAJM3E JI0 TAKO3BAHOT HECTAHIAPAHOT YHUBEP3yMa KOjH
canpxu 0eckoHauHO Majie (MH(DUHUTE3UMAaJIe) U OECKOHAYHO BEJIMKE eJIeMEHTe. YOIIITeHH]E,
HeCTaHJap/iHa aHaju3a je OuiIo koja popMa MaTeMaTHKe KOja c€ OIHOCH Ha HECTaHAap/IHE MO-
JieNie ¥ MPUHIUN TpaHcdepa, KOju je ONKCaH y HapeJHOM NoraBiby (Bugetu [44], [53]).

1.1. HectrangapaHu ynusep3ym *V(S)

Hexa je S # @ ckyn npaenemMeHara Tako Ja eJIeMeHTH o1 S HUCy cKynoBu. [IpernocraBiba
ce na S caapxu ckyn R peannux OpojeBa jep je yoOudajeHo Ja ce MaTeMaTuyke TEOpHje U3rpa-
hyjy y Be3u ca peamHuM OpojeBUMa. YKOJIMKO je Y MUTamy peajaHa aHanu3a (4aK U KOMIIJICKCHA),
JIOBOJHHO je 1a ce y3me S=R.

Cynepctpykrypy V(S) nsrpalyyjeMo HHAYKIIHjOM, U TO:

W(S)=S, Vin(S)=Vu(SUP((S), V(S)=[] Vu(S)
neN

VYouaBa ce 51a ce cBU KeJbeHU 00jexTH Hag S mory cMmectutu y V(S). Ha mpumep, ako x,y €

V(S), Tama {x,y} € V(S), na tume u (x,y) € V(S), 360r (x,y) = {{x},{x,y}}. Onarne u caka

¢dbyskuja f ca tomenom u panrom y V(S) takohe npunana V(S). Hame, axo je (X, T, u) MepspuB

npoctop Tako 1a X € S, F CP(X) u u: F — R*, Bunu ce ga X € Vi(S), T € W(S), u € W%(S) n

(X, T, u) € W%(S). YobuuajeHo je na cBe moTpedHE CTPYKTYpeE ,,yHanny’ y, Ha mpumep, V(S).

Crpykrypa *S 1 npecnukaBame *: V(S) — V(*S) je cranmapaau Mozen 3a S yKOJIUKO 3a/10-

BOJhaBa ciuenehe:

(1) *S je mpaBa ekcTeH3HWja 01 S U * [ § je UACHTUYHO NPECINKaBamke, Tj. *$ =5, 3a s €S, 0BO je
NPUHIIAIT EKCTECH3H]E.

(2) 3acBaku Ay,...,A, € V(S) u cBaky orpanudeny ¢popmyny ¢(xy,...,x,) (1j. bopmyny Koja je
u3rpalena camo momohy €, =, A, V, 7, — 1 orpaHnueHnX kBaHTu(ukaropa Vx €y, Ix € y)
BaKH:

V(S E¢(Ay,...,A) akko V(S)E¢(A,...,"A,)
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OBo je JlajOHUIIOB MPUHIIUT WU MPUHIUT TpaHCchepa.
(3) Axo cy A1 2 A, 2 ... HempasHu cKynoBu u3 *V(S), Taga je [, An # D, 1 0BO je IPHHIIKII
w1-3acHheHOCTH, KOjU JIOMYIITa KOHCTPYKIHU]Y ,,WACATHUX~ eJIeMeHara.

Paszmorpumo ciyuaj kaga je S = R. Ilo mpunnumy Tpancdepa, anredbapcke akCHOME U
akcrome 3a ypeheHa mosea Bake U 'y cynepctpykrypu *R. Ha mpumep, mo3Haro je na Baxu
(VxeR)(Vy eR)(VzeR)(x <y —(x+2z)<(y +2)) u3aro je (Vx € R)(Vy € R)(Vz € R)(x*<
y = (x*+2)*<(y *+ z)), 6ynyhu na <€ V(R) u + € V4(R). Takobe, ako x,y €Ru x <y, oHza je
U X *=x*<y*=y, Tj. *< mpommpyje <, UTI. 3akibydyjemo aa je ypeheno moswe (*R,*+, *, *<,0, 1)
MpaBo MPOIIUPEHE MoJba peaaHux opojeBa. McroBpemeno, u cBaka ¢ynknuja f: R” — R unun
ckyn X € R” cy npomupenu ¢ynkuujom *f: (R)” — *R mnm ckynom *X C (*R)" tako ma cy
cBojcTBa o1 f u X 3aaprkaHa kof objekara *f u *X.

3a enleMeHT x € *R ce kaxe /1a je KoHa4yaH (OecKoHa4aH) YKOJIUKO je |x| < n 3a HeKko n € N
(|x| > n 3a cBako n € N). ITo npununy excrensuje *R\ R # @, Tako ga Mmoxemo y3etu x € *R\R.
AKo je x OeckoHauyaH, OHJIa je X~ HeHyna nHUHUTe3nMana (X je HHpUHUTE3NMANIa aKo je |x| <
% 3a cBako 1 € N). YKOJIUKO je X KOHa4aH, OH/Ia TIOCTOJU jJeNMHCTBEHH St(x) =supfa € R| a < x}
Ha3BaH CTAHJAPJIHHUM JIEJIOM Of X, I1ie je X — st(x) HeHyla nHpUHUTE3UMaIa. YKOJIHKO je X € *R
OeckoHayaH, OHJa OoCcToju jenuHcTBeHH H € N\ N, Tako na Baxku H <x < H+ 1.

VYpeheno nmosbe peaqHux OpojeBa je KOMILIETHO, Tj. BaXKH:

(VA€ (R)) ((ax eR)(Vy € A)y <x)—

—(3x e IR)((Vy e A)y < xo0)A(Vx €R)((Vy €A)y < x)— (x0 < x)))).

o mpunmumy Tpancdepa Baxuhe ncto TBpheme 3a cBe A € *14(R), Tako 1a ce 3akibyudyje

na V('R) umje jennaxo ca *V(R). 36or tora, ox unrepeca je ckyn | J *V,(R), Tako na umamo
neN

cnenehy nedpununmjy.

Hepunuumja 1.1.1. Cxyn A € V(*S) je uaTepHaNaH ykonuko A € *B 3a Heko B € V(S). Ocranu
ckynoBu y V(*S) cy ekcTepHaIHHU.

Cxyn *V(R) =, o, *Va(R) je konekuuja cBux nuTepHanaux ckynosa y V('R). ITojam un-
TEPHATHOT CKYTIa j€ HajBAXHHU]JU Y HECTAHAAPIHO] aHAN3H, Oyayhu 1a WHTEpHAIHH CKYIIOBU
Hacnelyjy cBe mobpe ocodune oarosapajyhux ckymosa. 300T TOTa je BaKHO 3HATH KaKO KOH-
CTpyHCaTy HOBE MHTEPHATHE CKYIOBe moyiazehu o cTapux M Kako UX MPETo3HaTH y paiy.

Nurepunaanu 1epuanumonn npuauun. CKyIl je HHTEpHaNaH akKKo Ce MOXe OIUCATH Kao {X |
X €ANP(x,As,...,Ap)}, Tre je ¢(x) orpanndeHa hopmyria ca jeaAHOM CI000JHOM IPOMEHIBHBOM
X U CBE KOHCTaHTe Cy Mel)y HHTepHAIHUM CKYIOBHMA Ay, ..., A,.

Joxa3. OuurnenHo je 3a1atu yciaoB norpeban. Takohe je u 1o0BoJbaH jep 3a k TakBO Ja
A Ay,..., A, €*V(S), mpumemyjyhu Tpancdep Ha peueHUILy
(VB,By,..., B, € Vi(S))3X € Vk(S))(X CBA(VbeB)(beX — ¢(b, Bl,...,Bn))) :

JI0JTa3MMO JIO MHTEPHAITHOT CKyTIa ca TPaKEHOM 0COOMHOM. O
Ckym A je craHmapaas ako je A=*B 3a Heko B € V(S).
Teopema 1.1.2. (1) Axo A€ V(S), onga je *A unitiepnanan.
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(2) Ckyui A je unitiepnanan akko A € B 3a nexu citiangapgHu cxyil B.

(3) Axo je A uniiepnanan u B € A, onga je u B unitiepnanan.

(4) Axo cy Ay, As, ... unitiepnannu, ongaje | ), ., An unitiepnanan cyi axxo | J, ., An =\, An
3a neko m € N.

nelN

BaxHy rpyIly HHTEpHAITHUX CKYIIOBa YHHE XHIIEPKOHAYHU CKYNOBH. TO Cy MHTEPHAITHU
CKYIIOBH KOJH OITOBapajy KoHa4HUM cKyrnoBuma y V(R).

Hepununmja 1.1.3. MaTEepHAIHN CKYT A j€ XHIIEpKOHAYaH aKo MMOCTOjH WHTEPHAIHA OHjeKITH]a
f:{1,2,...,H} — A 3a vexo H € *N. Kapnunannoct H je Ha3BaHa MHTEPHAJIHA KapIUHAIHOCT
CKyma A W 03Ha4eHa je ca |A|.

BaxxHOCT OeCKOHAYHUX XUTICPKOHAYHIX CKYIIOBA JIGKH Y YHEHCHUIIN J1a ¢y (POPMATHO Kao
KOHauHU cKynoBW. Ha mpumep, ako je A xoHauaH u |A| = H, oHpa je *P(A) xunepkoHadan u
I'P(A)| = 2H, rne je *P(A) ckyn CBHX MHTEPHAJIHMX IMMOJICKYIOBa 01 A. 3a JaTH XUIEPKOHAYHU
ckyn A C*R, moxxe ce Hahu ZaeA a,maxia | a € A} utn.

1.2. JleboBa mepa

Y 0BOM HOIVIaBIbY j€ MpeCcTaB/beHa Be3a u3Mel)y Teopuje Mepe M HecTaHAapIHe aHau3e.
Jeman oz HajBaKHHjHMX [10jMOBA HECTaHIAPIHE aHATN3E, TOMONY KOjUX Cce JOILIO 10 HOBHX pe-
3ynTara y Matemarui, jecte Jlebosa mepa. [loceOHO je 3HauajHa 3a TEOPU]y MEPE, CTOXACTHY-
KHX TIpolieca, MaplyjaiHuX U UHTETpaIHUX jeTHaYMHa, (QYHKIIMOHATHHUX jeIHaYnHa UT/I.

Hepununmja 1.2.1. MepspuB npoctop unHu Tpojka (X, A, u), rae je:
(1) X#a;
(2) A< P(X)je o-(xommerna)(bynosa) anrebpa, Tj.:
(1) @, XeA;
(i) Ako A;€A3aieN, ranal
(i11)) Axko A€ A, Tana X\ A€ A;
3) u:A —R (E+ =R*U{0,00}) je o-anuTuBHa QyHKIHU]a, Tj. ak0 A; €A, i €N, m A;NA; =
@, i #j, tama p(l o Ai) =D 0 U(A).
Medpunnumja 1.2.2. Konayno aautuBaH MepJbUB MPOCTOp YMHU Tpojka (X, A, u), tae je:
(1) X#a;
(2) ACP(X) je (bymnosa) anrebpa, Tj.:
(i) @, XeA,;
(1) Ako A,Be A, Tana AUB €€ A,
(ii1)) Ako A€ A, Tana X\ A€ A;
B prA—- R je KoHayHO ajuTuBHA PyHKIH]ja, Tj. ako A, Be Au ANB =, Tana je u(AUB) =
u(A)+ u(B).

On noceGHOT 3Hauaja Hajasbe Ouhe neUHNUIINja HHTEPHAIHOT MEPJHHBOT IIPOCTOPA.

ienAi €A;

Jepunnumja 1.2.3. Heka cy X, A, u uatepnanau ckynosu u A C P(X). Tpojka (X, A, u) ynau
WHTEpHAJIaH KOHAYHO-a/INTUBAH MEPJHUB TIPOCTOP aAKO je:

(1) A bynosa anre6pa;

2) u:A— R’ KoHAYHO aJUTHBHA Mepa.



1. Heciuangapgna ananuza

Moxe ce mokasatu Ja je u(U s A) = Y. acy U(A) 3a cBaku xunepkoHaynu ckyn F C A.
Ykonuko je X XunepKoHavaH, TaJila TOBOPHUMO O XUIIEPKOHAYHOM HHTEpHAIHOM IipocTtopy. Cie-
nehu mpuMep TakBOT POCTOpPA j€ BPJIO HHTEPECAHTAaH.

Mpumep 1.2.4. Hekaje X =Ty ={0,%,2,...,1}, tne He*N\N, A="P(Ty) n u(A)= 2L, Ae

H H"" H+1’
*P(Ty). Tapa mpoctop (Ty, P(Ty), u) 30BEMO XUTIEPKOHAYHUM IPOCTOPOM ca YHU(DOPMHOM Me-
1

k1) —
pom p({5}) = 77
Ox uHTEpHATHOT MTPOCTOpa ca (XUIep) KOHAYHO-aJUTHBHOM MEPOM (4 MOXKE JIa ce Jo0uje
KOHAYHO-aIMTHBAaH MEPJHHB MpOCcTOop y3uMajyhu na je fi(A) =stu(A)3a A€ A.
Heka je (X, A, u) uarepranan mepJbus npocrop. Ckyn B C X je py-arpokcuMaOuiiaH ako
je
inf{stu(A)| BC A, Ac A}l =sup{stu(A)|AC B,AcA}.
Hepunuumja 1.2.5. 1° Jlebosa anredpa L(A) ce cactoju ox cBux B C X, TakBux aa je BN F
U-ampokcuMaluiaH 3a cBako F € A ca KOHAYHOM U-MEPOM.
2° JleboBa mepa of U je mpecnukaBame L(u): L(A) — R nedununcano ca L(u)(B) = inf{stu(A) |
AeAwu BC A}

Kopumthewem Teopeme Kapareomopuja Moxe ce mokas3aTu J1a ce CBakd KOHAYHO aJIUTH-
BaH MEpPJbUB MPOCTOP HACTAO OJ] MHTEPHAIHOT MOXKE MPOIIMPHUTH IO KOMIUIETHOT MEPJHHBOT
pocTopa.

Hepunnumja 1.2.6. Mepssus npoctop (X, A, u) je KOMIUIETaH ako CaJIpKU CBE IOJICKYIIOBE
CKyma Mepe Hyna, Tj. ako je A€ A u u(A)=0, Taga 3a ceaku B C A cnenu na B € A.

Teopema 1.2.7 (Kapareogopu). Ceaka konauno-aguitiusna mepa U Ha arieopu A, koja je o -
aguitiueHa, modice Outliu Upouwupera go mepe A gepuHucane Ha HaAjMarboj T -KOMULEIHO] alie-
opu o(A) koja pawupyje A.

Teopema 1.2.8. Csaku mep.msug Upociiop mMoxcemo ga upouupumo go KOMunemHol Mepbusol
upocuiopa.

Crneneha nema je mocneauia wi-3aciheHOCTH U Jaje HaM MOTpeOHe YCIOBe 3a IPUMEHY
Kapareonopujese Teopeme.

Jlema 1.2.9. Konauno aguiiuean mep.wue tipociiop (X, A, 1), ige je i = stu, je o-aguinueaH.

Hoxka3. Hajnpe TpebOa mokazaru Ja 3a CBaKM MOHOTOHO Heomanajyhu Hu3 A; € A, C --- Baxu
) UnAi€A akxo J,o Ai=,.,, Ai,3arek0o m € N. Hekaje A=J,_, Ai. Taga, A\A; 2
A\A; 2+ n ), (A\A) = A\, Ai =@, na 360r w;-3acuhenoctn ()., (A\A;) =@, 3a Heko
m € N. Oryna, A= U i<mAi. OOpar ox (*) je ounmnenan. Crora, ako je (Ai)ieN JIUCJYHKTaH HU3
eneMeHarta u3 /A, To Ha OCHOBY (*) IMaMo

ﬂ(UA,-) =ﬂ(U Ai) = A)=D_AA),
ieN i<m i<m ieN
YUMeE je JI0Ka3 3aBpIIcH. [

Kao nmocneania nperxoane neme, Kapareomopujese Teopeme u teopeme 1.2.8 nobuja ce
cienehu BakaH pe3yirTar.

Teopema 1.2.10 (JIeG). Ceaxu uniieprnanan mepsous tipociiop (X, A, u) ce moce pawupuiiu go
KOMUNEHOI Mep/bUsol upociuopa.
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1. Heciuangapgna ananuza

[ToctaBiba ce muTame, 1a JIH je MEPJbUB MIPOCTOP U3 MIPETXOTHE TEOPEME YIIPABO MPOCTOP
(X, L(A), L(u)). Oarosop je mOTBpAaH.

Teopema 1.2.11. Jlebosa mepa L(u) je komilnewina mepa Ha o -anieopu L(A) u ona tipegciiasma
Jeguncitieeno upowuperve mepe [i. Taxohe, 3a ceéaxo B € L(A), 3a koje je L(u)(B) < 0o, ilocitioju
A e A waxko ga je L(u)(BAA)=0.

Cuara JleboBe mepe ce ortena U Kpo3 Be3y uzMel)y mepsbuBocTH GyHKIMja Ha JIleGoBoM
npoctopy L(X)=(X, L(A), L(u)) n uaTepHanuux (A-mepspuBux) QyHKIHMja Ha X.

Teopema 1.2.12 (Jludrunr Teopema). Hexa je R = RU{—o0,00}. Taga, f: X — R je Jle6 mep-
/bUBA axkko Hociioju uniepraiia A-wepmusa gpynkyuja F: X — *R wiakea ga je st F(a) = f(a)
3a L(u)-cropo cee a € X.

Yo6uuajero, byrkimja f: X — R je JIe6 mepssua yromuko Baxn {x € X | f(x) < r} € L(A)
3a CBAKO I € R; ciuuHO ce geduuue A-MepibuBa nHTepHANHA GyHKIH]a F.

HNedunnumja 1.2.13. Unrepnanna n A-mepibusa Qpynkumja F: X — 'R je nuprunr GpyHkumje
f: X — R ykonuko je
L(u)({x € X|stF(x)# f(x)}) =0.

Teopema 1.2.14. Hexa je f oipanuuena Jleb mepmusa ¢hynxkyuja ca oipanudenum audiauniom
F. Taga je fde(u) = st(f Fdu).

VYxomuko cy (X3, Ay, 1) u (X, Az, U2) IBa MHTEPHATHO KOHAYHO aJUTHBHA MEPJHUBA MPO-
CTOpa, OHJa UMaMO M WHTepHaJaH nmpou3Bo (X; X Xp, Ay X A,, Uy X Uy), toe je Ay x A, un-
TEPHAITHU TIPOU3BOJI reHepucaH anredpama A, u A,. OBaj mpoctop uma oarosapajyhu Jiedbon
npoctop (X7 X Xp, L(A1 x A), L(U1 X U2)), TOK ce C Ipyre cTpaHe Moxe Tohu u 10 mpocropa
(X1 X Xo, L(A1) x L(Ay), L(u1) X L(u2)). Aunepcon u Xysep' cy nokasanu na je L(A;) x L(A2) &
L(A, x A), tne L(A;) % L(A,) o3Ha4aBa KOMILIETUPAKE MPOU3BOJA O -aNreOpu y OIHOCY Ha
MPOM3BOA Mepa, U Mepe L(u; X up) u L(u;) X L(u,) ce moknamajy Ha L(A;) X L(A,).

Teopema 1.2.15 (Kucnep?—®y6unu). Heka je f: Xy x Xo =R Ly X a)-Mepausa gynxyuja.
Taga:
(1) 3a L(uz)-cropo cee ay € X,, ynxyuja f(-,az): X, — R je L(u,)-meprusa;
(2) Axo je f unitieipabunna, onga je
(a) 3a uy-ckopo cee a,, hynkyuja f(-, a,) je uniieipabuirna na X,
(6) Qyuxyuja gla,)= f flay,a,)d L(u,) je unineipadbunna na X,
(0) [ glaz)dLipz)= [ flay, az)dLip x o).

1.3. JleboBa koHcTpyKUuHja [JaHHjenoBOr HHTETpana

Bextopcka mpexka R-BpenHOCHUX (QYHKIMja Ha CKyly A je BEKTOPCKU MpOcTop J CBUX
R-BpenHocHUX ¢QyHKIMja Ha A, Tako fa je fA g e min{f,gteFu fvg e max{f,gteTF
3a 6uno koje dyukuuje f,g € F. VYpehena tpojka (A,T,I), rne I o3Ha4aBa MO3UTHBAH JIMHE-
apHu (yHKLIMOHAT Ha J KOJU MMa CBOJCTBO MOHOTOHE KOHBEpreHIuje, Tj. ako ¢y fi1 < fo <---
enemMeHTd o J u Baxu Aa je lim, . f, = f u f € F, tana je I(f) = lim,_ I(f,), 30Be ce
JlanujenoB HHTETpaI.

"Dauglas Hoover
2Jerome Keisler

11



1. Heciuangapgna ananuza

Heka je A nnTepHanIaH CKyI y w1-3aCHNeHOM NPOIIUPEHY CTPYKTYpE Koja CapiKu peaiHe
opojeBe R, Heka je L nHTepHalHa BEeKTOpcka Mpexa *R-BpenHocHUX GyHKIMja HA A M HEKa je
I yHTEpHANaH MO3UTHBAH JIMHeapaH gyHkimoHan Ha L. Ckyn L, Heka Oyae cKyn CBHX HHTEp-
HaJTHUX U eKcTepHaTHuX *R-BpemHocHux QyHKIHMja f Ha A Tako Ja 3a cBako € € R, mocroju
g<LTtako naje |f| < guI(g)<e, uneka je L, ckyn cBux R-BpennocHux ¢ynkiuja i Ha A
TakBUX Jaje h= @+, tae ¢ € L, stI(|@|) <+oou y € Ly. Moxke ce nako mokazatu aa cy Lo u
L, BEeKTOpCKE Mpexe U J1a je MO3UTHBAH JUHeapaH ¢pyHkuuoHan J Ha Ly, nat ca J(h)=stI(y)
3a cBako h € L, n1o6po aepunucan. Takole, Ha OCHOBY MPUHIUIIA w1-3aCUNEHOCTH CJIeIU J1a
CBOJCTBO MOHOTOHE KOHBEPreHIIMje BaXku 3a J Ha L.

Hanujenosu unterpanu (A, L,I) u (A, L,,J) ce Ha cTu4aH HAYUH OJHOCE Kao U WHTEP-
HAJIHU MEepJbHUB MPOCTOp U meroB JleboB mpocrop. Ha mpumep, moxe ce mokazaTu (BHIETH
[42]) na h € L; ako u caMo ako 3a cBako ¢ € RT moctoje dpynkuuje ¢; u @, U3 L Tako aa je
Y1 < h < ), sti(|p1]) < 400, I(w2 — ¢1) < € u, npema Tome, stl(p;) < J(h) < stl(p;)+e.
Cnenehu xopak je KOHCTpyKimja excrensuje o Ly u J. Heka je L+ ckyn pynkuuja g: A — Ry
TakBuX 1a je gAf € Ly 3acBako f>0wu3 L,. Heka je J(g)= SUPg<ser, J(§A f)3acBako g € L*.
Hexkaje L={g|gv0eltu —gv0eLlLt}luJ(g)=7J(gVv0)—J(—g VO0) ykonuxko je 6ap jenHa
BpenHoct J(gV0) umm J(—g Vv 0) konauna. Moxe ce 3akbyuntu gaje Ly C L, J[Li=J, 1€ L+
uako ¢ € L, onja sty € L. Heka £, Gyae ckyn cBux B C A TakBUX Jia j€ KapaKT€pHCTHYHA
¢bynkumja y g on By ckyny L,, u cnmuaHo, Heka je F ckym cBux B C A tako naje ypy L.

Jlanujenos unterpan (A, L, J) uamyKyje cTangapaad MepbuB mpoctop (A, F, u), rae je
u(B) = J(x) 3a cBako B € F, taxo na je J(g) = fA gdu 3acBako g € L*. ¥V cnyuajy kazaa je
1€ L,, Baxxuhe F =L u u(A) < +oo.

Teopema 1.3.1 (JIeG). Hexaje (A, L, I) anujenos unitieipan na A 'y wy-3acuhenom necimangapg-
Hom yHusep3ymy uiako ga je 1 € L. Taga tiociioju komunewina upeopojuso aguiluéHa peaiHo
8pegHocHa mepa | Ha A wakea ga je fstcp du =stI(yp) 3a ceaxy oipanuueny ¢ € L. Vkonuxo
je 1(1) =1, onga nociuoju 6eposaitinocna mepa .

Hanomena 1.3.2. Kana je L mpexa F-jenHoctaBHUX (DyHKIIH]A, Tj. PYHKIHja KOje UMajy KO-
HayHE paHTOBE, Ha MHTEPHAJTHOM MepJbUBOM npoctopy (A, F,v), oHna je L, mpexa Jlebd unte-
rpabuiaHuX QyHKIMja U Mepa U U3 MIPETXOJHOT Hu3jarama je jenHaka Jlebosoj mepu L(v).
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2. onyCTHBH CKYNOBH

Axcrome pa3HUX TeOpHja CKYTOBa YIIIABHOM U3paXkaBajy OUMIVIEHE TPUHIIUIIE HAa KOjuMa
Cy yTeMmeJbeHa cBa MareMarndka pacyhusama. Ha mpumep, cacBuM je IpUpOIHO /1a CKYIOBE
MOXXEMO OKapaKTepucaru clieiehuM CBOjCTBUMA:

— jJeIHAKU CKYIOBU UMajy UCTE €JIEMEHTE;

— cBaka (haMHIIMja CKyIioBa UMa YHH]Y;

— HAaJ CBAKUM CKYIIOM ITOCTOjU CKYIl CBUX HETOBHX IOJICKYTIOBA;
— MOCTOjH OECKOHAYaH CKYII;

— CIIMKa CKyTla IPU CBAaKOM IIPECIUKaBamwy j€ Takohe CKyI;

— CBHU MaTeMaTU4YKH 00jEKTH Cy CKYIIOBH.

CBH HaBeIeHU MPUHLUIIM MOT'Y C€ U3Pa3UTH y IPEAUKATCKOM pauyHy. Hbuxosa ¢popmyna-
uja y jesuky Lyr = {€}, rne je € OunapHa penanujcka KOHCTaHTa, jecte Llepmeno-Openkenona
TEOpHja CKyIoBa, y o3Hany ZF. Ocum HaBeAeHUX MpHUHIUNA TeopHje ZF y MaTtemMaTuiu ce Ko-
PUCTH U akCuoMa M300pa, Koja Takohe nMa jeqnHCTBeHY popMyIanujy y je3uxy Lzg.

LenTpannu nojaM y 0BOM IOIJIABJbY j€ 10jaM JIOIYCTUBOT CKyIa, KOjH je, Tpy0o peueHo,
OYEKHMBaHU Mojien ofipel)eHe Teopuje MpBOTr pela U 3ay3MMa BaXKHO MECTO Y KOHCTPYKLIH]H JIO-
TMUYKUX CUCTEMa, KOju he OMTH M3I0KeHH y JajbeM paxy. Hacrana jour modyerom mme3eceTux,
TEOpHja JOIyCTUBUX CKYIOBa Ce OCJama Ha TEOPUjy MOJIeNa, TEOPU]y U3PauyHIbUBOCTH U Te-
opujy ckymnoBa. [lojam momycruBor ckymna yBenu ¢y Kpunke! u [Tnarex? ynpasibajyhu ce mpe
cBera TeopujoM pexyp3uja. OHU Cy YONIITHIM yOoOUUajeHy TEOpH]y U3padyyHJbUBOCTHU MPUPOJI-
HUX OpojeBa Ha OpJWHAJE KOJU Cy MamHU OJ] HEKOT (DMKCHPAHOT, T3B. JOIYCTUBOT OpJIUHANIA.
Kpunke—IInarexoBa Teopuja ckynosa (KP) je ,,MuHUMaIHA TEOpHja y KOjOj C€ MOXKE 3aCHOBATH
1ojaM u3payyHsbuBoCTU. CKyI je TOMyCTUB aKo M CaMO aKo je Hempa3aH, TPAaH3UTHBAH U MOJIEI
Kpunke-IlnarekoBe Teopuje ckynoBa. Teopuja KP, koja he 6utu nerasbHO M3I0KEHA Y OBOM
MIOTIaBJbY, j€ TEOpHja MPBOT pena Ha je3uky {€} u cinabuja je on ZF teopuje ckymosa jep ce
ondalryje akcuomMa MapTUTUBHOT CKyTa, JOK Cy aKCMOME Cemapariyje U KOJICKIHje OTpaHndYeHe
camo Ha oapeheny Bpcry Gopmyia.

Cam npuctyn JOMyCTUBUM CKYMOBHMMa modeheMo KoileKiujoM M MareMaThdkux ooje-
KaTa Koje 30BEMO ypelleMeHTHMa (aTOMHMMa, TayKama, MPaeIeMEeHTHMA) KOjH HUCY CKYTOBHE
MpUPOJIE U KOju cy yHampen aati. O6jexTu ckyna M Mory OMTH NpUpOAHHU OpOjeBH, peasHu
OpojeBH, CIIEMEHTH HEKE IpyIie Win MaK Heku pusnyku o6jektu. Ox oOjekara ckyna M ce nabe
KOHCTPYHIITY CKYTIOBH y (ha3zama (HuBouMa). Y cBakoj (a3u a momymTeHo je GopMHpaTH CKY-
IIOBE O]1 ypelieMeHaTa 1 CKyInoa (popmupanux y panujum ¢aszama. O6jexar je ckyn Hag M camo
YKOJIMKO je (popMupaH y HeKoj o1 a3a y OMHCaH0j KOHCTPYKIIH]H; KOJEKIIH]ja CBUX CKYIIOBa HaJl
M je o3nauena ca V). [lomycTtuBu ckynoBu he 3ampaBo OUTH TPaH3UTHBHU JIEIOBH 011 V), KOjU
cy monenu 3a KP, omnocHo Teopuje KPU koja HacTaje ,,loaBambeM’’ ypelaeMeHaTa OpUruHaiHoj
teopuju KP. VYiora ypenemeHara je BULIECTpyKa. YKOJIMKO OMCMO JJO3BOJIMIIM JIOBOJBHO jake
NPUHIMIIE Y KOHCTPYKLIUJU CKYIOBa y CBakoj ¢a3u @ U ako OMCMO MPETIIOCTABUIM JJOBOJbAH
0poj (aza usrpagme cKymnoBa, oHAa OM ypeJeMeHTH MocTaiu cyBuIHM. Ha npumep, akcuoma

ISoul Kripke
2Richard Platek
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2. Jlotiyciuusu cxyiiogu

€KCTeH3UOHATTHOCTU y TeopHuju ZF onbairyje ersucteHujy objekara Koju HHCY CKYIIOBH, JOK
KOMOMHAIMja aKCHOME 3aMEHE U aKCHOME MAPTUTUBHOI CKYIA YMHU JJOBOJHHO jaK MPHHLUI Y
KOHCTPYKIIMjHU CKYIIOBa KOjH ypelieMeHTe YuHH cyBUIIHUM. C apyre cTpaHe, HaJll MPOU3BOJb-
HOM cTpykTypoM M = (M, Ry, ..., Rx) ce Moxe (GOopMHpaTH JIOIYCTHUB CKYTI, KOjU MOXE OUTH
BpJIO KOPUCTAH y Be3H ca npobiaemom neduradbunnoctu Haa M (Bumetu [4], [26],[42]).

2.1. Akcnome Teopuje KPU

Heka je L je3uk mpBor pena ca jeqHakomny ¥ HEKUM pesarijcKuM, (yHKIIH]JCKUM CHM-
6osmma ¥ cuMOOIMMa KOHCTaHTH M Heka je M = (M, ...) cTpykTypa 3a aatu je3uk L. [{ub Ham
je ma ¢popmMHpamo JOMyCTUB CKyTl, kao mozaen teopuje KPU, koju he umatn M Kao Konekuujy
ypeneMeHara.

Teopuja KPU je dhopmynucana Ha je3uky L = L(€,...) koju je mpomupeme je3nka L Ou-
HApHUM PEJIAlijCKUM CUMOOJIOM € M €BEHTYaJTHO JPYTUM (DYHKIIU]JCKUM U PEIaIijCKUM CHUM-
0osiuMa Kao ¥ CUMOOJIMMa KOHCTAHTH.

HMepununmja 2.1.1. Crpykrypa Ay =(M;A, E,...) 3a [F cacToju ce ox:
(1) crpykrype M =(M,...) 3a je3uk L, rae cy eneMeHTH o M ypeneMmeHTH 3a 2y U He UC-
KJbyuyje ce MmoryhHocT ga M Moke OUTH Tpa3aH CKyTI;
(i) HempasHOT cKkyna A TUCJyHKTHOT ca M (eneMeHTH o A cy CKymoBH U3 x);
(ii1) penamuje E C (M UA) X A (koja HHTEpIpEeTHpPa CUMOOII €);
(iv) mpyrux ¢yHKIHMja, pesanyja U KOHCTaHTH Je(pUHUCAHUX Ha M UA KOjU Cy HHTepIpeTanuje
OCTaJIUX CKYIIOBa U3 L.

3a mary ctpyktypy 2y = (MG A, E,...) 3a L* xopuctuhemMo Tpu BpCTE MPOMEHJbUBUX:
p.q,r1,... 3a enemente u3 M (ypenemenrte), a,b,c,d, f,... 3a enemente ckyna A (CKynoBe) u
X,¥,Z,...3a eneMente u3 M UA.

Ha npumep, popmyna Vpda Vx (x € a < x = p) kaxe 1a ckyn {p} noctoju 3a OUII0 KOju
ypeneMmeHt, 10k Vp3aVq(q € a < q = p) TBpAM 1a IOCTOjU CKYI 4 KOjJU Y IIPECEKY ca KJIacoM
CBUX ypeJieMeHara Jiaje CKym {p}.

Axkcuome teopuje KPU cy nozpesbeHe y TpH rpyne. AKCHOME €KCTEH3MOHAJIHOCTU U pe-
TYJTapHOCTH TUYY C€ OCHOBHE MPHUPOJE CKymoBa. AKCHOME Tapa, YHUje U Ay cemnapaiuje 1ajy
MIPUHITUIIE 32 KOHCTPYKITH]y CKYTIOBa, JJOK akcuoMa A KOJICKITHja rapaHTyje T0BoJbaH Opoj (haza
y MIpOoIeCy KOHCTPYKIIH]e.

Jepununmja 2.1.2. Konekmuja Ay popmyna jesuka [f je HajMama KoJeKIMja Y Koja calpku
aroMu4He (popMmyre jesuka [* u 3aTBOpEHA je 3a Herauujy, KOHjYHKIH]Y, JUC]YHKIH]Y U orpa-
HUYEHE KBaHTH(UKATOPE:

(1) axo je ¢ u3 Y, onza je u —p Takohe u3 Y;

(i1) akocy ¢,y u3 Y,oumacyu (@ AyY)u (¢ Vy)us Y;
(ii1) axoje y 3 Y, onnacy u Vu € vy u Ju € vy Takohe u3 Y 3a cBe IPOMEHJbUBE U U V.

Baxnoct A popMmyna ce ornena y YNBHEHUIM Ja je OMII0 KOjU TpeAnKaT, JeprHUCaH A
(dopmyIom, ariconyTaH (BHIETH JaJbH TEKCT), KA0 M Y YHH-EHHIIN Ja C€ MHOTH BayKHH TPETUKATH
Mory nedunucatu Ay popmynama (Bugetu tadeny 2.1).

Hepununmja 2.1.3. Teopuja KPU ce cacToju o yHUBEp3aTHHUX 3aTBOpema cienehux ¢popmyna:
EKcTeH3HoHanHocT: Vx(x€a—x€eb)—a=>b;
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2. Jlotiyciuusu cxyiiogu

PerynapHoct: Jx p(x) — dx[p(x)AVy € x—¢(y)], 3a cBe Gopmyne ¢(x) y kojuma y Hema
CII00O/IHO T0jaBJbUBAGE;

Map: da(xcaAnyea);

Yuuja: 3bVy eaVxey(x eb);

Ay cenapaumja: 3bVx(x € b «— x € a A p(x)), 3a cBe Ay popmyne ¢(x) y kojuma ce b He
1ojaBJbyje CI000THO;

Ay KonekuHuja: Vx € ady ¢(x,y) —3IbVx €ady € bp(x,y), 3a cBe Ay popmyne y kojuma ce
b He nojaBibyje coOOTHO.

Hepunummja 2.1.4. KPU* je KPU muryc akcuoma da Vx [x € a «— Ip(x = p)] (mocroju ckym
CBUX ypeJieMeHara).

Jepunnumja 2.1.5. KP je KPU mnyc akcuoma Vx da(x = a) (cBaku o0jekar je CKyIl, Tj. HE
MOCTOj€ YPEIIEMEHTH).

2.2. EneMeHTapHH NOjMOBH TeopHje ckynosa KPU

Cras 2.2.1. (i) Ilocroju jennHCTBEH CKyIl 0 KOjU HEMa €JIEMEHTE.

(ii) 3a maro a, nocroju jenuncTBeH ckyn b =|_Ja takas na x € b akko 3y € a(x €y).

(ii1) 3a maro a u b, MOCTOjM JEAMHCTBEH CKYII ¢ = aUDb TakaB J1a je X € ¢ aKKO X € a WU X € b.
(iv) 3a nato a u b, OCTOjU JEAMHCTBEH CKYIl ¢ =aNb TakaB Jla je X €EC aKKO X €A U X € b.

Hoxka3s. (i) Ha ocnoBy aedununuje 2.1.1(ii) moctoju ckym b. Cxyn 0 mobujamo mpuMeHoMm Ag
cemnaparje Ha ckyn b u dopmyny x # x. (i) Ha ocHOBy akcuome yHHje modujamo ckym b’
TakaB Ja je Vy € aVx € y (x € b’), a 3aTuM Ha OCHOBY A, cenapanuje gobujamo b = {x € b’ |
Jy € a(x €y)}. (iii) Henocpenno cneau u3 (i), opmupamo ckyn | J{a, b}. (iv) Ha ocHosy A,
cernapailije mocToju ckym ¢ = {x € a | x € b}. Y cBuM ciydajeBuUMa JeIMHCTBEHOCT CIICIHU U3
aKCUOME €KCTEH3MOHATHOCTH. [

VYpehen nap 3a enemenre x, y nedunuiie ce Ha yoOruajeH HauMH U JToKazyje ce fa (x,y) =
(z,v)akKO X =2z Uy = V.

Cras 2.2.2. 3a cBe a, b nocToju cKyn ¢ = a X b, J[ekapToB mpou3Bo/ia CKymnoBa a u b, Tako 1a
Baxu ¢ ={(x,y)|x€auyech}.

Joxa3. Y tabenu 2.1 ce MoXe BUICTH Ja je MpeauKar ca IPOMEHJBUBUM a, b, U ,,u je ypeheH
nap (x,y),rneje x€a uy €b” jenan A, npeaukar. Jlokazahemo Hajmpe, 1a 3a MPOU3BOJHHO U
(buKCUpaHO X € a MOCTOJU U, TaKo Ja je (x,y) € v, 3a cBako y € b. 3a 1aTo y € b MOCTOjJU CKyI
d =(x,y) TaKo a Ha OCHOBY A-KOJEKIHje MOCTOjU CKYH U, TakaB Jia (x,y) € Uy 3a CBaKo y € b.
[Tpumenuhemo cana moHoBo A, konekuujy. Umamo na je Vx € advVy e bid e v(d =(x,y))
u kako je Vy € bid € v(d = (x,y)) Ay popmyna, nobujamo 1a mocroju ¢y TakaB Ja 3a CBE
x€a,y€b, (x,y) € v 3aneko v € cy. IIpema Tome, ako je ¢; = Jco, oHza je (x,y) € ¢; 32
cBe X € a,y € b. Tpaxenu JlekapToB IPOU3BOJ 100HjaMO jeAHOM MPUMEHOM Aj-Ccenaparmje
HAUECAU=(x,y)AXxEaNyED. [

VY teopuju ZF ce Ha jeIHOCTaBHUjU Ha4YMH MOKe nohu 10 JlekapToBor mpousBojia CKy-
nosa a u b. JloBospHO je y3etu ckyn P(P(a U b)) u npuMeHUTH akCMOMe YHU]je, TapTUTUBHOT
CKyTa ¥ cenapanuje. Y o0a cirydaja je CKym a X b jeAMHCTBEHO ofjpel)eH Ha OCHOBY aKCHOME
€KCTEH3NOHATHOCTH.
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2. Jlotiyciuusu cxyiiogu

3a ckyn a pehu hemo 1a je TpaH3uTHBaH, y o3Hauu Tran(a), ako u camo ako Vy € aVz €
¥ (z € a). Ilpumehyje ce na je Tran(a) jenna Ao-popmyna. Y3uma ce Aa je CBaKu CKyIl ypelie-
MeHaTa TPaH3UTHUBaH, Kao U J1a je mpa3aH cKym 0 TpaH3UTHBAH.
HMedpunnumja 2.2.3. Heka je S(a)=aU{a}.

Moske ce MOKa3aTH [ aKo je a CKyIl TPaH3HTHBHHX CKYIOBa, OHAa je | J, TpaHsuTHBaH.
Taxohe, ako je a TpaH3uTHBaH U b C a, oHJa je u a U {b} TpaH3UTHBaH, CIICIIU]jaJTHO, aKO j€ a
TPaH3UTHBAH, OHJIA j€ U CKyN S(a) TpaH3UTHBAH.

Hepununmja 2.2.4. OpauHan je TpaH3UTHBAH CKYIl @ TakaB Ja j€ MPOW3BOJbAH CIIEMEHT X
CKyTa a Takole TpaH3UTHBAH CKYII, Tj.:

Ord(a) — Tran(a) A Vx € a Tran(x).

3a opauHane heMo KOpUCTUTH MTPOMEHJbUBE @, 3,7, ... n ucahemo a < B ykonmuko a € f3.
OpauHan o je mpupogHu Opoj ako 3a cBaku B < a BaxH, ako je 3 #0, ouna je S = 8(y), 3a HEKO
y. 3a npuponaHe O6pojeBe heMo KOpUCTUTH MPOMEHJbUBE 71, M,... Jlako ce nokasyjy crneaeha
TBphemwa: 0 je opauHall; aKko je @ opAuHal, oHaa je U S(a), y o3Hau a + 1; ako je a < 3, oHza
je a+ 1< f3; cBaku Hempa3aH CKyI OpJMHANIA UMa HajMambU CIEMEHT.

Jedpunnumja 2.2.5. Cxyn a je KoHa4YaH yKOJIMKO MTOCTOjU jejaH-jead GyHKIHja f ca TOMEHOM
dom(f) = a v KOIOMEHOM 1, 3a HeKU npupoaan 0poj n. Ckyn a je npedpojuB YKOIHUKO OCTOjU
jenan-jenas (¢yHKuuja f 4uju je JOMEH a TakBa Ja je f(x) npupoxnHu Opoj 3a CBako X € a.

Ta6esa 2.1.: Hexu A, npeaukaru

[Ipenukaru Ckpahenure Ay nedpuHnnnja

xCy Vzex(zey)

a=1{y,z} yeanzeahNVxea(x=yVx=2z)
a=(y,z) dbeaidcea(b={y}rnc={y,ztAha=1{b,c})
a=(x,y)3aHeKo y 15%(a)=x dceadyec(a=(x,y))

a=(x,y) 3a HEeKo X 2nd(g)=y dceadxec(a=(x,y))

a=(x,y)3aHeko X,y ,ajeypehennmap” dceadxecdyec(a=(x,y))

a je penamnmja Reln(a) Vxe€a ,x je ypehen map”

f je dyukuuja Fun(f) Reln(f)AVa € fVb e f (15ta =15h — 2ndg =2ndp)
y =) Fun(f)A(x,y) € f

a=Jb VxebVyex(yea)A\Vycadxeb(y ex)

®opmyna obnuka Ju p(u), tae je ¢ Ao popmyna, 30Be ce X; Gpopmyna.
Bunehemo na je mmpoxka kimaca ¢popMysia eKBUBAJICHTHA Kilacu X1 (GopMmyna u aa ce X
dhopmyrie kopucte y pazHuM dopMamMa cerapaiiyje, KoJIeKInuje U 3aMeHe.

HMedpunnumja 2.2.6. Knaca > popmyna je HajmMama ki1aca Y Koja caapxu Ay popmylie u 3aTBO-
peHa je 3a KOHJYHKIIM]Y U IUC]YHKIIN]Y, OTpaHUYEeHY KBaHTHU(HUKAIIN]Y U 33]I0BOJbaBa yCIIOB:

(1) ako je ¢ y Y, onnaje u dup y Y 3a cBaky IpOMEHJbUBY U .

Krnaca IT popmyna je Hajmama ki1aca Y’ koja cagapxu Ay hopMyrie i 3aTBOPEHA j€ 32 KOHjyHKITH]Y
U JIUCJYHKIM]Y, OTpaHUYEHY KBaHTU(UKAIM]y U 33]]0BOJbABa YCJIOB: aKo je ¢ y Y’, oHja je u
Vuy u3 Y’ 3a cBako u.
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2. Jlotiyciuusu cxyiiogu

Ha npumep, nee ¢popmyne Vb € a (b je npedpojuB) u Vx € aib(Tran(b)Ax € b) cy %,
anu HuCy X, dopmyie.

3a gary dopMyiy ¢ U IPOMEHJBHBY W KOja Ce HE TojaBibyje y ¢, ¢ he o3nauaBarn
(dhopMyiy Koja je HacTasla 3aMEHOM CBake HeOrpaHHYeHe KBaHTU(UKALM]E Y ¢, OTPAHUYEHOM,
1j. Ju Memamo ca Ju € w, a Vu ca Vu € w, 3a cBe mpoMeHsbUBe U. 3akibydyje ce aa je o)
jenHa Ay popmyia. Ykomuko je ¢ Ay popmyia, onma je ) =,

Creneha jenHocTaBHa JieMa je 0J] BEJIMKOT 3Hauaja 3a JI0Ka3UBambe jeJHOT O] HajBaXKHU]UX
npuniuna teopuje KPU — npununa X peduekcuje.

Jlema 2.2.7. 3a ceaky X ghopmyny @ ciegehe gpopmyne cy easbane (iij. Wiaume y cum CUUPYKILLy-
pama Ay)

(i) ‘P(u) AUCU— (’0(1/)’
(i) W=,

Cneneha Teopema HaM TOBOpH Ja je cBaka X (opMyJia eKBUBAJIEHTHA HEKO) X1 hopMyau
y Teopuju KPU.

Teopema 2.2.8 (ITpunuun X peduexcuje). 3a ceaxy > gopmyny ¢ wnauno je cregehe: KPU F
@« Ja p), ige je a buno Koja ckyiioena UpomenbUSa Koja ce He flojasmyje y .

[puniun ¥ pedrexcuje je ox KIbyyHe BaXXKHOCTH 3a u3Boheme Apyrux (opMu KoJlekuyje,
cemaparyje uTl, Tj. cenapaiuja u KoJekiuja he BaKUTH | 3a mupe Kiace GopmyIa.

Teopema 2.2.9 (Ilpunuun X xonexuuje). 3a ceaky X chopmyny cregehu uckas je iieopema y
KPU: Axo je Vx € ady ¢(x,y), onga niociioju cxyi b wiaxas ga éaxcu Nx € aidy € b p(x,y) u
Vyebixeap(x,y).

Hoxka3. IIpernocraBumo na je Vx € a3y ¢(x,y) tauno. Ha ocHOBY X pediiekcuje mocToju Ky
c takaB ja je Vx € ady € cp9(x,y)...(1). Hekaje b={y € c|Ix € ap9(x,y)}...(2), Ha
ocHOBY A, cenaparmje. Kaxko je ¢(©)(x,y) — ¢(x,y) Ha ocuoy sneme 2.2.7, (1) umrumimpa
Vxeadyebyp(x,y), ok (2) ummmunupa Vy e bix € a p(x,y). [

Teopema 2.2.10 (A cenapauuja). 3a 6uno xojy % gpopmyny ¢(x) u Il hopmyny (x), cnegehe
wiephere je imeopema y KPU: Axo 3a ceéako x € a, p(x) «— Y(x), onga tlociioju cxyii b =
{xealpx)}.

Hoxka3. IlpernoctaBumo na je Vx € a(p(x) «— yY(x)). Tama je Vx € a(p(x)V ~y(x)), mTo
je jenna Y. hopmysia, ma moctoju ¢ Tako jaa Baxku Vx € a(p©(x) Vv p)(x)). Ha ocHoBy A,
cemapanuje Heka je b = {x € a | ¢(©)(x)}, HapaBHo, cBaKo X € b 3am0BobaBa ¢(x). AKo X € a
1 BaXKd (x), oHIa Baku U Y)(x), a Tama u y9)(x) (Oymyhu ma y(x) — (x)). Mehyrum, 360r
Vx €a(p(x)Vv-1y(x)) Baxuhe p©)(x), ma npema Tome x € b. O

Teopema 2.2.11 (Ilpunuun X 3amene). 3a ceaxy X gopmyny ¢(x,y) cregehu uckas je itieo-
pema y KPU: Ako Vx € adly p(x,y), onga tiocitioju ¢pynxyuja f ige je dom(f)= a imaxo ga je
Vxeap(x, f(x)).

Joxa3. Ha ocHOBY X kosieknuje moctoju ckyn b Tako aa je Vx € ady € b p(x,y). Kopucrehn
A cemapariujy, mocToju f Tako jaa je

f=lx,y)eaxblolxy)=1xy)eaxb[-3z(p(x,y)Ay # 2)}. H
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2. Jlotiyciuusu cxyiiogu

Teopema 2.2.12 (Jaka X 3ameHa). 3a ceaky X chopmyny ¢(x,y) easxcu cregehe: Yronuko Vx € a
dy ¢(x,y), onga niociioju ¢ynxyuja f ige je dom(f)= a iwmaxo ga je

(i) Vxeaf(x)#0;

(ii)) VxeaVyef(x)plx,y).

Joxka3. Ha ocHoBy X xonekuuje noctoju b tako aa je Vx € ady e bp(x,y)uVyebixeca
@(x,y). U3 X pedumekcuje mobujamo 1a MOCTOju w Tako fa Baku Vx € ady € b p)(x,y)
uVy € bdx € ap™(x,y). 3a npou3BOBHO U (PUKCHPAHO X € A MOCTOjH jETUHCTBEH CKYIT
cx ={y €b|p™(x,y)} Ha ocHOBY A, cemapaiuje U akCHOME €KCTEH3HOHAIHOCTH. [TomMohy X
3aMeHe n1ooujamMo QyHKIMjy f ca TOMEHOM a Tako ja je f(x)=c, 3a CBako x € a. U

2.3. edpMHHUHOHA €KCTEH3Hja je3uKka L

VBohewe nedunnIMja penanujcKkux 1 PyHKINjCKUX CUMOO0IIa je yoOndajeHa norpebda, Ha
NpUMep, paju jeTHOCTaBHHU]ET n3jarama. Jlakie, je3uK ce MOCTeNeHO MUPH HOBUM MPEIUKAT-
CKHUM, OTIEPALIMjCKUM CUMOOIMMA HITH MTaK CUMOOJIMMa WHAWBUIYAIHUX KOHCTaHTH. Y TEOpUjU
ZF HoBe cumbore nepuHUIIeMo 0110 KojoM GopMyaoM ¢(X1,...,X,) je3uka Lyzg, Ha IpUMep:

(R) Vxy...Vxu(R(x1,...,X,) = @(x1,...,%X,))

Tako Ja ce neuHUCaHN CUMOOJIM YBEK MOTY €TMMHUHHMCATH U CBa TBphema J0Ka3uBa y Mpo-
IIMPEHOM je3UKY J0Ka3aTu y je3uky Lzg. Y teopuju KPU, ¢ 063upom Ha CHHTakcHy (opmy
aKcuoMa, HOBH pelnaijcku cum6on R nedunncahe ce camo Ay popmynom. Kopunrhemem Ho-
BHX TPUHITUIA JIOKa3aHUX y OfIeJbKy 2.2, Kon AchuHHCcama peranyjckor cumbona nocrojahe
Beha komoryja.

Medpunnumja 2.3.1. Hexka je ¢(x1,...,x,) X dopmyna jesuka L* u Heka je y(xy,...,x,) II pop-
myna Ha [ tako na Baxku KPUF ¢ «— 1. Heka je R HOBU n-apHU pemaiujcku cuMmOom u nedu-
HUIMMO R kao (R) Ha OYETKY OBOT ofieJbka. R 30BeMo A penarujcku cumbon y KPU.

Crneneha nema mokasyje 1a, Ha HEKU Ha4WH, A pelaujcke CMMOO0IIe MOXKEMO TIOCMaTpaTh
Kao aroMmuuHe popmyre je3nka L*, OMHOCHO J1aje HaM MPaBHJIO KAKO MOXKEMO TPaJUTH HOBE A
penarmje.

Jlema 2.3.2. Heka je R A penayujcku cumbon iieopuje KPU u nexa KPU’ 6yge KPU na jesuxy
L¥(R) unyc gegpunuyuona axcuoma (R) ca tloueilixa 0801 ogesvKa.

(i) 3a ceaxy gpopmyny 0(x,...,xx, R) na [¥(R) uocimioju popmyna Oy(xy,...,xx) Ha L* wiako ga
saxcu KPU +(R) umiinuyupa 0(X, R) — 60y(X). linasuwe, axo je 0 X ¢hopmyna na L(R),
onga je 6y ¥ gpopmyna na L.

(ii) 3a ceaxy Ao popmyny 0(x,..., Xk, R) jesuxa L*(R) iiocutioje > u I1 chopmyne 6y(x1,...,x¢),
0:(x1,...,x¢) Ha L waxo ga eaxcu KPU+(R) umiinuyupa 0(x, R) < 0y(X) u 8(x,R) «—
0,(xX).

(iii) KPU’ je xonszepsaiiusna exciuensuja wweopuje KPU, wwj. 3a 6uno xojy pewenuyy 0 na Lf
saxcu KPU'F 0 axxo KPUF 0.

[Tpenukar MHTYUTHBHE TeopHje cKymnoBa je A nmpenukar Teopuje KPU ykonuko ce Moxe
neduHucatu A penanujckuM cumbonom. Ha ocHOBY mocnenme eme 3akibydyjeMo Ja cy A
MIpeIMKaTH 3aTBOpPeHH 3a A, V, Ju € v, Vu € v u xopucteh OBy BaXKHY YHEHCHHUILY BUIUMO J1a
CYy CBU TIOOpOjaHU MpeanKaTy y Tadbenu 2.2 A mpeIuKaTH.

Medunnumja 2.3.3. Heka je ¢(x1,...,x,,y) X popmynaje3uka L* Tako n1a Baxu KPUF Vxy,...,x,
3y (x1,...,%,,y). Heka je F HOBU n-apHU QYHKIM]CKU cuMO0 1 Aepunuinmo F Ha cnenehu

18



2. Jlotiyciuusu cxyiiogu

Ha4YuH:

(F) VX1, X0, V(F(X1, ..o, X0) =y = @(X1,..., X5, ¥))
F je ¥ ¢pynkuujcku cum6oma reopuje KPU.

Tabena 2.2.: Heku A npenukaru

IIpenuxar Ckpahenura Jedpunnmmja

X j€ ypeleMeHT U(x) dp (x =p)(mmu Va (x # a))

X je cKyT S(x) da (x =a)(mm Vp (x # p))

X je TpaH3UTHBaH Tran(x) S(x)AVyexVzey(zex)

X je opauHaI Ord(x) Tran(x) AVy € xTran(y)

X je TpaHUYHH OpJMHAT Lim(x) Ord(x)Ax #0AVy exdzex(z=yU{y})
X je IpupomHU Opoj Nat No(x) Ord(x)AVy € x “Lim(y) A —-Lim(x)
»Mamu”’ 3a OpJAHHAJIC a<p Ord(a)AOrd(B)Aacp

,»MaFbH WM jeTHAK 32 OpAMHATIC a<lf a<fva=p

Jlema 2.3.4. Heka je F Y ¢ynxyujcku cumoon wieopuje KPU. Heka je KPU' wieopuja KPU
gopwynucana na jesuxy L(F), unyc gepunuyuona axcuoma (F).

(i) 3a ceaxy hopmyny 0(x1,...,xk, F) jesuxa L*(F) soctioju popmyna 0y(x1,...,xy) Ha L* iako
ga eaocu KPU+H(F) umiinuyupa 0(X,F) «— 0y(X). [limasuwe, axo je 0 3 ¢popmyna na
L¥(F), onga je 6y > ghopmyna na L.

(ii) 3a ceaxy Ay gpopmyny 0(xy,...,xx, F) na L(F) wocuioje > u I1 gpopmyne Gy(xy,...,Xxi),
01(x1,...,xx) Ha L waxo ga KPU+(F) uminuyupa 0(X, F) < 0y(X) u 0(x, F) — 0,(X).
(iii) KPU' je konsepsaitiusna excitensuja og KPU.
Orneparnyja THTYUTHBHE TEOpHj€ CKyIOBa je X onepanuja Teopuje KPU ykonuko ce Moxe
nedunncaru X GyHkuujckuM cum6bosom. Huje temko mokaszaru cieneha TBphema:

— Csaku (pyHKIHMjCKU cUMOOI je3uka [F je ¥ pyHKIH]CKH cUuMOOIT.
— X omeparyje cy 3aTBOPEHE 332 KOMITO3UIIH]Y TPECINKaBaba.

2.4. NeduHHuHja X pekyp3Hjom

Jedunrnmmja > pexyp3ujoM peIcTaB/ba KOPUCTaH METOJT YBOl)erha HOBUX Ofepalifja Kao
HITO CY, HA IpUMeEp, cabupame U MHOXKEHE OpAnHaia, pyHKIuja ,,support” nata ca:

sp(p)={p}
sp(a)= U sp(x), cruKa o1 @ je CKyIl CBHX ypeJieMeHaTa KOj! yiaze y KOHCTPYKIIH]jy CKyna a .

xea

Teopema 2.4.1 (Er3ucreniuja TpaH3UTUBHOT 3aTBOpewma). Mooice ce yseciiu Y. ¢hyHkyujcku
cumbon TC y KPU wiako ga je cregehu uckaz wieopema y KPU: 3a ceaxo x, TC(x) je wipan-
sutuusan ckyi waxo ga je x € TC(x) u 3a ceaku gpyiu wpan3uiiuenu cKyii a, axko je x € a, onga
je TC(x)<C a.

Bpno xopucran HaunH nokaszuBama y KPU je moka3 MHIyKIIM]jOM TIPEKo €. 3a cBaky dop-
myiy ¢ cineneha gopmyna je reopema teopuje KPU: Vx(Vy € xp(y) — ¢(x)) — Vxp(x).
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2. Jlotiyciuusu cxyiiogu

Ta6ena 2.3.: Heke X onepanmje

Omnepaunja Homen Ckpahenuna X nedununmja

JoMeH ont f cBe pyHkmmje f dom(f) BHJIeTH Tabey 2.1

paHr ox f cBe ¢pyHkuuje f ng(f) BuzeTH Tabemy 2.1

MpBa KOOPJMHATA O X  CBH ypeljeHu mapoBu x  15tx BujieTH Tabeny 2.1

Jipyra KOOpAMHATa o1 X  CBU ypehenu maposu x 2"y BuzeTH Tabeny 2.1

pectpuknrjaox f Haa  cBe pyHKIMje f ucKky- fla z={xef|I%xeca}l
MOBHU

cmka on f pectpuxo- cBe QyHKIHje f ucky- f’a z={xermg(f)|dyca(f(x)=y)}

BaHa Ha a MOBHU

HACIIETHUK CBU CKYIIOBH X 8(x) z=xU{x}

HAaCJICIHUK OpIruHaIa CBH OpIUHAIN O a+1 z=38(a)

CyTpeMyM CKyTIOBH OpJrHaIIa sup(a) z=Ja

Jla Gucmo mokasanu Ja Baku Vxp(x), 3a MPOU3BOJBHO X JT0Ka3yjeMo ¢(x) xopuctehu
IIPETIIOCTABKY /1a BaXH ¢ (¥ ), 32 CBAKO J € X.

Crnenehom TeopeMoM je IpeIcTaBIbeH jeaH (jaun) MoJIeN T0Ka3UBamkha MHIYKIIA]OM ITPEKO
€.

Teopema 2.4.2 ([oka3 unnykiujoM ripexo 1'C). 3a 6uno kojy chopmyny p(x) cregehu uckas je
wieopema y KPU: ykonuxo 3a ceaxo x, Vy € TC(x)p(y) umitiuyupa ¢(x), onga sasxcu Vx p(x).

Joxa3. [lokazahemo, Ha ocHOBY mpernocraBke, na je VxVyeTC(x)p(y). OBo ummaunupa
Vxp(x), Oynyhu na x € TC({x}). Moxemo f1a mpeTnocTaBuMo, KopucTehu HHAYKIH]Y MPEeKo €,
naszacBako z € x Baxu (1) Vy e TC(z)p(y). Hokaxumo naBaxu Vy € TC(x)p(y). Ha ocHoBy
npernocraske, (1) uMmmuumpa ¢(z) Tako ja 3ampao uMamo ¢(y), 3a ceako y € x U| {TC(z) |
ze€x}t=TC(x). [

Crneneha TeopeMa je IEHTpaHa y OBOM OJIEJBKY.
Teopema 2.4.3 ([lepunuuuja ¥ pexyp3ujom). Heka je G n + 2-apnu ¥ ¢hynkyujcku cumobon,
n > 0. Taga, moiyhe je gecpunucaitiu nosu > ¢hynxyujcxu cumbon F inaxo ga je cregehu uckasz
weopema y KPU (+ gegpunuyuona axcuoma 3a G): 3a cée X1,...,Xn,y

(*) F(x1,...,%n,y)= G(xl,...,xn,y,{(z,F(xl,..-,me)) |z € TC(J’)})-

Tpeba HamoMeHyTH 1a yMecTo ycioBa (*) MOXe Ja CTOjU 1
F(x1,....,x0,y)=G(x1,..., %0, ¥, {(2, F(x1,...,X,2)) | z € y}), ¢ 063UpOM 18 MOKXEMO yBEK J1a
craBumo G'(X,y, f)=G(X,y, f [ y) u IpUMEHUMO TIPETXOAHY Teopemy Ha G’.

Takobe je pynkujcku cumbon F moryhe nedunucaru nomohy G u H Tako 1a je,

F(xy,...,xp,p)=H(x1,...,Xn, p)
F(x1,...,xp,a)= G(xl,...,xn,a, {(z, F(x1,...,xn)) | z € TC(a)}).

Oga ¢opmyia je yoOuuajeHuja, 1 MOXKe ce TOOUTH cTaBibameM na je G'(¥,y, f) = H(X,y), ako
je y ypenemenr, unaue G'(¥,y, f)=G(X,y, ), yKOIHUKO je y CKyIL.
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2. Jlotiyciuusu cxyiiogu

[Tocne Teopeme 2.4.3 dynkujcku cum6on TC 6u Morao fa ce AeQHUHHUIIE jeTHaYrnHAMA
TC(p)=0u TC(a)=aU|J{TC(x)|x € a}.
Kao nmocnenuity Teopeme Y. pekyp3uje umamo cieaehy reopemy.

Teopema 2.4.4 (lepunnnuja A npenukara nmomohy pekypsuje). Hexa cy BQ upegukaiiu ca
n+1u n+2 apiymenaiua, peciiexiiugno 3a n > 0. Taga, moowce ce yeeciiu A ipeguxaii R na
cnegehu Havum:

(i) R(x1,...,Xn, p) = P(x1,..., X0, p),

(ii)) R(x1,...,Xp,a)—Q(x1,...,xn,a,{be TC(a)|R(xy,...,xn,D)}).

VY cnenehoj Tabenu matu cy mpuUMeEpH orepaiiija Koje ¢y AehuHUCaHe TIOMOhy peKkyp-

3uje.
Ta6ena 2.4.: Heke X onepanyje nepunucane nomohy pexypsuje
Omnepauuja Homen Ckpahennna  PexypsuBHa neduHunuja
rank OuJjI0 ImTa rk(x) rk(p)=0
rk(a)=supirk(x)+1|x € a}
support OuJjI0 1mTa sp(x) sp(p)=1{p}
sp(@) = e, sP(x)
cabupame opauHana naposu opiuHana o, 8 a+f a+pf=aUsupf{(a+y)+1|y <p}
MHOXEHE OpJInHala napoBu opAvHana o, 3 af} aff =supiay+aly <p}
collapsing pynknmja TIapoBH @, X Ca(x) Culp)=p

Ca(b)={Ca(x)|x €anb}

2.5. ,Collapsing” nema

Y oBoM oniesbKy yBomuMoO onepaiijy C koja uMa JiBa aprymMeHTa, u o3aaunhemo ca Cy(y)
cumbon C(x,y). OBa onepanuja je y reopuju KPU nedunucana ¥ pexyp3ujom nomohy jeaHa-
YUHa.

Ci(p)=p
Ci(a)={C.(y)|y € anx} u na3pana je ,,collapsing” dyHkrmja MoCTOBCKOL.

Crneneha nema Ommke kapakrepuiie nepuarcany QyHKIH]y.

Jlema 2.5.1. (i) C,(a)=03a ceaxo p u a.
(ii) Axo a C b u a je wupanzuiiusan, onga je C,(X)=Xx 3a cee x € a.
(iii) 3a 6uno koju ckyii b cxyi {Cy(x)| x € b} = C,(b) je wipanzuiriusan.

Hoxa3. (i) ounrnenno je. (il) I0Ka3yjeMoO €-HHIYKIMJOM. 3a JaTo X € a MPeTnocTaBuhemMo
na je Cp(y) =y 3a cBako y € x. Kako je a TpansutuBaH, x C a C b, Tako na hemo umaru
Co(x)=1{Cpo(y) |y exnb}={Cp(y) |y €x}=1{y | y € x} = x. la Oucmo nokazanu (iil), HeKa
je a ={Cp(x)| x € b} u mokaxumo 1a je a TpansutuBaH. Heka je z € y € a, tana je y = Cp(x)
3a HEKO X € b, ma npema Tome z € {C,(x’) | X’ € x N b} u 3aro je z = Cp(x’) 32 HEKO X’ € b.
3akJpydyjeMo Jia BaXH 2z € d. ]

21



2. Jlotiyciuusu cxyiiogu

IIpumep 2.5.2. Hexka je b ={0,1,2,4,{1,3,4},{1,4}}. Vkonuko craBumo 1a je a =3 = {0,1,2}
Y IPUMEHUMO TMPEeTXOAHY Jemy, noouhemo Cy(0) =0, Cp(1) =1 u C,(2) =2. Tana je C,(4) =
{Cy(x)|xeb,x €4} ={Cy(x)| x =0,1,2} ={0,1,2} = 3. TIpema tome, C}, ,,konarcupa” 4y 3
oynyhu na 3 nuje y b. Uzpauynajmo cama C,({1,3,4}) u Cp({1,4}):

Cp(11,3,4) ={Cp(x) | x € {1,3,4}Nb} = {Cp(1), Cp(4)} ={1,3} m
Co(11,4) ={Cp(x) | x € {1,43Nb} ={C,(1), Cp(4)} = {1,3}

Oba ckyna cy konarncupana y {1,3} 30or yumenune aa 3 uuje y b. Ilpumehyje ce na je ckyn
{Cp(x) | x € b} =1{0,1,2,3,{1,3}} TpaH3uTHBAH, IITO j€ U OYEKUBAHO C OO3UPOM Ha MPETXOTHY
JaeMy.

Hepununmja 2.5.3. 3a 6uno koju ckyn b Heka je ¢, pectpukiyja Gyuakmauje Cp(-) Ha cKym b;
Tj. ¢p ={(x,Cp(x)) | x € b} u Heka je clpse(b) =rng(cy) = {Cp(x) | x € b} = Cy(b).

®dyHKIM]ja ¢; MOCTOjH (Ka0 CKYIT) HA OCHOBY X 3aMeHe U clpse(b) je TpaH3UTHBaH CKyN Ha
OCHOBY IIPETXOJIHE JIEME.

3a ckyn b hemo pehu f1a je eKCTEeH3MOHAIAH aKO 3a CBAKa J[Ba Pa3lIMYUTA EJIEMEHTA d1, Ay €
b mocToju X € b Tako 11a je X y JeIHOM OJ €JIeMeHara a; M d,, ajdu He 'y 00a; 1j. Vx € b(x €
a,— X €a,)— a; =a. Y IpeTXoIHOM MPUMEPY CKyN b HU]je eKCTEeH3MOHAIaH 300T CKyIoBa
a,=1{1,3,4t n a,=1{1,4}.

buro koju TpaH3UTHBAH CKYII je eKCTeH3UOHAIaH, Kao ¥ OWJIo Koju cKym opauHana. Cie-
neha nema mokasyje aa je OMIIo KOju eKCTeH3MOHANaH CKYIl W30Mop(daH ca HEKUM TPaH3UTHB-
HHUM.

Teopema 2.5.4 (,,collapsing” nema). Axo je a excillen3uOHANAH, OHgA C, UpecIUKasa cKyi a
bujexiusno y ckyi clpse(a). Lllmasuwe, 3a ceéako X,y € a 8axcu X €y aKo u camo aKo C,(x) €

ca(y)

2.6. lpeHOCHBH H anNCONYTHH NpeaHKaTH

OBaj oznespak he onmucary IIaBHU Pas3yor pecTpHUKIMje HAa Ay popMmyne y akcuomama ce-
napanuje u koneknuje. Ckymosu u3 V), ce popmupajy y ¢azama (HUBOMMA) U aKCHOMA CeTia-
patrje HaM rOBOPH O J03BOJFEHUM MPHHINIIMA 32 (hOpMHUpame HOBUX CKYTIOBA y CBAaKOj (ha3u.
Ha npumep, nonymreno je aa popmupamo ckyn b = {x € a | ¢(x,y)} y ¢a3u a yxonuko Beh
MMaMO CKyTIOBE @ U ¥, aJlk CaMo akKo je CMHCcao (popMyrie arncoayTHO JETEPMUHICAH Ha CKYTIO-
BUMa Koju cy popmupani npe ¢aze a. pyrum peunma, ako ce Hajmazumo y 8 gasu popmupama
CKYIIOBa M YKOJIMKO OMCMO XTeNH Ja MOHOBO (opmupamo {x € a | ¢(x,y)}, ouekyjemo aa jio-
OMjeMO UCTH CKYIl b, MaKO MOCTOje U HOBU CKYIOBHU KOJU OM MOIJIM Ja yTHUY Ha UICTUHUTOCHY
BpenHocT ¢popmyie ¢(x,y). CIMYHO pe30HOBaKkHE MOXKEMO /12 IPUMEHUMO U Ha aKCUOMY KOJIEK-
myje. [IpernoctaBuMo 1a je y mporecy usrpaame vy, y Hekoj dazu popmyna Vx € ady p(x,y)
tauHa. [{usk je na y cnenehoj dpasu popmupamo ckym b Tako fa je popmynaVx € ady € b p(x,y)
TayHa, ajli ¥ J1a OCTaHe TauyHa y npolecy (popMupama HOBUX CKYIOBa. YKOIUKO OM dopmyrna
(p ©MaJla HEOI'paHUYEHE YHUBEP3aIHEe KBaHTU(UKATOPE, yBohemwe ckyma b Ou yak MOIJIO 1a Ha-
pyuIu TauHocT popmyne ¢(x,y) 3a CBako X € a. 3aTo KOJIEKIU]y MOXKEMO MPUMEHUTH CaMO aKoO
¢(x,y) He MOXe IOCTaTH HeTayHa KaJl J10/1ajeMO HOBE CKYIOBE YHHUBEP3YMY T€OpHj€ CKYIIOBa.
Pectpukiuja Ha A, popmyne ymnpaBo 00e30elyje 0BakBy CUTYpPHOCT.
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2. Jlotiyciuusu cxyiiogu

Hedpunnumja 2.6.1. Heka je Ay =(M;A, E,...) CTpyKTypa 3a je3uK L*.

3a a € A nedpunumnmo ap ={y € MUA|y E a}.

[Ipumehyje ce ma BpeaHOCT ap 3aBHCHU ON CTPYKType Ay U camor a. Y yoOudajeHoj
CTPYKTYpH dg j€ yIpaBo caM CKyIl a, Mel)yTum penanujy E Tpeba cXBaTUTH YONILITEHH]E, KO
MIPOM3BOJEHY OWHAPHY peraiujy.

Pehu hemo na je crpykrypa By excrensuja o 2y, y o3Hau 2y S By (toe je Ay =
(M;AE,..)u By=(N; B, E’,...)) ako je M C N xao L-cTpykType, ako je A C B H aKo je HHTep-
nperanuja ox E, pectpuknuja Ha M UA untepnperanuje ox E/. OBako neduHrcaHa eKCTeH3Hja
He OIHKCYje Ha MPUPOJIaH HAYMH €KCTeH3H]jy Kaja je ped 0 MojeTuMa Teopuje ckynonsa. Pasmor
je caeneha cutyanuja koja Moxke Ja HactaHe. 3a a € A penanuja Ay € By ummunmpa aa je
ar C ag, mehytum Moryhe je 1a noctoju HeKo x € B\ A, x € ap'\ ag. OBo je cBakako KOH]Py3HA
cuTyaluja. 3aTo YBOAMMO MOTOIHY AC(UHUIIN]Y EKCTEH3H]E.

Hepunnumja 2.6.2. Heka cy 2y =(M; A E,...) u By=(N; B, E’,...) 1Be CTPyKType je3uka L.
Pehu hemo na je By kpajmba ekcTeH3uja o Ayg, Y o3HAMA 2Ape Ceng By, ako je Ape € By u 3a
CBaKo a € A, ap = ap. Moxe ce jorr u pehu aa je Ay MHUIHMjaTHA TOACTPYKTYpa o1 By

IIpumep 2.6.3. Axo je A TpanzutuBas ckym, A C B, E=€nA?, E’=enB?,ounaje (M; A, E) Cend
(M; B, E'); (ap=ap =a).
Jlema 2.6.4. Hexa cy Ay, By crupyxiuype 3a Lf, Ao Cena Bn. Ako je ¢ X popmyna 3a L¥, onga

3a cee X1,...,X, €A

Av = plxr,. ., xn]  wumiiiuyupa By = @[xy,...,%,].

Joxka3. OBo je, Ha HEKU HauWH, mocneanna ieme 2.2.7. [IpeTnocraBka aa ce paau o Kpajmboj
eKCTeH3Hju je kopuiheHa 1a 06e30eau 1a Vx € a uma uctu cMucao 'y Ay 1 By O]

JMepununmja 2.6.5. @opmyna ¢(uy,...,u,) je3uka [* je mpeHocHBa y ofHOCY Ha Teopujy T
jesmka L* ako 3a cBe mozene 2y, By Teopuje T 3a koje je An Cend B, 132 CBE X, ..., X, U3 Ay
Baxku 2y = @ [x1,. .., X,] aMummamupa By = @ [x1, ..., X,].

dopmyna ¢ je anconyTHa y onHocy Ha T ako 3a cBe Ay, By, X1, ..., X,, Ka0 y IPETXOAHOM

Clly4ajy, BaxKu

Ay = @lx1,...,x,] axoucamo ako By = @[x1,...,X,].

Iocaenuna 2.6.6. Cse X Gopmyiie cy MPeHOCHBE U CBE Ay HopMyIie Cy ancoiyTHe (Y OJHOCY
Ha Ouio kojy Teopujy T).

Hoxa3. Ha ocHoBy neme 2.6.4 cBe X ¢opMmysie cy MPEHOCUBE, Ta Cy 3aT0 U CBe A, hopmyre
npeHocuse. Ay popmyne cy 3aTBOpeHe 3a Heralujy 1 (¢ je arncollyTHa aKKo Cy ¢ U 7 MPEHO-
CUBE. 0

IMpumep 2.6.7. Heka cy Ay u By mogenu teopuje KPU, 2y Ceng B, Kaxko je Ord(x) Ay
dbopmyna, umaheMo 1a BaxH

An =O0rd(a) axkxko By E=Ord(a).

U3 nocnenunie 2.6.6 cienu ga cenapaija ¥ KOJEKIMja BaXke 3a HEKe arcoiyTHe (op-
mynie. [locTaBiba ce mUTame J1a M Bake 3a CBe arconyTHe popmyne. OaroBop je moTBplaH,
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anu He ekcrumimTHO. [loctoje dpopmyre Koje cy anconyTHe y ogHocy Ha KPU u koje Hucy A,.
Cenaparyja 3a TakBe Gpopmyse Huje akcuoma, Beh teopema teopuje KPU.

Teopema 2.6.8. 3a 6uno xojy weopujy T jesuxa Lt, axo je ¢(xi,...,X,) peHocusa y ogHocy
na T, onga iociuoju ¥ chopmyna Y(xy,...,x,) wakea ga je T = Vxy,...,x,[p(x1,...,X,) —
Y(x1,...,X,)]. 3aiium, axo je @ aiiconyiina y ognocy Ha'T, ociioje ¥ u 11 hopmyne Y (x,,...,x,)
u 0(xy,...,x,) waxo ga je

TI—Vxl,...,xn((go(xl,...,x,,)<—>l/J(xl,...,xn)) A(p(xg, e, Xy) e H(xl,...,xn))).

Haxne, cenaparuja y KPU ce moke g0Ka3aTH 3a CBE ancoyTHe (Gopmylie, TOK ce KOJIeK-
I1ja MOXKe JJ0Ka3aTu 3a CBE MpeHocHBe Gopmyre.

2.7. NedurHHUHja AONYCTHUBOT CKyNna U JONYCTHBOT OpAHHaNa

Jedunuinmo moMohy pekypsuje yHUBep3yM cKymoBa Yy, HaJ POM3BOJBHOM KOJCKIIH-
joM ypenemeHnata M.

Vi(0)=0;
Vu(a+1)= TlaptutuBhu ckyn ckyna M U Vy,(a);

W(A)= U Vu(a), ako je A TpaHUYHU OpAMHAT; U

a<i

V= Wu(a),

T7IE j€ YHHja Y TIOCJIEIH0j JeAHAYMHU y3€Ta PEKO CBUX Op/AHHAIA.
VYkonmuko je M =(M,...), nmucahemo Vy 3a Vy,, a ako je M mpa3Ha KoJeKIHja, mucahemo
Via)3a Viy(a) n VvV 3a Vy,.

JMepununmja 2.7.1. Heka je * = L(€,...) u Heka je M cTpykrypa je3uka L. JlomycTuB ckyn
Ha M je mozen Ay Teopuje KPU obmuka Ay = (M A, €, ...), rae je ckyn M UA TpaH3UTHBaH y
Var, ¥ € je pecTpukinja penamuje €, Ha M UA. (€ je penaumja y Vyy). Jdonmyctus ckym Ay
je nomyctus Hajx M ykonmuko M € A, 1j. 2y = KPU™. 3a obenexaBarme JOIMYCTHBUX CKYIIOBa
kopuctuhemo cumbone A, B, C ut.

Jlpyrum pednMa, JOMYyCTUBH CKyNOBH cy Moaenu Teopuje KPU koju cy TpaH3UTUBHH Jie-
n0BU of1 V), ca yoOu4yajeHOM UHTEPIIPETALNjOM €,y OMHApHE pelaljcKe KOHCTAHTE.

Jlema 2.7.2. Ilpeiniiociiasgumo ga je Ay = (M A, €p,...) u By = (N; B, ey, ...) u Ay € By
Vkonuxo je MU A tupanszuiiusan y 'V, onga je Ant Cend Bo.

Hoxka3. Kopucrehu nepununnujy 2.6.1, ykonuko je a € A, oHza je de,, = a = de, Oynyhu naa je
M UA Ttpan3utuBan y V. [

Oga yiema Takohe Baku u 3a By = Vy, jenuno mro Vi HHUje mpaBa cTpykrypa. Cse y
CBEMY, MOXKE Ce 3aKJbYUUTH Ja A npenukat u X onepanuje y KPU umajy UCTO 3HaYCHE Y CBUM
JIONYCTUBUM CKYIIOBHUMa, Ka0 OHO Koje uMajy y Vy.

IMocmatpajmo nse onepanuje 7TC u P (mapTutuBaH ckyn) u gonyctus ckyn A = (M; A, €, P)
KOjH 3310BOJbaBa akCHOMY MapTHTHBHOT ckyma VxVy (x € P(y) «— (S(x)Ax C y)), tae S(x)
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nojjpasymeBa ,,x je cKym’’, kao y Tabenu 2.2. HapaBHo, cana je L* = L(€, B...), tae je P yHapHU
oreparujcku cuM6om. 3a garo a € A, uzpasu TC(a) u P(a) mory umaru 1Be Moryhe uHTep-
nperanuje. 3a TC mocroje ckynoBu by u by, A |= TC(a) = by u Vo = TC(a) = by, THe je
A=(M;A,€). 3a P iocToje CKYIOBH Cy, €] Tako 1a je A= P(a)=co u Vo |= P(a) = c;. Kaxko je
A Ceng Ve 1 TC je X onepanuja, umahemo aa je Vy = TC(a) = by Taxo aa je by = b,. Ilpema
ToMe, by je 3arcTa IPaBo TPAH3UTHBHO 3aTBOPEHE O a TaKo Ja je by = ﬂ{b | Tran(b), a C b}.
3a P oBo Hehe Baxkutu. Kaxo je x €y A, nedunadbuino, umahemo 11a je ¢o C ¢; U HULITA BUILIE
oJ1 Tora. 3ampaBo, ¢y he OUTH paBH MOJCKYT O PABOT MAPTUTUBHOT CKyTa € CKyTa a.

HMepununmja 2.7.3. Hucr ckyny V), je ckyn a TakaB ja je sp(a) =0, 1j. TC(a)NM =0. (Ha
MIpUMeEp, OPAMHAIIN CY YUCTH CKYTOBH). YUCT JOMYCTUB CKYII j€ IOIMYCTUB CKYII KOjU j€ MOJIEIN
teopuje KP, 6uhe o3Hauen ca A=(A,€,...).

Teopema 2.7.4. Axo je Ay = (M AE,...) gouyciuus ckyii u Ay = {a € A| a je uuciti ckyu}, wiaga
Jje Ag uuciu goilyciuug cKyu, i38. Yucid geo ckyia M.

Joxa3. Ha ocHoBy sieme 2.7.2 umaMo 1a je Ag Cend Ant Cend Vavr. 300r ancomyTHOCTH Sp(a ) nMa
UCTO 3HaUeHE y Ay kKao u 'y V. [Tokazahemo na Baxku akcuoma A, KOJEKIIMje, OCTAIU CIIyda-
JEBH ce MOTY jeTHOCTaBHHje ToKa3zaTH. [IpeTnocraBumo aa je a,b € A, u HeKka Ay 33JI0BOJbaBa
Vxe€a dy p(x,y,b), tne je ¢ Ay hopmyna. Axo je ¢(x,y,b) TadHo y Ay, Takohe je TayHO U
y Ay Ha OCHOBY aIlCOIYTHOCTH, Tako jaa Ay 3amoBosbaBa: Vx €a Jy (sp(y) = 0A p(x,y,b)).
[Tpumenom X konekmuje y Ay, 100ujaMo ¢ € Ay Tako aa je

(1) Vxeadyec(sp(y)=0Ap(x,y,b)) wu
) VyecIxea(sp(y)=0A¢(x,y,b)).

U3 (2) cnenu na je sp(c) = 0 6ynyhu na je sp(c) = J{sp(y) | y € ¢}, na je tama u ¢ € A,.
Kaxo je (1) Ay popmyna ca mapamerpuma y Ay, TadHa y Ayg, OHAA j€ OHA TauHA y Ag. [

Jepununmja 2.7.5. OpauHan I0MMyCTUBOT CKyNa y o3HaM 0(Ay), je HajMamu OpAMHAI KOjU
Huje y Ay. OpIauHAI @ je TOmyCTHB YKOJIUKO je & = o(Ay() 3a Heko M 1 HEKH JOMYCTHUB CKYII
Ayi. OpmuHan a je M-I0IyCTHB YKOHKO je @ = 0(Ay) 3a Heku Ay koju je gomyctuB Hag M (y
cmuciy nedpununmje 2.7.1).

Mocaennua 2.7.6. Opaunan o je 10MyCTUB aKKO & = 0(Ap) 32 HEKH YHCT JOITYCTUB CKYII.

Joxka3. Axo je a@ = o(Ay) u Ay je nomyctus, oHIa je a = 0(Ap), TIe je Ay YUCT Ae0 cKymna
Ay ]

VY cnenehem onesbky hemo BUIETH A2 je OpAMHAN w JIoMycTuB. W3 mpeacraBibeHe Op-
JMHAJHE apuUTMETHKE JI0 Caja, 3aKJbydyje ce Jla ako je a JIOMyCTHB, OHJA je Q 3aTBOPEH 3a
orepaiiyje HacJleJHUK OpJuHal, cabupame, MHOKEHE, CTEIICHOBAKE U CIIMYHE (DyHKIHUje Op-
nuHanHe aputMmetuke. [Ipema Tome, HajMamH TOMYCTUB OpJAUHA @ > w Behu je o w+w, w - w,
w?, w*,..., €,... Takohe, NOMyCTUB OpIMHAI j& YBEK T'PAaHUYAH U jEHAK j& CKYITy CBUX OpJIU-
HaJla KOjH Cy eJIeMEeHTH OJiroBapajyher JomycTUBOT CKyIa.

Hepununmja 2.7.7. Heka je A = Ay = (MG A, g,...). OGjekar x je y A yKouko je x e MUA u
03Ha4aBa ce ca x € A. Penanuja Ha A je penanmja Ha ckyny M UA. Penanuja S ny>xuHe n Ha A
je X1 Ha A YKOJIMKO ITOCTOjH X1 (opMylia ¢ Tako Ja je

(1) S(x1,...,x,) akko ARE@[xy,...,x,] 3acBe Xi,...,X,E€A.
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Penamumja S je I1; Ha A axo (1) Baxu 3a Heky I1; dopmyny ¢ u S je A; Ha A YKOJIHKO je U
¥, ull; na A. @ynknuja F Ha A je QyHKIMja YMjU je TOMEH NoacKyn of (M U A)" 3a HeKo n, a
CKYTI BpeJHOCTH je moackyn ox M UA. Pehu hemo na je F 3, Ha A YKOJHKO je BeH rpaduk >,
Ha A.

Cras 2.7.8. Heka je A nomyctus cKyI.
(1) Axko a €A, oHna a je A, Ha A,
(i1)) Axo x €A, onna {x}je A; Ha A,
(ii1) X, penanuje Ha A cy 3aTtBopeHe 3a A,V,Ix € a,Vx € a,3x.

2.8. XepeauTapHO KOHAYHH CKYNOBH

Ckyn a € Vy je xepeauTapHo KoHauaH ykoiuko je TC(a) koHa4yaH.
Hexka je HF;(0)=0; HFy(n+1)= ckyn cBUX KOHAYHUX TOJCKynoBa ckyna M U H Fy(n);

Teopema 2.8.1. HEy je najmarou goiiyciiue cxyi nag M. Ilpeyusnuje, nexa je L = L(€,...) u
nexa HFy=(M;HFEy,€,...) byge L*-ciupykiypa.

(i) HBEy je goiiyciuug ckyii.

(ii) Axo je Ay =(M; A, €,...) gouyciuus, onga je HEy C Ay.

Joxka3. MaaykuujoM 1o n jako ce nokasyje (i) Oymyhu ma A mopa OMTH 3aTBOpEH 3a map u
yaujy. Jdokaxumo na je HBy nomyctus ckyn. Kako je HEy Tpan3utuBaH y Vy(, akCHOME €K-
CTEH3UOHAJIHOCTU U PETYIapHOCTH Cy 3a/10BosbeHe. Takole je u cBaku H Fy(n) TpaH3UTHBaH.
VYxomuko x,y € HFy(n), onna {x,y} € HFy(n+ 1), Tako 1a je 3a10BOJbeHa akcHoMa napa. AKo
je a € HBy(n), onna je Ua KoHa4HU monickyn o H By(n) Tako na je enement on HFy(n + 1),
TaKo J1a j€ 3aJI0BOJbEHA U aKCUoMa yHHje. YKoiHko je a € b € HFy(n), tana je a € HBy(n) Oy-
nyhu 1a je moACKyIT KOHAYHOT CKYIIa KOHa4YaH, OTY/Ia je 3a/I0BOJbCHA ITyHa cernapaliyja, ra mpema
ToMe U A, cenapanyja. CauuHO BaXH U MyHa KOJNeKlUja, jep ako a € HFy u uMa, perumo, k
eleMeHarta ), ..., Yk, ¥ 32 CBaKU OJf OBHX y; MOCTOJU HEKHU X; TaKo Aa ¢ (Xx;,);) BaXHu, OHAA CE
CBH X1,..., X TI0jaBJbYjy Y HeKoM H Fy(n), na je, mpema tome, {x1,...,xx} € HBy(n +1). ]

Mocaexuna 2.8.2. Hajmamu nomyctus ckyn je HF = {a €V | a je yuct xepeauTapHO KOHa4aH
ckyn}. HajMamu 1omycTuB OpIMHAT je .

Hoxka3. HF je uuct neo 6miio xor HBy u o(HF) = w. ]

JomyctuB ckyn HF oaroBapa KJIacHYHO] TEOPUJH W3PAUYyHJbUBOCTH, IITO j& TMpeacTa-
BJbEHO ciieiehoM TeopeMoMm.

Teopema 2.8.3. Hexa je S penayuja nHa ckyily upupognux 6pojesa.
(i) S je pexypzusro nabpojug axko S je > na HF.
(ii) S je pexypsuean axko S je A na HF.

Hoka3. (=) IIpumehyje ce na (1) umrumnumpa (ii) Oyayhu na je S pekyp3uBaH akko cy S 1 =S
pekyp3uBHO HaOpojuBu npenukatu. Hajnpe hemo pokazaru (=) nena nox (i) jep he Ham mo-
CITY»KUTH 3a JJOKa3uBame ofroBapajyher nena mox (i). JloBosbHO he OuTH 1@ MoKa)keMo J1a cBaka
peKyp3UBHA ToTaIHA (PYHKIIMja Ha LIeJIUM OpojeBuMa f, Moxe OUTH MPOIIMpPEHa 10 X, PyHKIH]je
f Ha HF cnenehom nedpummmmjom: f(x)= f(x),3ax € wu f(x)=0,3ax ¢ w. JJa 6ucMo 0Bo J10-
KasaJli 3a CBE pEKyp3uBHE QyHKIIM]je KopucTuhemo 1epUHUIN]y Kilace peKyp3UBHUX (yHKIIH]a
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2. Jlotiyciuusu cxyiiogu

Kao HajMame KJlace Koja caJp>Ku OCHOBHE TOTalHe (YyHKIIHje U 3aTBOPEHA je 3a HeKe orepaluje
Koje o7l ToTaNHuX (PyHKIHja ,,ipaBe” ToTalHe QyHKIH]E.

[TocToje pa3TuuuTH NPUCTYITU TEOPHU)U U3PAUyHIBUBOCTH, U 300T HajJIAKIIET JOKa3UBamba
nzabpad je lllendungos npuctyn gar y [51]. Knaca (ToTtanHux) pekyp3uBHUX (QyHKLHUja je
HajMama Kjaca Koja caipxu +,-, K. (kapakrepuctudna QyHkmuja penamuje <), F(xi,...,X,) =
X; (Mpojexiuje), 3aTBOPEHA je 3a KOMIO3UIN]Y B U-omepannjy (ako je G pekyp3uBHa QyHKIH]a
takBa jaa Viidm|[G(7i,m) = 0] u 3a cBe 71, F(i7) = um|[G(ii,m) = 0], HajMame m 3a Koje je
G(7i,m) =0, ouna je F pexyp3uBHa). Beh umamo nedunucane ¥; omnepanuje + u - Kao u A
penamjy a < 3 (Bumetu tabeny 2.2). Kommosunwmja ToTamHux X; QyHKIH]jA je TOTaaHA X
(dbyHKIM]ja, 3aTO HAM MpeocTaje JAa JOKakeMo Jia je Kiaca pyHKUHMja f Koje umajy oarosapajyhy
>, dyHKumjy f, 3aTBOpEHa y OHOCY Ha -oneparop. IIpernocraBumo aa je Vi Im (G(ii,m) =
0), na je G pexypsuBHa u na je G ¥ Ha HF 1o MHIYKIMjCKOj IPETNIOCTABIM U 1a je F(77) =
um[G(7t, m)=0]. Taga, F(X)=y akko HeKo X; HHje IIPHPOIaH 6poj ¥ y = 0; MK CBAKO X; U ¥
cy npupoaau 6pojeBu U G(X,y)=0u Vz <yIn[n#0AG(X,z)=n].

Kaxo je G X;, oBO je X ma je mpeMa ToMe U X;. 3aKJbydyjeMo Jia je CBaka PeKyp3UBHA
GbyHKIMja 1 IpeauKkaT Ha w, A; Ha HF. Kako cBaku peKyp3uBHO HAOpOjUBH IpeauKkar S(X)
MOXKe OWTH TpesicTaBibeH y oOnuky dn R(X, n), tae je R pexyp3uBaH (CTaHIApIHU Pe3yJiTar
U3 TeOpHje U3PauyHJbUBOCTH), JOOMjaMo /1a je CBaKM PEKYp3UBHO HAOPOjUBH MpEAUKaT X, Ha
HF. O]

Jla 6ucmo nokazanu ApyTru cMep, moTpeOHa HaMm je ciencha nema.

Jlema 2.8.4. Ilocwioju ¢hynxkyuja e: w — HF ca cregehum ocoounama:
(i) e je bujexyuja,
(ii) e je X1 na HF,
(iii) n =e(m) je pexyp3usna perayuja enemenaiia m u n,
(iv) 3a 6uno kojy Ag popmyny p(x1,...,xx), perayuja (HE €) = ¢ (e(n1), ..., e(ny)) eremenaiiia
niy,..., N je peKyP3uUsHa.

Hoxa3. JlebuHummmo npecivkaBame e Ha cliefichn HauuH:

e(0)=0

e(1)=1{e(0)} = {0} (1=2%
e(2)={e(1)} (2=2"
e(5)=1{e(2),e(0)} (5=22+2%

e(2M 42" ... 42" ) ={e(ny),...,e(ng)} (ny>n,>-->ng).

Kopumrhena je 6unapna excriansuja 6poja n u e(n) je JeUHUCAHO 3a CBaKoO 1 moMohy
> pexyp3uje. Kaxo je rpadux ¢pynkuuje e ¥ Ha HF, onna je on u X; Ha HF. Wuaykuujom
Ce JeHOCTaBHO IMOKa3yje Ja je MpeciukaBame e Oujexnuja. Ykomuko je e(k) = n, tanma je
e(k+2%)=n+1, onakie ce nobwuja (iii). Kaxo je e(n) € e(m) akko n je eKCIIOHEHT Y GUHAPHO]
ekcransuju 2% +--- + 2K Gpoja m, 3akipydyjemo na (iv) Baxku Kaja je ¢ obnuka x € y. UH-
TYKIIAJOM TI0 CIIOKEHOCTH A, dopmyina U Kopuctehn ocoOrHe peKyp3uBHHUX MPEIUKATa, JaKo
ce JIokasyje 1a Baxu (1v) ¥ y OCTalIUM CITydajeBUMa. ]
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2. Jlotiyciuusu cxyiiogu

oxkas meopeme 2.8.3. (<) IlpernocraBumo aa je S > Ha HF u peuumo na je S(n) akko HF =
dy p(n,y), tae je ¢ Hexka Ay popmyna. Tana je S(n) akko IkIm [e(k) = n A p(e(k), e(m))].
Jleo y 3arpajam je peKyp3uBaH Ha OCHOBY IPETXOJHE JIEME, I1a j€ 3aT0 S peKyp3uBHO HAOPOjUB.
(Cnyuaj kazma S ©Ma BHIIIE OJ1 JETHOT apTyMEHTA Ce J0Ka3yje CIUYIHO). [

Ha ocHOBY 110 cajia M3JI0KEHOT MOXE C€ JTOKa3aTH J1a BayKu:
— HBy € Vyi(w), HBy = Vy(w) akko M je KoHauaH.
— AKo je A guct gonyctuB ckyn u A #HF, onna w € A.
— AKo je Ay mommycTuB U 0(Ay) = w, oHaa je HF guct neo ox Ay,.
— HF je A, moackym OMII0 KOT JOIMYCTHBOT CKYTIA.
— Axo je X ¥; Ha HF, onza je X X1 Ha CBaKOM JIOITyCTHBOM CKYITY.
Enementu ckyna HFF 5 cy 6unu cBu OHUM CKynOBHU U3 Yy UHje j€ TPAH3UTUBHUO 3aTBOPEH-E
KoHauaH ckyn. C TUM y Be3H, aKo je k Ouso koju OeckoHa4aH KapAUHAIHH Opoj, 1eDUHUIIUMO

H(k)y ={a €V | TC(a) nma kapIUHATHOCT Mamy on k}.

3axspyuyjemo na je H(w)y = HEy. Ykomuko je M mpasan, nucahemo H(k) 3a H(k)y.
Axo je k perynapan xkapaunai, H(k)ys ce MOXXe IIpeICTaBUTH jeIHAYMHAMA!
G(0)=0;
Gla+1)={a S MUG(a)|card(a) < k};
G(A)= U G(a), ako je A TpaHUYHU OpPAMHAT;

a<i

H(k)y =|_JG(a)= ] G(a).

a<k

Teopema 2.8.5. 3a ceaxu deckonaunu xapgunan k, ckyiu H(k)y = (M; H(k)y, €) je gouyciius.
Houyciius je nag M axko je k > card(M).

Opn moce6HoOr 3Hayaja 3a Hall Jasbu paj he 6utu ckyn H(w,) xoju he npyraduje Outu
obenexen ca HC, omaocHO H(w1 )y, YKOIHKO je M Hempas3Ho.
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3. Mpedpojusu pparmeHTH HHPHHHUTAPHE NOTHKE Lo,

Mertareopuja Ha K0joj he OuTH 3acHOBaHO HM3arame y 0BoM morasiby je KPU Teopuja
ckymnoBa. buhe yBenena nnpuHUTapHA JOTUKA Ly, KAO U HBEHH NPEOPOjUBH (pparMeHTH unje
he ocoOune OuTH nznoxene (Buaetu [4]). Jeana ox Tux ocoduna je u bapBaj30B cTaB KOMITaKT-
HOCTH 3a TipebpojuBe Pparmente (Teopema 3.4.6), urja he jeaHa ox mpuMeHa OUTH U TEXHUKA
Cpenmer MoJiena, Koja je IeTaJbHO ONUCaHa y HapeIHOM IOTIIaBJbY.

3.1. ®opman13oBawe CHHTaKCe H cemaHnTHKe y KPU TeopHuju

Y npeTxoIHOM NOTIIaBiby Cy (hopMaIM30BaHN HEKU O/ OCHOBHMX MaTeMaTHYKUX TI0JMOBA,
Kao mTo Cy ,,QyHKIMja”, ,,ipupoaan 0poj”, ,,opauHanr” uta. Cana je Hall 1UJb U3rpajiba JIo-
ruukor cucrema paaehu y KPU teopuju u Hajupe hemo dopmann3oBaTi ojMoBe Kao IITO CY
,»J€3UK”, ,,CTPyKTYpa”, ,,(hopmyna”.

[IpernocraBumo Hajupe na cy mel)y aTOMUYHUM NpenuKaTumMa Mertajesuka Lf, cienehu
TIPEINKATH:

penamujcku cuMOoIt (x), byHKIIMjCKH cuMO0IT (x),
CHMOO0JI KOHCTaHTe (X), MIPOMEHJbHBA (X).

Mely onepanujckum cuMOoIMMa MeTaje3nka [* ce Hajase JBe yYHapHE olepalyje var u
ar. Kopuctuhemo p, p1, p2,... 32 03HaUaBambe 00jeKara X KOju 3aJ0BOJbaBajy pelallijCKU CUM-
60x1 (x). Cmuuno h, hy, h,,... 3a yHKIHjcke cumOoNe u ¢,cy,d,... 32 CHMOOJIE KOHCTaHTH.
Takohe hemo mpernocraBuTH 1a cy Mely cuMOoiaMMa KOHCTaHTU MeTaje3uka [f u cumbonu
- A, V,V,3,=. [lpernocraBuhemo, 3atum, cienehe akcuome 3a CHUHTAKCy:

(1) Akcruoma Koja TBpAM JAa Cy Kiace MPOMEHJbUBMX, (PYHKLHJCKMX CHMOOJa, peslalyjCcKux
cuMOoria 1 cuMO0JIa KOHCTaHTH, TUCJYHKTHE U J1a HU jeaH of cuMmbona —,A,V,V,3,= He
MpHUIaaa HA JeTHO] O] OBUX KJjlaca.

(2) Axcuoma 3a IpOMEHJBHBE, TIIE J€ U, y CTBapu var(a), o # B = v, # Vg, NIPOMEHIbUBA
(x)=dalx=v,).

(3) Akcuoma 3a ar, Koja Jjaje Ty>KuHy WM ,,apHOCT peJalujcKuX U QYHKIM]CKUX CUMOOIa.

Ckyn L je je3uK YKOJIUKO je L CKym peranujckux, GYHKIUjCKIX U CUMOO0JIa KOHCTAHTH.
[Ipenukaru ,,t je TepM” U ,,t je TepM je3uka L” cy nedbuHucanu pekypsujom Ha TC(t):

Hepununmja 3.1.1. ¢ je TepMm (je3uka L) akko je ¢t MpOMEHIbHUBA WM CUMOOJI KOHCTaHTe (je3uKa
L), unu je t = (h,y), rae je h yHkuujcku cumbon (jesuka L), ¥ = (J1,...,Yar(n)) U CBAKU J; j€
TepM (je3uka L).

Ha ocHoBy Teopeme 2.4.4 MOXe ce 3aKJbYUUTH Ja Cy Ae(UHUCAHH PEAUKATH yCTBApU A

MPEAUKATH.

JMepununmja 3.1.2. Atomununa popmyna (jezuka L) je CKyT Koju UMa jeaaH of cienehux obnumka:
(1) (= t1,tn) TOe cy 1y, t, Tepmu (jesuka L); y o3Haww (1), = 1) wiu (4 =1;).
(1) (p,t,...,t,) TOC je p penanyjcku cumbon (jesuka L), n =ar(p) u ty,...,t, cy TepMH (je-
3uka L); y o3Hatm p(t,...,t,)3a (0, t1,...,tn).
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3. Ilpebpojusu ppaimenitiu ungunuiiapte a10iuxe Loy,

HMedpunnumja 3.1.3. Ckyn ¢ je koHauHa Gopmyna (je3uka L) akko:
¢ je aromuuHa opmyna (jesuka L), uiu
¢ je (4,y) m ) je xoHauna dopmyna (jesuka L), nin
¢ je (A, 0 unu (v, {y, 0}) tae cy Y, 6 xonaune ¢popmyne (jesuka L), wiu
¢ je(d,v,y) unu (V, v, p) rue je v npoMeHsbUBa U Y je koHauHa popmyna (je3uka L).

[Mucahemo ) 3a (=, ), Y AQ 3a (A, {y,0}) u dvy 3a (3, v,v). CBu HaBeneHU PEIUKATH
cy neuHUCaHU PEKYypP3UBHO U NPEACTaBIbajy A IpeanKare.

V umby Gpopmuparma ckynosa oonuka a = | J b, rae je b, neGpuHucaHo peKyp3ujoM 1o
n<w
n, reopuju KPU nomahemo akcnomy 6eckonaunoctu: dJa Lim(a), rae je Lim(a) nedunucano

Kao y Tabenu 2.2 U3 MPEeTXOTHOT MorjiaBjba. AKCHoMa O6€CKOHAYHOCTH 00e30elyyje er3sucTeHIn]y
OeCKOHAUHUX OpJIMHANIA ¥ KOpUCTHheMO cMMOOIT w 3a TIPBU TPAHUYHU OPJIUHAIL.

Cras 3.1.4. Ykonuko akcuoMa O€CKOHaAYHOCTH BaXKH, OHJA 3a OWJIO KOjH je3UK L MOCTOjU CKyTI

L, =1{¢ | ¢ je xoHauHa ¢opmyna je3nka L ca MpOMEHJbUBUM OONIHKA V), N < w}.

Joxa3s. [Toxazahemo naje Term = {f | ¢ je Tepm je3uka L y KOMe je cCBaka IPOMEHJbUBA 00JIMKA
Vn, N < w} ckyn. Hdebunumumo Term(0) = {c € L | ¢ je cumboa koHcTaHTe} U {var(n) | n <
w}, Term(n +1) = {(h, t1,...,tx) € L | h € L, h je pynkuujcku cumbomn, k = ar(h), t,...,t; €
Term(n)} U Term(n), uanykiujom o n. Taga je Term = U Term(n). CnudHO ce mokasyje 1a
jeu L, CKyIL e u
Nedpunnumja 3.1.5. Cxyn ¢ je unpunuTapHa GopMysa YKOIUKO BaXH jeJjaH of cienehux uc-
Kaza:

(¢ je koHauHa (opMmyia

¢ je 7, tae je Y undunuTapHa Gopmyna,

¢ je dvy umm Vv, tae je v npoMeHJbuBa U Y je MHPUHUTapHA GopmyIa,

@ je (A, @) umu @ je (V,®), rae je ¢ HempaszaH cKyll UHGUHUTApHUX HopmyIa.

[Tucahemo A® 3a (A, ®), omHOoCHO V® 3a (V,®). ITojam nnduaUTapHE PopMmysie HAL je3H-
KoM L ce nedunuie ananoryo. Jledpununmje cnodoaHe 1 Be3aHe MPOMEHIJbUBE C€ jeTHOCTAaBHO
Mory u3BecT. (3ameHa cio0oaHe TPOMEHIBHUBE TEPMOM ¢y hopMynu ¢, Mopa outu neduHu-
cana nomohy pexyp3uje Ha TC(p)). YoOuuajeHo, peueHuua je popMyna Koja HeMa CI000AHUX
MIPOMEHJBbUBHUX.

Ckyn nondopmyna popmyne ¢, y o3Hau sub(y), nepunucan je pexypsujom Ha TC(p),
Ha cneaehu HaYMH:

sub(p)={p}, aKo je ¢ atomMu4Ha opmyIa,
={p}Usub(y), aKo je ¢ obmuka ), vy umm Vv,
={p}u U sub(v), aKo je ¢ obmuka A® unu Vo.
Yed

[IpaBa nnpunuTapua popmyna je popmysa Koja IMa KOHAYHO MHOTO CJI000JTHUX TPOMEH-
spuBuXx. [lojam ,,ipaBa naHpuHUTapHA Popmymna” je A mojam, ¢ 003UPOM J1a BaXKH

@ jempaBa akko {v|v je cao0omHa MPOMEHIbUBA Y ¢} je KOHAuaH,

akko {a| v, je cinobonHo y ¢} je KoHayaH,
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3. Ilpebpojusu ppaimenitiu ungunuiiapte a10iuxe Loy,

¥ J1a ce MOJKe JIOKa3aTu Ja je MmojaM ,,a je KOHa4aH CKyl opAuHana” onucuB A ¢opmyiom. 3a
O3HaYaBame Kjace cBUX (MpaBux) MHGUHUTApHUX (hopMmyIa je3uka L, kopucutuhemo cumoon
Looy,-

Hepunnuuja 3.1.6. Crpykrypa M 3a jesuk L je map M = (M, f), rae hemo 3a f(x) mucaru xM,
TaKo J1a BaXKU:
(1) M je menpasaH CKyTI,
(i1) f je dynkuuja uuju je nomen dom(f) =L,
(iii) p € L ummmarmpa p™ je noxckym oq M),
(iv) h € L ummmnupa h™ je pyukuuja umju je nomen MM u panr je moackymn ox M,
(v) ako c € L, ouga cMe M.

OBo je takohe A mpemukar onq M u L. Banyamuja y M je dyHKIIMja S 9Mju je TOMEH
dom(s) koHauaH cKyn mpoMeHJbUBUX U Ing(s) € M. 3a naty ctpykrypy M je3uka L, Tepm ¢t
jesuka L v Banmyauujy s y M, riie cy npoMeHJbMBe U3 TepMa ¢ caapkane y dom(s), repunummmo
pexypsujom tM(s) BpennocT TepMa ¢ 'y M 3a Banyanmjy s:

™M(s)=c™", YKOJIMKO j€ ¢ CUMOOJ KOHCTAHTE C,
=s(v), YKOJIUKO j€ ¢ TIPOMEHJbUBA U,
=1"(t)Y(s),..., 52(s)), YKOJHKO je ¢ obnuka h(f, ..., Iy).

Ocraje na ce ¢popmanusyje nojam penanyje 3an0Bosbema M = ¢[s], roe je M cTpykrypa
jesuka L, ¢ dopmyna jesuka L u s je Balyaluja 3a ci10007He npoMeHsbuBe y . bynyhu na ne
MOCTOjJU CKYII CBUX IPOMEHJBUBUX, HE TOCTOJU HU CKYT CBUX Ballyalyja. 3aTo y3UMaMo X ofie-
pauujy G tako na3a 6uno koje L, M u ¢ € Loo,, G(M, p)={s|s je Bamyanuja y M ca dom(s)=

cioboaHe mpomensbuBe Gopmyne ¢}. JleduHummmo taja:

Sat (M, p)={s € GM, p) [ M= p[s]} pexypsujom na TC(y),
Sat (M, p(t1,..., tn) ={s € GOV, p(t1,..., tu) | (£(5), ..., 1) (s)) € p™},
Sat, (M, =) = {s € GOV, ~p) | s ¢ Sat, (M, )},
Sat; (M, A®) = {s € G(M,A®)| 3a cBaKO Y €D, § [pree—var(p)E Satr (M, @)},
Sat;(M,Jvp)={s € G(M,Jvy)| 3a neko x € M, s U{(v,x)} € Sat (M, p)},
aKo je v cI000AHO Y ¢,

= Sat (M, ¢), ako v HHUje cI000THO Y ¥.
3a L-ctpykrype M, popmyne ¢ jesuka L u Basyauuje s npenukat M = ¢[s] je nat ca:
ME@ls] aKkKo  $ [Free—var(p)€ Sat (M, ¢).
3a peuenurie ¢ umamo aa je M = ¢ ykomuko je mpasHa ¢pynknuja 0y Sat, (M, ¢). Kaxko je
Sat; (M, ) jenna ¥ onepaiiyja, Ha OCHOBY TeopeMe Y. peKyp3uje, 3akibyuyje ce aa je M = ¢ |s]
jenan A npeaukat o M, ¢, s ¥ je3uka L. YKOIMKO Cy c1000/1HEe TpoMeHIbUBE popmyiie ¢ Mehy

MPOMEHJBUBUM U1, ..., Uy, THcaheMo

ME=yplay,...,a,] 3a MEepls] taeje s={(v1,a1),...,(Vn,an)}
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3. Ilpebpojusu ppaimenitiu ungunuiiapte a10iuxe Loy,

3.2. CBOjCTBO KOH3HCTEHTHOCTH

CaMa TexHHKa KOHCTPYKIIHje Mojelia je Bpyio cimyHa KuciepoBoj KOHCTPYKIHju y [26].
C o063upom na hemo cBe pesynrare qokaszuparu y Teopuju KPU + Akcroma 6€CKOHAYHOCTH, T10-
CTOje MecTa y pafy kKoja he ce pa3nukoBaTH, Tj. Tpeda n3dehu kopuirheme akcuome NapTUTUBHOT
CKyIla M akCHOMe nu30opa.

Konexuuja nnpunurapaux ¢popmyna jesuka L HUKaJa HUjE CKYN H, KaKo je yoOu4yajeHo
paautu ca ckynom popmyna, umamo cienehy aepuHUIIH]Y.

Hepununmja 3.2.1. Heka je L jesuk. @parmeHT ox Lo, je ckyn L, nHGuHUTApHUX HOpMyIia
U IPOMEHJbUBHX, TAKO J1a je:

(1) cBaka koHa4Ha opmyna U3 L, jey La,

(i1) axo ¢ € L4, oH/1a cBaka moAQopMysa U IPOMEHJbHBA U3 ¢ je Y Ly,
(i11) akoje p(v)€ Ls u t je TepM je3uka L ca mpoMeHIJbUBUM U3 L4, oHMa je U ¢(f/v) Takohe y

LA, n

(iv) akocy @, Y, vy Ly, oHma cy u —@,~@,3ve,Yve, o Vi, o AY.

(Cumbon ~ je nedunamcaH Kao y [26], oBze je ymecto ¢— kopunrheHo ~ ¢ ; Takohe, ~ nma
eKCIUTULUTHY X AeUHULH]Y).

Heka je K jesuk u C = {c, | n < w} npedpojuBu cKyn cuMO0Ia KOHCTAHTH KOj€ CE€ HE Ha-
na3e y K. Heka je L= KU C QuxcupaHu je3uk 10 Kpaja oBOT ofesbka. Ako je K4 ¢hparMeHT on
Kww, ou1a octoju npupoaau pparmeHT Ly = K4(C) ont Lo, , K20 CKyT cBUX (opMyina o0mHuKa
¢(ciy,--.,Ciy) KOje Cy HacTaIe 3aMEHOM KOHAYHOT Opoja cOOOJHHUX MPOMEHJbUBUX KOHCTaH-
tama u3 C. Tepm ¢ u3 L, je OCHOBHHU YKOJIUKO je U3 ckyna C wuiu je obnuka h(c;y,...,ci,) 3a
heK,n c;-oBeus C.

Jepununmja 3.2.2. CBOjCTBO KOH3UCTEHTHOCTH 32 L, je CKyIl S CKYIIOBa § TakKo Ja je€ CBaKU
s €S ckyn peuenuna u3 L, u cienehe Baxxku 3a cBako s € S:
(Cp) 0€S;ak0 s Cs'CS,onna sUfpleS3acBako p €5’ ;
(C1) (ITlpaBuio KOH3UCTEHTHOCTH) AKO ¢ €S, OHAA 7Y &S ;
(C,) (—-mpaBuno) Axko ~p €s, o812 SU{~pl}leS;
(Cs) (A-mipaBuio) Ako A €s,ona3acee p €®, sUfpleS;
(C4) (V-nmpaBuino) Axo Vvy(v) € s, onna 3a cBako c € C, sU{p(c/v)}ES;
(Cs) (v-mpaBuio) Axko V@ € s, oHa 3a HeKoO @ €D, sU{pleS;
(Ce) (3-mpaBumno) Axo dvyp(v) € s, onaa3a Heko c € C, sU{p(c/v)} €S ;
(C7) (IlpaBmio jemnakoctn) Heka je t ocHoBHu TepM U3 Ly u ¢, d € C :
(1) Axko(c=d)es,onnasUf{(d=c)}eS;
(i) Axo ¢(t),(c=t)es,onnasU{p(c)es;
(i11)) 3anexko e C, sUfe=t}eS.

Jlema 3.2.3. Vkonuxo S 3agosomasa cee ycnoge uz iipewixogue gepunuyuje, uzyses ycnosa (Cy),
OHga UOCIIOJU HajMaFbe CB0JCIB0 KoH3ucileniiHocuu S', wako ga je SC S’

Hoxka3. lepunummmo f(0) =SU{0}, f(n+1)= f(n)U{sUuipl|se f(n)AIs’ € f(n)[s C

sSShpes’]y, §= U f(n). S’ je cBOJCTBO KOH3UCTEHTHOCTH U ako je S € S” u §” cBOjCTBO
n<w

KOH3HCTEHTHOCTH, OHJA je f(n) C S” UHIIyKIIUjOM TIO 71. O]

Jlema 3.2.4. Heka je S ceojcitieo konsuciieniunociu, s € S.

(i) ¢, (¢ = Y)ESs uminuyupa s U {ip} €S.
(ii) ¢ € C umitiuyupa s U{(c =c)} €S.
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3. Ilpebpojusu ppaimenitiu ungunuiiapte a10iuxe Loy,

(iii) c,d,ecC,(c=d)es,(d=e)es umiruyupa s U{(c =e)} €S.

Crpykrypa M je3uka L je KaHOHCKa CTPYKTypa YKOIHUKO je CBaku eneMeHT u3 M obnuka
cM 3a Hexko ¢ € C.

Teopema 3.2.5 (Ersucrennuja monena). Hexa je L, tipebpojusu ¢hpaimenini u nexa je S c8ojciiigo
Kou3uctuenmnociu 3a Ly. 3a ceaxo s € S tioctioju kanoucka cupykidypa M jezuka L wiaxo ga
je M mogen 3a s, wij 3a ceaxo ¢ € s, M= ¢.

Moxka3. Kaxo je L, npeOpojuB, MOkeMO HaOpPOJUTH CBE pedeHULe U3 La: ©o, P1,---» Pny-.. (B <
), Ka0 U TepME KOjH Ce€ TMOjaBbY]y Y La: to, t1,...,tn,... (n < w). KoHcTpyucahemo uHu3 sy C
s - C s, C--- enemeHara ckyna S Ha cienehu HaunH. Heka je sy Heko (ukcupaHo s 3a
KOje KOHCTPYHUIIEeMO Mojel. 3a aato s, aedunucahemo s, JA0laBameM jellHe, 1B W TpU
peuenuie u3 L,.
Kopak 1. Hanasumo npsu cumboin koHcTaHTe ¢ € C, y JUCTH TEPMOBa, TakKo JAa je S, U {c =
t,$ €S, nnekaje s, =s,U{c=1,}.
Kopak 2. VYxonuxko s/ U{p,} ¢S, Heka je 41 = §/, a yKoIuKo je s’ U{p,} €S, onya Heka je
S Z =S :z U {Spn}
Cazma mocroje Tpu pazIuuuTa ciydaja koje hemo HaBecTu.
Kopak 3. YKosuKo ¢, He Mouumbe CUMOOIIOM 3 Wit V, HEKA J€ Sp41 = S
Kopak 4. Axo je g, obnuka v, oHAa Hana3uMo MpBo ¢ € C y Apyroj JUCTH Tako Ja, Ha
ocHoBy (Ce), s7U{y(c/v)} €S u HEKa j€ S,y YIPABO OBAj EJIEMEHT CKyIa S.
Kopak 5. Vkonuko je ¢, obnuka V&, kopucrehu (Cs) Hanmazumo npBy ¢ € ® u3 npse jaucTe
Tako 1a je s/ U{y} €S u HeKa je $,41 =7 U {Y}.
Hexka je s, = |J s,. Ocrarak nokasa je uctu kao y [26]. JedhuHumemo penanyjy eKsu-

n<w

BaneHnyje Ha C: ¢ ~ d akko (c = d) € s, u HeKa je M = {c/~ | ¢ € C}. Ha ocnony (C;),
ako ¢(cy,...,€,) € Sy U C; ~ d;, oHna je u ¢(dy,...,d,) € s,. C TuM y Be3Hu, peiauujcke u
(dbyHKIIMjcKe cMMOO0JIe MHTEPIIPETHpaMO Ha cliefiehr HauuH:
((:1/%...,0,1/%)610M akko pP(C1,...,Cpn) € Su»
W(¢1 /..., Cn/~) je d/~ yxomuko je (h(cy,...,cn)=d)E 5.
Nupykuujom mo cioxeHocT hopmyna u3 Ly, jeTHOCTaBHO ce mokaszyje aa je M = ¢ 3a
CBAKO ¥ € S,,. 0

Teopema 3.2.6. Hexa cy Ly u S xao y iipeiixognoj ineopemu. Ako je T ckyii peuenuya u3 Ly
warxo ga s €S, ¢ € T umnnuyupa s U{p} € S, onga 3a 6uno xkoje s €S, TU S uma KaHOHCKU
Mogenn.

Hoxka3. Hekaje S’ ={TUs | s € S}. Ckyn S’ he 3anoBossuta yciose (C;)—(C;) Tako 1a IpUMEeHOM
neme 3.2.3 noOujaMo cBOjCTBO KOH3UCTEHTHOCTH S” 2 §’. TIpumMeHoM Teopeme O er3sucTeHLnju
mozena Ha (T Us) € S” nobujamMo TpakeHH KAaHOHCKH MOJIEI. O

3.3. Teopema cnabe KomnieTHOCTH 3a npedpojuBe pparmeHTe

Hexa je L, ¢pparmMeHT on1 Lo,. Peuennna ¢ ¢pparmenta L, je BajbaHa, y O3HAIM = @, aKo
je M [= ¢ 3a cBaky ctpykrypy M jesuka L. L{ub Ham je ma qokaxxeMo yoOudajeHy Teopemy
KOMITJIETHOCTH TaKo 1ITo hemMo Ja ToKakeMo

E¢ akko JP[P je moka3 ¢].
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3. Ilpebpojusu ppaimenitiu ungunuiiapte a10iuxe Loy,

3a onpehenu mojam ,,i0kaza”, KOju 3a caja HUje eKCIUTMIUTHO neduHucaH. Y oBoM onesbKy he
OWTH HATPaBJbEH MPBH KOPAK IO OBOT pe3yliTaTa.

JMepununmja 3.3.1. Heka je L, ¢pparment ox L. Ckyn I" popmyna u3 L4 je CBOjCTBO BaJbaHOCTH

3a L, yxommko I” canpxu:

(A1) cBe M3BOMIE U3 TAyTOJIOTHja UCKA3HE JIOTHKE,

(A2) (@) = (~ ),

(A3) A& - p,ak0 p€d,

(A4) Vo =Vq,

(As) Va=vp—Vp="UVa,

(Ag) Yvo(v)— @(t/v), t je 6uio koju Tepm cnoboman3a vy ¢(v),

(A7) p(v)Av=t—(t/v), t je OuI0 KOjU TepM ciobomaH 3a vy ¢(v),

3aTBOpEH je 3a crneaeha npaBuia usBohema:

(Ry1) (Modus Ponens) akocy ¢ u(p —y)yl, onnajeu y;

(Ry) (I'emepanmzanmja) ako (¢ — P (v))jey I u v Huje cnobonHO y ¢, oHAA je u (¢ — Yvy(v))
yI;

(R3) (Konjynkuuja) ako je Al € Ly u (3 — @) jeyI 3acBako ¢ €@, onnaje (Y - A®)y I,

U HE caJpKu ¢ A 3a OUio kojy dpopmyny ¢ u3 L.

Ipumep 3.3.2. (i) Hekaje M cTpykrypa3a L uHeka je Iy ckyn cBux popmyna @ (vy,...,v,) €
L, tako na je M =Vuy,...,v,0(vy,...,V,). Iy je ckynn HAa OCHOBY A, onepalyje, 1 Huje
TEIIKO BUICTH Ja je [’ CBOjCTBO BaJbaHOCTH.

(i) Axo je X ckym cBojcTaBa BasbaHOCTH, oH/a je NX =N{I"|T" € X} cBOjcTBO BasbaHOCTH.

®dukcupajMo 10 Kpaja OBOT ofieJbka (pparMeHT L4, CKyn HOBUX cuMOosia KoHcTaHTu C =
fchn | n < w}mmueka je K= LUC u Ky = Ly(C) npupoguu ¢pparMeHT oa Ky, TPUAPYKECH
¢parmenty La: ¢ € K4 aKkko MocToju Y € L, Tako Ja je ¢ HacTajga U3 Y 3aMEHOM HEKHX
CII000IHUX MPOMEHJBUBUX CUMOOJIMMA KOHCTAHTH, Tj. ¢ = Y(ci,/Viy,...,Ci/Vi). 3a ¢ hemo
pehu 1a je u3Boa c1000AHOM 3aMEHOM U3 1.

Cras 3.3.3. Heka je Iy cBojcTBO BashaHOCTH 3a L4 ¥ HEKa je I CKyTl CBUX M3BO/Ia CIIOOOIHOM 3a-
MeHOM u3 dopmyna ckyna I'y. Ykomuko je S ={s | s je koHauaH ckyn Ky-pedenuna, (—As) &1,
OHJIA je:

(i) Sje cBOjCTBO KOH3MCTEHTHOCTH 32 Kjy,

(i1) axoje p €T', s €S, onna sU{p}eS.

Jepunnumja 3.3.4. Peuennna ¢ u3 L, je Teopema of L, YKOJIHUKO j€ ¢ y CBAKOM CBOJCTBY
BasbaHoCTH " pparmenTa L.

[Tpenuxkar ,,p je Teopema ¢pparmenta L,” je I1; y KPU u 3aT0 HE MOXkeMO J1a TBPJUMO Ja
IIOCTOjU CKYII CBHX Teopema o1l L.

Teopema 3.3.5 (Cnaba xommnetHoct). Heka je L, ipebpojus ¢ppaimeniid. Peuenuya ¢ uz Ly je
8a/barna akko je iieopema u3 L.

Joxa3s. IlpernocraBumo 1a je ¢ Teopema pparmenta L,. Heka je M Onito koju Mojien 1 HeKa je
I\t cBOjCTBO BasbaHOCTH Kao y mpumepy 3.3.2 (i). Tana je ¢ €'y, ma je 3ato M |= ¢ . Ykonuko
(¢ HHUje Teopema, OHJla OCTOjU CBOJCTBO BajbaHOCTH Iy, Tako na je ¢ ¢ Iy. Heka I, 'y C T
u S Oyny kao y craBy 3.3.3. Tana {—¢} € S Ha ocHOBY zena (ii) UcTOT cTaBa U S je CBOjCTBO
KOH3MCTEHTHOCTH, TaKO J1a ¢ UMa MOJIEN, Ha OCHOBY TEOPEME O er3UCTEHIIMjU MOJeNa. ]
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3. Ilpebpojusu ppaimenitiu ungunuiiapte a10iuxe Loy,

Peu ,,cnaba” y Ha3MBy MpETXOJHE TEOpEME je KOopHIIheHa 3aTo IITO joll YBEK HEMaMoO
1ojam ,,ToKa3”, TaKo J1a BaXKH

E¢ akko JP[P je moka3 ¢].

3.4. KoMNneTHOCT H KOMNAKTHOCT 3a npedpojuBe AonycTuBe
¢dparmenTe

[lojam noxaza Hehe 6utu neguHKMCcaH HA yoOuWYajeH HAuWH, Ta4YHHj€ HEONXOJHA HaM je
neduHAIIja KOja 3a00M1a3u akcuoMmy nu30opa.

HMedpunnumja 3.4.1. Ypehen nap P je tHQUHUTAPHY TOKA3 aKKO BaXKH jeaH of cienaehux ycnosa:

(A))—~(A7) P=(n,9),1<n<7u p jeakcuoMa A, o L, u3 nepununuje 3.3.1.

(Ry) P=(f,y) rme je f dynkuuja, dom(f) = {0,1}, f(0) je unpuHUTApHU N0Ka3 Py, r1e je
npyra koopauHara o Py obnuka (¢ — ), u f(1) je uHGuHUTApHU 10Ka3 P, umja je npyra
KOOpAMHATA .

(R2) P= (B, (¢ — Vv (v,))) tae je Py nHOUHATAPHH J0Ka3 YHja je Apyra KoOpAnHATa 00IHrKa
(¢ = Y(vy)), THE Vy HUJE CHOOOAHA Y ¥

(R3) P=(f,(yy — A®)) rae je f pynkuuja ca nomenom ® tako na 3a cBako ¢ € ¢, f(p) je
Hempa3aH CKyl MHQHUHUTApHUX J0Ka3a, ¥ 3a cBaku Py € f(y), apyra koopauHara ox Py je
(Y —¢).

Jlakiie, yKonuko je P MHOUHUTAPHHM JI0Ka3 U (¢ je Ipyra KoopauHara y P, onza je P moka3

3a .

[Iperxonna nedunuimja Moxke OuTH Jara nomohy pekypsuje Ha TC(P) u 3aTo mojam Jo-

Kaza 3a GopMyiy ¢ UMaMo Kao A; npenukar, Tj. IP[P je "HQUHUTAPHU JI0Ka3 3a @] je X, mpe-

JIMKAT OJT .

[Tocmarpahemo cana yauepsym V), CBUX CKyIIOBa HajJ M, KOjH je 3alipaBO MOJIEN TEOPH]e

KPU, u nonycTB cKyn A = Ay KOjH Caip>Ku KOHCTaHTe A, V,—,3,V, = u npeaukare u GpyHKimje

(Vv,ar), u3 mpBOT OfieJbKa OBOT TOIVIaBJka, U KOJH 33J0BOJbaBa AKCUOME 3a CHHTAKCy. Y Hapel-

HOM TEKCTYy heMo MHTepIpeTHpaT pe3yinTare u3 MPBOT OfIeJbKa, Ka0 U MPETXOIHY JeHUHUITH]Y

nduaUTapHOT N0Ka3a y Mmoxenuma Ay u V. Kako cmo pagunm ca A; mojMoBUMA pe3yaTaTH y

Ayt 1 V), he Outn uctu 300T arcomyTHOCTH (BUIIETH ofiesbak 2.6). Ha mpumep, yKonmko je 3a

@ € Ay ,,p je uaduHUTapHA hopMysa” TauHO Yy Ay, Talla ¥ caMo Tajia je TadyHo U 'y Vyy.

Nepunnumja 3.4.2. (1) Axoje A=~Ay=(M,A,€,...) tonycTuB ¥ L je je3uK Koju je A} Ha A,

OHJIA je

Ly=1{p €A|p je unpunutapHa o Loy}
={p e A| A=y je unpunutapaa popmyna ox Loo,}
JOMYCTUB (PparMeHT of] Lo, AaT moMohy A.
(i1) Ykomuko P € A u P je uHUHUTAPHU J0Ka3, OHJA je P L,-1oKas.

Huje Temxo younTu aa je nonyctuB gpparMeHt L, 3aucta GpparMeHT y cMHUCTy AepuHU-
muje 3.2.1

Teopema 3.4.3. Heka je L, gouiyciiug ¢ppaimeniui og Loy, U nexa je @ peuenuya uz Ly. Cnegehu
VCILO8U CY eKBUBATICHITHIL:
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3. Ilpebpojusu ppaimenitiu ungunuiiapte a10iuxe Loy,

(i) P[P je L-goxa3s 3a ¢);
(ii) AP[P je ungpunuiiapnu goxas 3a ¢|;
(iii) @ je iieopema og Ly, wlj. ¢ je y ceakom c60jciigy amanociiiu 3a L.

Hoxka3. (i)=(ii) je ounrieaHo.

(ii)=(iii) Hexaje I cBojcTBO BasbaHOCTH 32 L. JEMHOCTABHO c€ 10KA3yje HHAYKIIN]OM
Ha TC(P) na axo je ,,P je noka3z 3a ¢, onna je ¢ € Oynyhu na I' cagpxu (A;)—(A7) u 3aTBOpeH
je 3a (Ri)—(Rs).

(iii)= (i) HoBosbHO je na mokaxkeMo na je ckyn I'={y € L, |IP € A (P je noka3 3a Y)}
CBOjCTBO BaJhaHOCTH 3a L,, omqHOCHO na I” canpxku (A;)—(A7) u 3atBopeH je 3a (R;)—~(R3). [IpBu
JIeO j€ OYMIIIE/IaH, 3aT0 JOKKUMO 3aTBOpeHOCT y ogHocy Ha (R;) u (R3), (R,) he Outu cnmuano
kao 3a (Ry).

(Ry) TIpermocraBumo aa p,(¢ — i) €l’. Tana, nocroje Py, P, € A Tako ga 2"Py = (p —
), 2MP, = ¢ (27 o3navaBa apyry koopauHary). Heka je f(0) = B, f(1) = Py, onna je P =
(f,y)eAu P je nokas 3a ), na je nmpema Tome Y €1

(Rs) Hekaje (y = A®)e Ly u (¢ — ¢) el 3acBe p €. [Ipema Tome, 3a cBako ¢ € ®
noctoju P € A Tako Jia Baxu ,,P je nokas 3a () — ¢)”. Ilpumenom jake ¥ 3ameHe y A 1o6ujamo
¢byukuujy f € A, dom(f)= &, Tako na je 3a cBako ¢ € d: f(p)# 0 u ako P € f(¢), onna je P
nokas 3a (Y — ¢). Taga (f,(yy — A®)) € A u 1o je noka3 3a (Y — A®), na je (Y — AD) y ckymy
I. O

Mocaeauna 3.4.4. Heka je L, nomyctuB hparmenT. Tana je ckyn TeopeMa pparmenta L, jenan
>’ MOJICKYT o1 A.

Joxka3. Tpaxena X, ¢popmyna je AP [P je nokas 3a @]. U
Iocnenwy hopmyny hemo o3HauaBatu ca b .

Teopema 3.4.5 (bapBaj3oBa komiieTHOCT). Hexka je L, ilpedpojus goilycitius ¢ppaimenii. Taga
3a ceako ¢ € Ly umamo exeusanenyujy ciegehux ycnosa: (i) =, (ii) F, (iii) A 3agoso-
masa b . Ciioia je ckyii 6amanux pevenuya og Ly, X1 na A.

OBa TeopeMa je rnocieanna cirade KOMITIETHOCTH 32 PeOpOjUBE TOMYCTHBE (PparMeHTe U
Teopeme 3.4.3.

Teopema 3.4.6 (bapBajzoBa KOMIIAaKTHOCT). Heka je Ly tipedpojus gouiycitiug ppaimeriti 0g Looe,.
Hexka je T ckyii peuenuya uz Ly, koju je >y na A. Axo ceaxku Ty € T koju je enemeniu ckyila A
uma mogen, onga T uma mogen.

Hoxa3s. [Ipommpuhemo jesuk L no K = LU {c, | n < w} kao u obuuno, Bonehu pauyna na K
oyne A, Ha A. Heka je Ky = L(C) yobuvajen ¢parmeHt ox L, npuapyxeH jesuky K. IIpema
Tome, Ky je CKyIl CBUX peueHHIa U3 Ky, KOje Cy €IEMEHTH O/ A U MMajy caMO KOHAYHO MHOTO
cumbona koHcTaHTH ¢ ckyna C. Kopuctuhemo Teopemy ersucTeHirje Mojena, MpOuupeHy
Bep3ujy 3.2.6.

Hexka je S ckyr cBUX KOHAYHUX CKYTIOBa S pedeHnia u3 Ky, Tako na3zacako 1o C Tu T € A
Baku na ToUs uma Mojient. Ykomuko s €Su ¢ € T, tanau sU{p} € S, Tako a ynmbeHura aa je S
CBOjCTBO KOH3MCTEHTHOCTH MMIUTHIIMPA €3UCTEHIN]Y Mojiesia Teopuje T, MpruMeHOM TeopeMe
3.2.6. Jloxazahemo na je 3amoBosbeH ycnoB (Cs) U3 JepHUHUIU]je CBOjCTBA KOH3UCTEHTHOCTH,
OCTaJl YCIIOBH c€ JT0Ka3yjy jemHoctaBHuje. [IpermocTaBumo na je V@ € s € S, anu 1a 3a CBaKko
ped, sUfp}¢S. Tlpema Tome, 3a cBako ¢ € ® ocroju 1o S T, Ty € A tako 1a Ty Us U {p}
Hema mojen. Heka je 6(x) dopmyna koja nepunumie T Ha A u oHa je X;. Cneneha X peueHuna
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3. Ilpebpojusu ppaimenitiu ungunuiiapte a10iuxe Loy,

je TauyHa y A Ha OCHOBY Te€OpeMe KOMILIETOCTH 3a Kj:

(1) Vi €a3T vy e TOWIAF (\TUS) - ).

Ha ocHoBy npunnuma Y. peduiekcuje mocToju ckyn a € A tako aa (1) Baxu peraTuBU3U-
paHo Ha a. Ha ocHOBY sieme 2.2.7 MOXKeMO Ja TIPETIIOCTABUMO JIa je a TpaH3UTHBaH ckyn. Heka
je h={Y €al|0D(Y)} na ocoBy A, cenaparmje. Tanaje Ty €Au Ty C T u 3a cBako ¢ € ,
= (A(TyUs) — —p) 6yayhu na moctoju vexo Ty € T Tako xa Baxku = A(ToUs) — —¢. Mehytuwm,
Taga s U Ty He Moke mMaTh Mozien 3ato mTo VP € s. OBO je y CyIPOTHOCTH Ca MPETIIOCTABKOM
mnases. O]

KoMOuHOBameM KOMIIETHOCTH U KOMIIAKTHOCTHU JOOMjaMo MPOIIKUPEHY BEP3U]y TEOpeMe
KOMILJIETHOCTH.

Teopema 3.4.7. Hexka je L, iipebpojus gouiyciuus ¢paimeniti. Axo je T ckyil peuenuya gpai-
menitia Ly koju je ) na A, onga je cxkvii {¢ € Ly | T |= ¢} taxohe ¥, na A.

Joxka3. Axo je ¢ pedeHuna ¢pparmenra Ly, oHza je
TkEe akko ATHeA[lLCSTAT ]

Ha OCHOBY bapBaj30Be KOMIIAaKTHOCTH NpuMemeHe Ha T U {—p}, Tako na T |= ¢ akko je cie-
neha Gopmyna Tauna y A, rae 0(x) ne¢unume T, 3T, [V € TO(Y)AF \ T — ¢] wro naje
nebununmjy 3a T = . [
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4. CpegwH moaen

VY oBomM nornansby he OMTH OmucaHa BpJIO KOPUCHA TEXHUKA, KOjy yBoau M. PamkoBuh
y [46], HacTana pemaBameMm KuciepoBor mnpobiema MmocTaB/beHOT Y Be3U ¢a BEPOBATHOCHUM
Jorukama ca nse mepe (uaetu [27]).

[Tocne PamkoBuheBor pana [46] oBaj METON je YECTO IPUMEHUBAH Y TPOHATAKEHY MHO-
I'MX HOBUX pe3ynrara. Heku on mux he OUTH M3/10KeHH y HapeJHUM IoraBbuma. Cama Tex-
HHKa je jeHa BpcTa npuMeHe bapBaj3oBe KOMIAKTHOCTH U KOpHUIINeHa je y T0Ka3uBamby KOM-
IUIETHOCTH JIOTHKA BE3aHMX 3a TEOpHjy BepoBaTHONe, Ka0o U y TOIMOJOUIKUM JIOTHKaMa (BHIETH
[24] v mornassbe 7).

VY by MojeaHOCTaB/bekha, OMHOCHO YOIIIITaBalkha caMe TEXHHUKE yBemheMo Hajipe Jae-
(UHMILIM]Y MOHOTOHUX CTPYKTYpa, a 3aTUM H3a0paTH U MOroJaH JIOTHYKH CUCTEM y KoM hemo
paguTH.

HMepununmja 4.1. Crpyxrypa (A, q) (g € P(A)) je MOHOTOHA yKOJIHKO 3a cBako X U Y, 3a Koje
je X2 Yegq,Baxu X € g; 2 je CTpyKTypa npBoOT pera.

Tpeba ucrahu 1a Cy MOHOTOHE CTPYKTYpe BeOMa TECHO MOBE3aHE Ca MHOTHM T'eHepalu-
CaHMM KBaHTH(HKaTOpHMAa.

N3abpahemo noruky L, ca JOAaTHUM MOHOTOHHMM KBaHTH(UKaTOpoM Q, Kao Hajrmoros-
HHJy 32 paJl ca MOHOTOHUM CTpyKTypama. JIoTHKe ca yonuTeHnM KBaHTU(HUKATOPOM Q Cy OmH-
CaHe y YBOJIHOM JIey paja, a y MomiaBjby 7 je JeTaJbHO W3JIOKEHA je/THA BEp3Hja OBHX JIOTHKA,
Tj. JIOTHKA ca KBaHTH(PHUKATOPOM ,,[T0CTOju HenpeOpojuBo mHOro”. (Takohe, Bunetn [29]). Ak-
cuome Joruke L,(Q) cy cBe akcuome Joruke Ly 3ajenHo ca cneachum gopmymnama:

(@) Vx (¢ =)= (Qxp — Qxy)
(i1) Qxp(x)«— Qyy(y), e ce y He MOjaBIbYjE Y .

Kopunrhemem cBojcTBa KOH3UCTEHTHOCTH M XEHKUHOBY KOHCTPYKIIM]Y MOXKE C€ JI0Ka3aTh
Teopema cnabe komruieTHOCTH (Bunetn [29]). Mcra TexHuka, y3 Mane Moaudukaimje, Moxe ce
MIPUMEHHTH 3a I0OKa3MBambe c1ade KOMILIETHOCTH 3a JIOTUKY ca JIBa MOHOTOHA KBaHTU(HUKATOPA,
Tj. 32 TOTUKY L(Q1,Q2) K0ja je Bpio ciuyHa JJOTHIH L, (Q); momyiTeHa cy 1Ba KBaHTU(HKATOpa
Q; u Q; Koju Urpajy yJory kBantudukaropa Q.

JMepununmja 4.2. Cnab monen 3a L(Q1, Q) je ctpykrypa (2, g1, g2) TakBa 1a cy ¢ U ¢, MOHO-
TOHE KOJICKITH]€.

CymTHHCKH, METO/Ia KOjy ONHKCYjEMO y OBOM IOTJIABJbY j€ METOAa KOHCTPYKIH]E ,,jaunx’
Mojena u3 ciaabor monena. Ha mpumep, MoxkeMo 1a 3axXTeBaMo Ja y jadyeM MOAENY MOCTOjU
onpehena Be3a uszmel)y konekunuja ¢, u g.. C TuM y Be3u je u cneneha nepuHumja.

Hepununmja 4.3. Heka cy q; ¥ g, 1B MOHOTOHE KOJISKIIH]€ TIOACKYTIOBa 011 A.
(1) Konekuuja g, je punuja ox g, yKonuko je g, < q;.
(2) Konexkuuja g, je ynucaHna y ¢, yKOIUKO 3a CBako X € ¢; ocToju Y € g, Tako naje X C Y.
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4. Cpegrou mogen

Nepunnuuja 4.4. (1) f-momen' 3a L,(Q;,Q-) je cnad moxen (2, g1, qz), Tako 1a je g, buHUja
o1 q;.
(2) u-momen 3a Ly(Q1,Q>) je cmad monen (2, g1, ), Tako 11a je ¢, ynucaHay ¢s.

Heka je K = LU C je3uk yBefieH y XE€HKHHOBO] KOHCTPYKIMJU U C € A je cKyll HOBUX
cuMOona koHcTaHTU. [locTaBiba ce MUTame Koje peueHuIle Mopajy OUTH 3aJ10BOJbEHE Y CI1aboM
mozeny (2, g1, q.) na 6u oH Morao 6uTH TpaHcHOPMHICAH Y MOZIET Ca OUEKMBAHOM BE30M u3Mehy
KOJIEKIHja ¢ U ¢,. Kako ce Moxe MpuMeTHTH, paguheMo ca CKynoBHMa Koju Cy aehuHAOUITHU

Ka(Q1,Q2)-dpopmynama u oru cy moxckynosu ckyna | J P(A”), Tj. ca ckynoBuMa o6iuka A, =
n<w

{@e A" | (A, q1,q2) E o(@)}, toe je p(¥) Ka(Q:,Q2)-dpopmyna. Taxohe, cBaku KBaHTH(UKATOP
Qi, i =1,2, moxe Gurtn cxBahen kao yHapHa penanuja y ckymy P, rie je PC | ) P(A").

n<w
VY mby oapehrBama MOrogHOr aKCHOMATCKOT CUCTeMa paguheMo ca BULIECOPTHOM JIO-

rUKoM mpBor pena’. Uieja je ma ce caab Momen Ha MPUPOJIAH HAYMH TPaHCHOPMHIIE Y MO
IIOMEHYTe JIOTHKE YujH je3uk K* caapku (HajMame) J1Be BpcTe NPOMEHJbUBHX, X, Y, Z,... po-
MEHJBHBE 3a CKYIIOBE, X, ¥, Z,... IPOMEHJBHBE 32 yPEIEMEHTE U, €BEHTYaJIHO, IIPOMEHIBHUBE 3a
npyre o0jexTe koju 6u HaMm Ounu notpeOuu. Ilpenukaru jesuka cy E,(xi,...,X,, X), n > 1, ca
3HAYEHEM (X1,...,X,) € X 1 Q;(X), 3a i = 1,2. CumO0nM KOHCTAHTH Cy A, 3a CBaKy HOpMYIy
13 Kx(Q1,Q2)

Cnaba ctpykrypa (U, g1, g2) 32 Ka(Q1,Q2) Moxxe OuTH TpaHchopMucaHa y CTpykTypy 2 =
(A, REX,Q¥F,Q¥F,AY) 3a Kj, e PC | J P(A"), E¥ CA"xP,Q¥ CRi=12nA% €P

n<w

y3umajyhu na je A?p‘* ={adec A" |AEpldl}u P= {A?p‘* | ¢ € Ka(Q1,Q2)}. Taxohe, cBaka
cTpykTypa B = (B,RE};,Q'IB,QZB,AE)H <o 32 K Moxe OutH Tpancopmucana y cTpyKTypy
(B, g7, q;) y3umajyhu 1a X € g} akko Q?(X), 3ai=1,2.

n<w,

Heka je A,(K}) akcnomarcku cucteM 3a K nar cienehum akcnomama:
(Ax1) Akcnoma godpe nepHHHCAHOCTH

VX N\ 3% 37 (En(X,7,X) A Eu(X, X)),

n<m

—

THC J€ X =X1,.. ., Xpo YV =V1r--erVim—n> XN Y =;
(Ax2) AKCHOMA €eKCTEH3HOHA/THOCTH

VX (En(%,X) — En(%,Y)) = X =Y,

| f-Mozen mpencTaBiba Cpeaby MOIEN.

2JIBocopTHa (BUILECOPTHA) JIOTMKA j€ CIMYHA yOOHUYajeHo]j JOIHIM IPBOT PEa M, 38 PA3IMKy O JOTHMKE IPBOT
pela, caip>Ku IBe pa3IM4YKuTe BPCTE MPOMEHIbUBUX. Ha mprMep, NPUPOIHO je HAIMCATH aKCHOME 32 BEKTOPCKE
poCcTOpe KopucTehu JBe BPCTe MPOMEHIBUBHX, Tj. jeIHY BPCTY IPOMEHIBUBHX T, S, f,... 3@ CKajape (eJIeMeHTe
HEKOT 1osba F) U IpyTy BPCTY MPOMEHJBUBHX X, Y, Z, U, U, ... 32 BeKTOpe. BekTopcku mpocTop je Tpojka (F, B, ),
rae je F nosse, B =(V,+) je cTpyKTypa Koja ce cacToju U3 CKyIa BeKTopa V M ornepanyje cabupama BEeKTOpa
+, - je omepaiija MHOXeHa CKaiapa. YOIIITEeHO, ABocopTHe cTpyktype (2, B,...) caapke nBe yobuuajene
CTPYKType W €BEHTYAIHO (DYHKIHje W penanuje neuHrncaHe Ha BUXOBOj YHHjA. JIBOCOpTHE (BHIIECOPTHE)
JIOTUKE Cy CaMO Ha TIPBH TOTJIE] jaue o1 yoOu4ajeHuX JIOTHKA PBOT pena, Oymyhu 1a ce IBOCOpTHA CTPYKTypa
(2A,B,...) Moxe yBeK TpaHchoOpMHUCaTH Y CTPYKTYpy IpBor pena (M UN, M, N,...) ca yHapHUM IpeauKaThMa
M u N, xoju pa3BpCTaBajy pa3InvnuTe BPCTE elIeMeHAara.
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4. Cpegrou mogen

(Ax3) AKCHOMe 3a30BO/bEHA

1. VX (V,V En+m(f»)7;AR)‘_’En+m(f» E;AR))y
3a cBaKy aroMu4Hy (hopmyny R(X,C) je3uka L;
2. VX (En(X,A-)—E,(X,A,));

3. VX (En(X,Am)— [\ Ex(%,A,));
pedP

vx (En(frAVyga)‘_’vy E1+n(y:f;A(p));

5. VX (En(f’AElygo)(_)Ely El+n(y;-7?rA<,p));

6. Vi (En(f,AQW) — 3X (Qi(X)AVy (Ei(y, X) — E1+n(y,f,A¢)))),
i=1,2;

(Ax4) AkcHoMe Koje cy TpaHcpopmauHje CBUX aKkCHOMA ¢ H3 Ki(Q;,Q»)
VT E,(%,A,);
(Ax5) AKCHOMAa MOHOTOHOCTH (i =1,2)

VXVY (Q,-(X)/\Vx (Ex(x,X)— Ei(x,Y)) — Q,-(Y)) .

Csrojcrsa (1) u (2) y nepunnnmju 4.3 Mory OUTH JeIHOCTaBHO M3paXkeHa y jnoruuu K
cienehum peyeHuama:
(Ax—F) VX (Q:(X) — Q2(X));
(Ax— U) VX 3Y (Ql(X)/\ Qa(Y) A Vx (Ei(x,X) — El(x,Y))).

Teopema 4.5. Vkoaruxo mogen (U, g1, q») 3agosomasa peuenuye

(6a) \\ /\ ¥ (Quxep(x, %) = Qoxip(x, X)),
n ped,
igeje®=|]®,, ®,={p €®|p uma n+1 crodogny ipomenwvuey} u ®, ®, €A, iaga iweopuja
n
T=Ax(K;)U{VxEi(x,Aq,) | ® € A}U{(Ax—F)} uma K;-mogen.
Hoxka3. Teopuja T je X;-nedunadbmina Ha ckymy A u cBaku noackyn Ty ox T takaB na Tp € A
nuMa K -monen 3ato mto ciabd mozen (2, g1, q») 3a10B0JbaBa pEUECHUILY GT(/), rie je Tj 3atBopeme

3a 3aMeHy cUMOOIMMa KOHCTaHTH u3 cKyna C’ u nucjynkuujy, u Ty € A. Ha ocHOBy Teopeme
bapgaj3oBe koMnakTHOCTH cieau Aa T uma K -mozen. U

Kao mpBy mocnenuiry nperxoane TeopeMe nqo0ujamo aa ce cBaku cinabd monen (2, g1, gz),
KOJH 3a/10BOJbaBa peueHUIly O U3 IPEeTX0HE TeOpeMe, Moke TpaHchopmucatu y mozaen (2, qi1, gz),
TaKo Ja je ¢, Gunuje on q,. JosospHO je Tpanchopmucarn Kj-mozen 3a T y mMonen noruke

Ka(Q1,Q5).

Joxka3s cnenehe TeopeMe je 6a3upaH Ha UCTO] UIEJU KAO U I0KA3 MIPETXOIHE TEOpEME.

40



4. Cpegrou mogen

Teopema 4.6. Yxonuxo mogen (2, q1,q») 3agosomasa peuenuye

0a) \ N\ ¥2\/ \/ 37 (Quro(x, D) AQuy (1, 7) AVz (92, 8) = (2, 7)),

n ped, m Yed,,
igeje®=|J®,, ®,={p €®|y uma n+1 crobogny ipomenwusy} u ®, ®, €A, waga weopuja
T=Ax(K;)U{Vx Ei(x,Aq,) | ® € A} U{(Ax—U)} uma K;-mogen.

YBeauMo caja JOTHKE Li(Ql,Qz) u L}(Q1,Q2), ca 1Be BPCTE MOHOTOHMX KBaHTH(uKa-
TOpa, KOje Cy MOBe3aHe ca OTHOCUMA u3Mel)y KoJIeKIija CKynoBa ,,huHuja ox” | ,,yIucana y”,
PECNEKTUBHO. AKCHOME U IpaBHJa u3Bohema 3a oruky L, (Q1,Q2) Cy cBe akcHOME U IIpaBHJIa
u3Bohema noruke L,(Qq,Q,) 3ajenHo ca cieaehom akcnomom

(Ax—F) /\ /\ VX (Quxp(x, %) — Qax ¢ (x,%)),

n ped,
raeje &= U(I)n, ¢, ={p ed|p uma n+1 cnobonny npomeHsbupy} u @, ®, € A. 3 oBor akcu-
n

OMATCKOT CHCTEMa CE€ MOXKE JOOUTH aKCMOMATCKU cucTeM jtoruke L) (Qq, Q2) 3aMEeHOM aKcuoMe
(Ax — F) akcuomom

Aax-0) \ A\ vE\/ \/ 37 (Quxple, ©)AQyy(y, 7) AVz (92, %) — (2, 7).

n ped, m Yed,,

Crnaba KOMIUIETHOCT YBEJACHHUX JIOTHKA CE€ MOXKE JIOKa3aTH CIIMYHO Kao y [29], kopurihe-
HEM CBOjCTBa KOH3UCTEHTHOCTH. Kao mocnemuiy cienehe teopeme MoxeMO AOOHUTH ,jady’’
TEOPEMY KOMIUIETHOCTH.

Teopema 4.7. (1) Peuenuya ¢ u3 Li(Ql,Qz) je KoH3UCeHIlHa akko @ uma f-mogen.
(2) Peuenuya ¢ uz L}(Q,,Q2) je KoH3uciueniuna akko ¢ uma u-moge.

Hoxa3s. JloBosbHO je TpaHcdopmucarh Kj-mozen no0ujeH npuMeHoM Teopeme 4.5 (pecrex-
TUBHO Teopeme 4.6 3a ciy4aj (2)) y ogroapajyhu Lx(Q,,Q.)-Monen xoju he ounrnenno ouru
f-monen (u-monen). [

IIpumep 4.8 (Teopema KOMIUIETHOCTH 3a JIBOBEPOBAaTHOCHE MOJEJE ca MepaMma Koje ce Ha-
Ja3e y ancoJXyTHO HENPEKUIAHOM OAHOCY). AMCOIYTHO HEMPEKUAHU JTBOBEPOBATHOCHHU MOJEIN
je crpykrypa (2, U1, U2), rae je 2 cTpykTypa IpBOT pefa U (U, Uy CY JBE BEPOBATHOCHE MeEpe
TakBe J1a je U < U (Bugeru [36]). Onrosapajyha noruka Lyp p,, ONHMCaHA y MOIIAaBJbY 5, je
CJIMYHA CTaHJAPHO] BEPOBATHOCHO] JIOTUIIN Ljp (BHIETH MOTIIABIBE 5).

JlomyiTeHa cy JBa THIIa BEpOBaTHOCHUX KBaHTH(UKartopa X >r,i=1,2, re AN(0,1),
KOjU Cy HHTEPIPETUPAHU YOONYajeHO:

(A, pr, o) E(PX>T1)p(X) akko pdaceA™| (2 u,u)E=plal}>r i=1,2.

On akcuoma u npaBuita u3Bohema 3a Lyp p, pa3MOTpuheMo akCHOMY KOja OIIHCYje arco-
JTyTHY HETIPEKHIHOCT Mepa U1 U Uy. Mepa u; je arcolyTHO HEMPEeKUAHA Y OHOCY Ha Mepy o,
y O3HalU U; < Uy, aKKO j€ HCIYEHEHO: 3a CBAKo & > 0 moctoju 0 > 0 Tako J1a 3a CBaKU CKyII
B u3 oarosapajyhe anredpe mepsbuBUX cKynoBa J, ux(B) < 6 ummunupa u;(B) < €. dpyrum
peunma, ako je F7° ={BeF | u;(B)<e}, i=1,2, >0, Tana je ceaka F=¢ puHMja KOIEKIH]a Of

F59 3a Hexo 6 > 0. Akcuoma ancomytre Henpekunaocti je /\ \/ A A (BX <8)p(X)—
£€QT 6eQt new ped,

(X < &)p(X)), tne je @=J®,, ®,={p €P| ¢ uma n+1 c1060aHY IPOMEHIBHUBY}.
n
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4. Cpegrou mogen

Hanomena 4.9. (1) Axcroma ancoiyTHe HEPEeKUIHOCTH Hehe MMIUTHIIMPATH J1a y cl1aboM Mo-
neny (2, Uy, Up) Baxu Uy < Uy, ¢ 003UPOM Ja je JO03BOJHEHO MPABUTH KOHJYHKIU]jE CaMO

10 eJIEMEHTHMA JIOMYCTHBOT CKyna, Tj. /\ ¢, ® € A, anu he 06e36equTu Tparcdopmaujy
ped
criabor Mozena y Mozien y kome he OuTH 3a10BOJBEHO TPa)KEHO CBOjCTBO. M3110KEHOM TeX-

HUKOM CpeImer Mozena 1001jaMo Mozen y Kome he akcuoma arncoiyTHe HEMpPeKUIHOCTH
BaXUTHU YHU(GOPMHO 3a CBaKy Gopmyiy ¢, Tj. Bakuhe 3a cBako &€ > 0, moctoju 0 > 0 Tako
na 3a cBaky dopmyny ¢ soruke Lupp, Baxku (PX < 0)p(X) — (P X < €)p(X), 1j. Baxuhe
<< Yo

(2) Hamomenumo jour aa je cnad mozen (2, gy, qz) 1oruke LQ(Ql, Q) Takohe u f-monen, Tj. mpu-
MEHa M3JI0KEeHEe TeXHUKE HUje Omiia HEeONmXOAHa, ajli je 300T MOTOJHOT METOIUYKOT MpH-
CTyla M3Jlaramy OBE TEXHUKE M3a0paH YIpaBoO Taj JOTHYKU CHCTEM Ca HAaBEIEHUM CBOj-
crBuMa u3Mebhy konexnmja ¢, u g, (MCTO BaXku M 3a TOTHKY L) (Q1,Q-)).

IIpumep 4.10 (Teopema KOMILIETHOCTH 3a TOMOJIOLIKE Kilaca Mojene). Tomosomika kiaca jo-
ruka L, (O, C) (naduHHTapHA JIOTHKA ca JBa HOBA KBaHTH(HUKaTopa O 1 C) MmoroaHa je 3a mpoy-
YaBame TOIOJIOTH]e Ha TIPaBUM KJlacama, Tie Cy KJilace OTBOPEHUX U KJIace 3aTBOPEHUX CKYIOBa
nedunucane onsojeHo. Tomonomku kinaca mogen 3a Ly (O, C) je crpykrypa (K, O, C) Tako na je
Tpojka (K, O, C) Tonomnomku kiaca mpoctop rae je O kimaca 0OTBOpeHHX MojcKymoBa u C kiaca
3aTBOpEHUX MojcKynoBa on K. Penanuja 3amoBosbema je qeuHncana yoondyajeHo:

(K,0,C) =0xp[b] axxo {a|(X,0,C)l=yla,b]}€0;
(K,0,C)=Cxp[b] axxo {a|(X,0,C)=¢la,b]}eC.

Op1 onKcaHKWX CBOjCTaBa TOIOJOMIKOT Kjlaca MPOCTOpa, Y aKCHOMATCKOM CHCTEMY JIOTHKE
Lx(O, C), nznBojuheMo OHO 300T KOjeT je HeOIX0JHa IPUMEHa TEXHUKE CPEIbEr MoJIea:

3a cBaku noackyn X o K nocroju F € C tako na je X C F. Ilpumehyje ce na je HaBe-
JIEHO CBOJCTBO THIA ,,ynican y~. Oxrosapajyha akcuoma je /\ A VX'\/ \/ 37 (Czy(z,7)A

n ped, m yed,,

Vz (¢(z,%)— Y(2,7)), tne je = J®,, &, ={p €®| ¢ je hopmyina ca n+ 1 c1o6oaHOM mPO-

MenJbuBoM} 1 @, &, € A. [lakiie, HaBeIEHO CBOJCTBO MOpa Ja BaXKH 3a CBE MOJACKyMoBe of K,
a He camo 3a neduHabuiHe moackynose oA K, ma je 3aT0 HEeOMXOAHa KOHCTPYKIIMja Cpeaher
Mojea.

VY nasseM pafy cy U3JI0KEHHU Pa3HH JIOTHYKH CUCTEMH Y KOjUMa j€ TEXHUKa KOHCTPYKILIHje
Cpeamer MojieNa KJbYy4YHa y JOKa3WBamby KOMIUIETHOCTH aKCHOMAaTH3allija Y OJHOCY Ha nedu-
HHUCaHe Kiace Mmozena. (Bugetu mornassea 5, 6 u 7).
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5. Jloruke ca HHTErpaauma

5.1. Jloruke Lp

Y 0BOM NOIVIaBJbY j€ MPECTaBIbEHA JIOTUKA Lyp KOja je CIMYHA WHUHUTAPHO] JOTULIU
L, u xoja, ymecto yobudajenux kBantupukaropa (Vx) u (3x), mocenyje BepoBaTHOCHE KBaH-
tuduxarope (Px > r). CTpykTypa OBe JIOTHKE je CTPYKTypa MPBOT pela ca BEpOBATHOCHOM
(mpeOpojuBO aAUTHBHOM) MEPOM HAa YHHBEP3YMY, TaKO Jia j€ CBaka penanuja MepsbuBa. Dop-
myna (Px > r)e(x) noapasymena na ckyn {x | ¢(x)} uma mepy Hajmame r. [IpernocraBiba ce
1a je A JOIMyCTHUB CKYII TAaKO Ja je w € A U CBakH eNeMeHT a € A je npedpojuB (1j. A € HC, rue
je HC cxyn HacnenHo npeOpojuBHX CKyloBa, BUACTH [4] 1 mormasibe 2).

JMepununmja S.1.1. Y3 npernocraBky aa je L npeOpojuB A-peKyp3uBaH CKyII pealiijCKUX CUM-
6oma u cumOosa KOHCTaHTH (0e3 PyHKIHjCKUX cuMOoia), Toruka Lyp uMma cieaehe morudke
cumbone:

(a) IIpebpojuBO MHOTO TPOMEHJBUBUX Uy, N € N;

(6) Besuuke "1 \;

(8) KBanrugukarope (PX > r), rue je X =(x1,...,X,) N-TOPKa pa3IMIUTUX IPOMEHIBUBUX H

re Anfo,1];
(r) CumOon jenHakOCTH = (OMIIHOHO).

Hepununmja 5.1.2. Cxyn popmyna 1oruke Lyp je HajMambU CKyI TaKo Ja:
(a) Caaka aromu4Ha (popmyra JIOTHKE MPBOT peaa je popmyna u3 Lyp;
(0) Axo je ¢ dopmyna u3 Lup, 0HIA je U 7 GopMya JOTUKe Ly p;
(B) Axo je ® € A ckyn Gopmyra JIoTUKe Lyp ca KOHAYHO MHOTO CIOOOIHUX NMPOMEHIBUBHUX,
onpa je u \ ® popmyna noruke Lyp;
(r) Axo je ¢ dopmyna uz Lyp u (PX > r) je kBanTH(UKATOP JOTUKE Lyp, OHAA je U (PX > 1)
dhopmyna u3 Lyp.

dopmyrie ce MOTy MOCMATPATH Y CKYIIOBHOM CMHCITY, Tj. KA0 €IEMEHTH JOIYCTHBOT CKyIia
A Taxo ga je Lyp € A. Kaxo je Lpp onpehena norukom L, p (Bugetu [23]), umamo na je Lap =
AN Ly, p.

Hepunuumja 5.1.3. YV norumm Lyp ce kopucte cienehe ckpahenuiie:
(1) (PX<r)p 3a-(PX>r)p;
(i) (PX¥<r)p3a(PxX>1—r)yp;

(iii) (PX>r)p 3a~(PX>1—r)gp;

(V) Vyeo @ 327\ o 05 ,
(v) Konaunu Be3HULU A,V —,«— Cy IeQUHUCAHU YyOOHUa]E€HO.

5.1.1. BepoBaTHOCHH MOoAenH

KonawHo aquTHBaH BEpOBAaTHOCHU IIpocTop je ypehera Tpojka (A, S, u) rae je S moJbe moj-
ckynmoBaogn Au u:8—[0,1], u(A)=1u3za X, Yes, u(XuY)=uX\Y)+u(Y\X)+u(XnY).
CkymnoBu X € 8 Cy U-MEpJbUBH, a | je KOHAYHO aJUTHBHA BEPOBATHOCHA Mepa Ha A.
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5. Jloiuke ca uniieipanuma

BepoBarnocHu mpoctop je Tpojka (A, S, u), Tae je § o-noJbe U U je mpedpojuBo aIuTUBHA
Mepa; Tj. 32 Xo € Xj € ... u3 8 umamo za je u(| JX,) =limu(X,). Y tom cuyuajy, 3a u hemo
n n

jenHocraBHHuje pehu ,,BepoBaTHOCHA Mepa”.

Ckyn X je Hy’na cKyn Mepe (U YKoIuko noctoju Y 2 X Tako aa je u(Y) = 0. IIpoussox
JBa BepoBaTHOCHA TipocTopa (A, S, u) u (B,F,v) je BepoBaTHOCHU TPOCTOp (A X B,SQ@F, u®v),
rae je S®JF o-anrebpa reHeprcaHa moMohy CKyma MepJbUBHX MpaBoyraoHuka X X Y, rme X €8,
Y eFuaxu (u®v)(XxY)=u(X) v(Y); n-Tit pou3BOJI MPOCTOp je 03HaueH ca (A", 8", u"). ¥
OIIITEM CIIy4ajy, MjaroHaia, Tj. Kyt {(x,x) | x € M} Huje u?-mepspuB. MelhyTum, yKOJIHKO je
CBAaKH CHHIVITOH MEPJBUB, IIOCTOjU HAUMH J]a C€ Mepa (> POIIMPHU 1 Ha JIMjarOHAITHE CYTIOBE.

Jepununmja 5.1.4. Heka je (A, S, u) BepoBaTHOCHH MTPOCTOP TaKaB Ja jé CBAKU CHHIVITOH Mep-
ssuB. Tana, 3a cBako n € N, (A7, 8", u(™) je BepoBarHOCHHM mTpocTop 1€ je 8 g-anrebpa reHe-
pucaHa moMohy MepJbHBHUX MPAaBOYyTAOHHKA H IHjarOHAHUX CKymoBa D;; = {X € A" | x; =x;} u

pu™ je jenuHcTBeHA ekcTeH3Mja ox u” Ha SU taksa 1a je u(D;;)= Y. u({x})?.
XEM

Cras 5.1.5. Ykonuko je (A, S, u) BEpOBaTHOCHU MPOCTOP TAKAB Jia j€ CBAKH CUHIVITOH MEPJbUB,
taga mepa u™ na 8, nara y npeTxoaHoj Ae(HHULU]H, TIOCTOjU U jeanHcTBeHa je. [lTaBume,
3a cBaku ckyn X € 8" mocroju u”*-mepspuB ckyn U tako na je u(XAU)=0.

JMedunnmuja 5.1.6. Beposarnocuu Monen 3a L je ctpykrypa 2 = (A, R}, ¢}', U)icr je;» THE j€ U
(mpebpojuBO aIUTHUBHA) BEPOBATHOCHA Mepa Ha A Tako Ja jeé CBaKM CUHIVITOH MEpJbUB, CBaKa
penarja R} je ul")-MepseuBa u cBaku ¢ € A.

Teopema 5.1.7. Hexa je 2 seposaiuinocnu mogen 3a L. Penayuja 3agosomera A = ¢[dl, 3a
Y(X) € Lap u @ 3a A, je gepunucana pexyp3ueHo kao y ciyuajy aoiuxe Ly y3 gogawinu yciog
3a eéeposaiinochu keanimugukaiiop: A |= (Py > r)(X,y)[a] axko heA" | go[d',I;]}je
u-mepoue u uma mepy najmarwe r. [linasuwe, 2 je mogen pewenuye @ axo je A= .

Teopema 5.1.8. 3a ceaku eeposaiinocnu mogen A , opmyny ©(X,y) € Lpp u @ uz A, ckyii
{be A" | A= pld, bl} je u-mepous.

[TperxonHa TeopeMa, Ha HEKH HauWH, ONpaBiaBa Ae(UHUCAHOCT pelalirje 3a10BOJbeHha
2
3a CJIy4aj ca BEpOBAaTHOCHHM KBaHTH(HKATOpUMA M IOCJEAMIIA je ,,aujaroHanne” ¢popme Dy-
ounujeBe Teopeme (BumaeTH [22]).

Teopema 5.1.9 (OyOounmn). Heka je u 6eposailinocHa mepa waxo ga je c6aKu CUHLIIUOH Mep/bUB
u neka je BC A™+" um+n)_yepwus. Taga je:

(i) Ceaxu 3acex BX ={y € A" | Xy € B} je u"™-mepmus;

(ii) @ynxyuja f(¥X)=u"(BX) je u"™-mepousa;
(iii) Baoicu ga je um+m(B)= [ f(X)du™.

(dynkumja f: A— R je u-mepspuBa ako je f~1(—o0, ) U-MepJpHUB CKyI 3a CBako I € R).

5.1.2. AKCHOMATCKH CUCTEM W npaBHaa u3Bohemwa

Cnenehum nepHummjama je 1aT akCHOMaTCKU CUCTEM JIOTUKE Lyp; ¢ U 1) Cy IPOU3BOJbHE
dbopmyie u3 Lyp, ® € A je mpousBosbaH ckyt hopmyna uz Lap u 1,5 € ANJ[0,1].

Hepunuumja 5.1.10. Axcuome cnabe Lyp cy caenehe:
(A;) Cge akcuome 3a L, 0e3 kBaHTH(UKATOPA;
(A2) MonoroHocT: (PX>r1)p — (PX>s)p,tneje r>s,
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5. Jloiuke ca uniieipanuma

(As) (PE= r)p(®)— (P7 = 1o (7);
(Ay) (PX=0)p;
(As) Konauna aguTHBHOCT:

(i) (PX<r)pA(PX<s)yY —(PX<r+s)pVy);

(if) (PX21)p A(PXZ )Y A(PXZ0) @ AY)—=(PX=T14+5s) o VY);
(As) ApxumenoBcko cBojcTBO: (PX>T1)p — \/ (PX>T1+ %)(,0.

neN

Hepununmja 5.1.11. Axcuome 3a (yHy) Lap cy akcuoMme 3a cialy Lap miyc cieneha mucra
aKCHOMa:

(B;) Hpebpojusa agurusroct: /\ (PX>r) \¥ — (PX>71)/\ @,
C
rae W uie mpeko cKyna CBI:III)Z(I)KOHa‘-IHI/IX MOACKYIOBa of P;
(B2) Cumerpuja: (Pxy,...,X, = 1)@ <= (PXaq), ..., Xam) = T),
rae je i mepMmyTanuja ckyna {1,2,...,n}.
(B3) (PXZr)(PyZs)p —(PXy=r1-5)p,
I7ie Cy CBE MPOMEHJbHMBE Y X M J pasiHuuTe.
(B4) 3acBako r <1, (PX>1)(Py>0)Pz>r)p(x,2)— ¢, 2)),
I7Ie Cy CBE MPOMCHJBUBE Y X, ¥ U Z pa3inymre.
(Axcuoma (B4) 006e30ehyje na ¢(X,y) Moxe OUTH alipOKCUMHPAH KOHAYHOM YHHjOM Mep-

JbUBUX MPABOYyTAOHUKA).

Hepununmja 5.1.12. Ilpaswna uzBohemwa 3a Lyp cy cienehe:

(R;) Mogyc nonenc: ¢, ¢ =y Fy;

(R,) Komjymkiuma: {¢ — 1 | €U}k ¢ — \;

(R3) Tenepamuzanmja: ¢ — Y(X)F ¢ — (PX > 1)Y(X), tae X HUje cinoboaHO Y .

5.1.3. Cnadbu mogenu

Nedununuja 5.1.13. Cnab mozen 3a Lyp je crpykrypa A = (A, R}, c?‘,un),-elyjej,nenq, TaKo J1a je
{4, KOHAYHO aMTHBHA BEPOBATHOCHA Mepa Ha A", CBAKH CHHIVITOH j& MEpIbHB U CKyII {b € A" |
A= pla, b} je u, MepspuB 3a cBaky hopmyiy @ (X,5) € Lap u @ u3 A.

Teopema 5.1.14 (Teopema cnabe komruieTHOCTH). Hexa je A iipebpojus. Yronuko je ® konsu-
cilleniino y cnaboj Lyp, onga ® uma cnab mogen.

Ckuya goxasa: Hexka je C npebpojuB CKyll HOBUX CHMOOJa KOHCTaHTU U Heka je K = LU C.
[Tomohy XeHknHOBe KOHCTpyKIHje, [44], & Moxke OUTH MPOIMIUPEHO 10 MACKMMAJIHO KOH3H-
CTeHTHOT ckyna peuenuna I (y cnaboj K,p) ca cnenehum cBojcTBUMA:

(1) Akoje ® ST u /\® € Kpp, ounaje \®<T;

(2) Axo je ¢(C)eT 3acBako ¢ u3 C, onza (Px>1)p(xX)eT.

Hexka je C’ ckyn cumboia koHcTaHTH je3uka K. I mHIyKyje CTpYKTypy TpBor peaa g =
(A,R?‘, c®)ier.cec 38 K Ha yoOnuajen HauuH U A = {c* | c € C’}. Mepa u, je nedpunucana mo-
mohy u,{c* | ¢(c, d)eT} = sup{r | (PxX > r)p(X, d) € T'} 3a cBako o(X,7) n d. Ha OCHOBY
axcuoma (A;)—(As) mepa U, he 6utu 1o6po neduHUCcaHa U KOHAYHO aguTHBHA. OBHUM je 100U-
jen ciad monen 2A. Ha ocHoBy akcuome (Ag), 00e36eheHa je KopeKTHOCT epuHUCaAbA MEPE Uy, .
Nnnykuujom ce nokasyje aa je 2 =1, na je npema tome 2A mozen 3a ®. [
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5.1.4. 'paapHpaHy BEpOBAaTHOCHH MOJENH

Jedunuuuja 5.1.15. Tpamupanu BeposatHOCHH Mojied 3a L je ctpyktypa 2 = (4, R}, ¢},
Un)iel,jes,neN, TAKO JIa:
(a) cBako U, je (mpebpojuBO aTUTHBHA) BEpPOBaTHOCHA Mepa Ha A"
(0) caka n-apHa penauuja R je U,-MepJbuBa 1 peJalyja jeAHaKOCTH je [p-MepJIbHBa;
(B) axo je ckym B U,,-MepJbUB, OHIIA je B X A" U, ,-MEPIbUB;
(r) cBaka U, je *HBapHjaHTHA 3a NIEPMYTaIlHje; YKOJIUKO je i mepMyTanuja ckyna {1,2,..., n}
u B €dom(u,), ako je i B = {(auq),...,aam) | (a,...,a,) € B}, ouna it B € dom(u,) n
tn(t B) = un(B);
(1) (un|neN) uma @yOoHHU]jEBO CBOJCTBO: AKO j€ B ;1 ,-MEPJbUB, OHAA:
(1) 3acBako X € A™, cekunja BxX =1{y | B(X, )} je t,-MepbuB;
(2) dynxumja f(X)=un(BX) je tm-MepIbuBa;
() [ f&)dpm = pimsn(B).

Hedpununmja 5.1.16. Ilox rpagrpanom JOTUKOM Ly p OAPa3yMeBaMO JIOTUKY Ljp ca CBUM aK-
cuoMama, uszyseB akcuome (By).

Teopema 5.1.17 (Teopema rpanupane komiuieTHOCTH). Ceaxu ipebpojusu ckyil pevenuya ®
KOju je KoH3ucieniuan y ipagupanoj Lyp, uma ipagupan mogen.

Ckuya goxasa: Heka je A npeOpojuB u Heka L mMma mpedpojuBO MHOTO CHUMOOJIa KOHCTaHTH
Koje ce He nojabibyjy y ®. Tama, ® uma cnab monen A = (A, R;, ¢j, Un)icl,jej,nen TaKaB 1A 3a-
JI0BOJbABa CBE TeopeMe rpaaupane Lap, A= {c; | j € J} u 10MeH cBake Mepe U, je CKyN Lap-
nedunadbmiHux noackynosa o A”. Heka je R = (*A,*R;,*Cj, Un)ie'1,je'/, nen ”HTEPHAIIHA CTPYK-
Typa U HeKa je A= (*A,*R;,*cj, L(n))ier,jes,nen, TO€ je L(u,) JleOoBa Mepa on u,,. Y3 unmenune
na cBaku L(U,)-MepJbUB CKyll MOXeE OUTH allpOKCHUMHUpPAaH 0/103r0 ¥ 0703710 UHTEPHAIIHUM CKY-
noBHMMa, Kao ¥ u3 akcuoma (B) u (B;), cienm ma je 2 rpaampana BepoBaTHOCHA CTPYKTYA.
WHIyKIUjOM 110 CI0KEHOCTH (opMyIie MoXKe ce ToKa3aTu 1a je A L, p-eKBUBaIeHTHO ca 2, na
je mpema Tome A |= . [

5.1.5. CarnacHoOCT H KOMMAETHOCT

On kJbYYHOT 3Hayaja y I0Kazy TeopeMe KOMIUIETHOCTH je ciefeha gema koja ce J0Kasyje
npumeHom akcuome (B4) n myra.

Jlema 5.1.18 (AnpokcuMariyja mpaBoyraoHunmma). Hexa je 2 ipagupana 6eposaitinocHa ciupyk-
wypa Koja 3agosonasa ceaxy wieopemy uz Lap. Taga, 3a céaxo € > 0 u gpopmyny ©(¥) uz Lap
doctioju Konauno mnoio gopmyna Y ;i(X,y;), ieje i =1,...,m u j =1,...,n, iiako ga easxcu
A (PE>0)(PY >1=8)(p(F) = V N\ vii(%,37)-
i=1j=1
Jlemom ce TBpau qa Owito koju aeduHabunan ckym ¢(y) y 2 Moxe OMTH arncCOKCUMUpPaH
70 Ha € moMohy KoHauHe yHHje Ae(pUHAOMITHUX MTPABOYTaOHHKA.

HMedpunnumja 5.1.19. Hexka cy 2l u B rpagupane BepoBaTHOCHE cTpyKType. Kaxe ce na je /A =
B ckopo curypHo (c.c.) ako 2l u B umajy ucTe yHUBEep3yMe, KOHCTAaHTE H MEpe, W 3a CBaKy
aroMu4Hy popmyny ¢ (X) u3 Lyp Baxku:

A= plad] akko B p[d]3a u,-ckopo cBe d.
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Jlema 5.1.20. Axo je A =B c.c., onga cy A u B Lyp-exsusanenuine ciupykiiype. Taxohe, 3a
ceaxy gpopmyny p(X) uz Lp,

A= pla] axxo Bl=pld]sa u,-ckopo cee d.

Jlokaz ce U3BOAM MHIYKIIM]OM IO CIOKEHOCTH (popMmyrie ¢.

Teopema 5.1.21. Hexka je 2| ipagupana éepogaiinocHa CipyKitlypa Koja 3agogo/baea c8axy ie-
opemy noiuke Lypp u nexa je u = uy. Taga, noctioju ipagupana éeposainocua ciupykiypa B
wakea ga je A = B c.c., u ceaka perayuja R? je u™-uepwuea. Ilpema iwiome, B ungykyje
yobuuajeny 6epo8atiHOCH)Y CUUpPYKILypy.

Teopema 5.1.22 (Teopema carnmacHOCTH). buo koju ckyil ® peuenuya uz Lyp, Koju uma mogen,
j€é KOH3UCIEeHIUAH.

Jenuna notemkoha je nmpoBepuTH BasbaHOCT akcuome (B4). (Bunmeru [27]).

Teopema 5.1.23 (Teopema komruieTHOCTH). Ceaku ipebpojus koH3uceHan ckyi ® pevenuya
aoiuxe Lyp uma mogen.

Teopema KOMIUIETHOCTH j€ MOCTEANIIA TpaIupaHe KOMIUIETHOCTH, Teopeme S.1.21 u neme
5.1.20.

Ha ocHoBy crneneher mpumMepa ce 1ako 3akjpyuyje Aa TeopeMa KOMIIAKTHOCTH 3a Lap HE
BaXKU.

IIpumep 5.1.24. Heka je T ckyn peueHuIa koju cagpxu peuenuue (Px > 0)R(x) u (Px < %)R(x)
3an=1,2,3,... JIOkK CBaku KOHa4aH MOACKYyI o1 T MMa MOJEN, LIeo CKyn T HeEMa MOJEIL.

5.1.6. CnyyajHe npoMeH/bHBE

Hepununmja 5.1.25. CnyyajHa mpoMeHJbHBA N-TOT CTETICHA HA BEPOBATHOCHOM MIPOCTOPY
(A, F,u) je ut-meprpuBa pynkuuja X: A" — R.

Heka je L={X;,cj,Rc|i€l,j€], ke K}.

Jedununuja 5.1.26. ITomohnu jesux o L je jesuk L* koju uMa ucre cumboie KOHCTaHTH Cj
U penanujcke cumOone Ry u3 L, au U HOBe penaiujcke cumboone [X;(X) > r] u [X;(X¥) <r] 3a
crako i€l nureq.

Kopucre ce cneneha ckpahema: [X;(X) < r]3a—[X;(X) > r] u [X;(X) > r] 3a - [X;(X) < r].
Jesux Lyp(R) uma uctu ckyn opmyina kao u L% ,. Akcuome u npaBuiia u3Bohema cy Kao
y L%, IIyc ueTHpy HOBE akCHOME T7Ie Cy T, s € Q:
RV) [Xi(x)=r] = [Xi(X) = s], rae je r = s;
(RV2) [Xi(X)>r] = VIXi(®)>r+-1;

(RVs) [X;(X)>r] = A[Xi(X) =7 —2];
RV,) V([Xi(¥) > —n] A[X;(X) < n]).
JMedunnumja 5.1.27. Mogen ca ciny4yajHUM IpOMEHJBUBHM 32 L je cTpykTypa (2, u), rae je A =

(A, X}, ¢}, R )ic1,jes kex CTPYKTYpa TIDBOT pejia, {4 je BepOBAaTHOCHA Mepa Ha A, X} je ciyyajua
NPOMEHJBUBA 71;-TOT CTeNeHa, C; € A, Ry je ul")-MepsbiBa U CBAKH CHHIIITOH j& MEPIBUB.
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Baxu na je (A, u) E [Xi(X) > r][a] akko X (@) > r.

Teopema 5.1.28. IIpebpojus ckyii peuenuya us Lyp(R) uma mogen ca cnyuajnum tipomenmusum
akko je konzuciuenimian y Lyp(R).

5.2. Jloruka Ly
Nupukartop popmyna 1(R(X)) 3a naty penaiujy R(X) je nedunucana ca

1, axko R(X)je TauHo,

1(R(X)) = {

0, axo R(X) Huje Ta4HO.

Jesuk L, he umaru aromMuyHe TepMe Koju he OMTH MHTEPHPETUPAHU KAO HHIUKATOP
¢dyHKIMje aTOMUYHUX (hopMyIia Ha je3uKy L, a ciaokeHuju Tepmu he Outu usrpahenu u3 aro-
MHUYHUX KopuiThemeM HEMPEeKUAHNX peaHuX (GyHKIMja Kao U KopuiThemeM HHTerpalyje.

Hexka je L X-nedmnabunan CKyIl KOjU CaIpKy pelalijcke cuMoose, cuM00Jie KOHCTaHTH,
npeOpOjUBO MHOTO TIPOMEHJBUBHX V1, V2, Vs, ..., N-apHe Be3HUKe [ 3a cBaKy HenpekuaHy GyHK-
uujy F: R" — R, n >0, taxko na je F [gn€ A, n KBaHTU(DHKATOPE f...dx.

Hedpunnnmja 5.2.1. Cxyn tepmoBa joruke L, [ je HajMamM CKyI, TaKo Ja:

(1) cBaku aromuunu Tepm 1(R(X)) wm 1(x = y) 3a cBaKy aroMu4Hy (HOpPMYITy JIOTUKE MPBOT
pena Ly, je Tepm;

(2) cBaku peannu O0poj r € ANR je Tepwm;

(3) ako je T TepM M X je IPOMEHJbHBA, OHA j€ fT dx Tepwm;

(4) akocy 74,...,T, TEpMH, Taga je u F(74,...,7,) TEPM.

[IpomeHsbuBa X je Be3aHA y TEPMY fT dx. 3aTBOpeH TepM je TepM 0e3 cI0001HUX Mpo-
MEHJbHUBHX.

Jepunnumja 5.2.2. Cxyn ¢popmyna noruke L, [ j€ HajMamH CKYTI TaKkaB Ja:

(1) cBaka aromuuHa popmyna 7 >0, 3a CBaKM TepM T U3 L, [ je hopmyna;

(2) ako je ¢ dopmyna, oHaa je U @ hopmya;

(3) ako je ® ckyn opMyia ca KOHA4HO MHOTO CIIOOOHUX IPOMEHIBUBHX U @ € A, oHpa je \ @
dopmyna.

JMepununmja 5.2.3. Nurepnperanuja 3a L, [y BEPOBATHOCHO] CTPyKTypH (2, 1) je dpyHKuuja

KOja Jio/ieJbyje CBaKoM TepMy T(X), rae je X = (x1,...,X,) N-TOpKa pa3IuIUTUX MPOMCHIbUBHX,

byukimjy 7%: A” — R, Tako jaa je:

I 1, axkoje R*[a],
(1) L(R(X)(a) {o, ax0 je ~RA[],
@) rt=r,

3) ([, 7)dx)"(@)= [ 7B, @)du(b);
(4) [F(Tlr LR Tm)m(d) = F(T?(d’)) tee T%(d’))

Penanmja 3amoBosbema 2 = ¢ [a] 3a popmyny ¢(X) u3 L, [u a e A" je nedunucana pe-
Kyp3UBHO Kao y JIOTHIIA MPBOT pejia, U3y3eB yciaoBa 3a atomuuHe (opmyre: ako je T(X) > 0
aromuuHa Gopmyna, ouaa je A = (1(X) > 0)[a] akko T(a) > 0.

AKCHOME JTOTHKE LM’ rmecy o, T TepMu U I, s €EANR, cy:

1) j :b’
1x=yPa,b)={ = oL
0, akojea#b;
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(E1) cBe cxema akcuome 3a L, 0e3 kBaHTu(UKaTOpa, TAe aromuyHa popmyna 1(x =y)=1 urpa
yiaory gopmyie x =y;
(E2) =0V 7 =1, 3a cBaKu aTOMUYHH TEPM T
(E3) axcuome ypehema:
(1) r=r;
2) t>r—t>s3ar>s;
(Ey) (t1,...,Tm) €S —F(7y,...,Tm) € [a,b], 32 cBaKK pallOHATHU 3aTBOPEHU MPABOYTAOHHUK
SCR™, tne je F(S)=a,b];
(Es) axkcuome 3a uHTErpa:
(1) f rdx=r;
(i) [r(x)dx=[<()dy;
(ii1) ff T(x,y)dxdy = ff T(x,y)dy dx;
(iv) f(r-0+s-T)dx: rfadx+sf'rdx;
(Es) ApxumenoBa akcuoma
T>r—=\/(t>1r+);

n

(E;) 3acBako m €N, \/f[Fk(l—f[Fk(flf(f,z_')—f(f,z_')ldz_') df) dx> 1—%,
k

0, akoje a < i,
rae je Fi(a) = { muHeapHO,  aKo je % <a< %,
1, aKo je a > %
Axcuoma (E-) je Tpancnanuja akcuome (By) 3a Lyp.
[IpaBuiia uzBohemwa 3a NOruKy L, [ ey
(F1) ¢, ¢ =y Fy (Modus Ponens) ;
(F2) {o =y |y eV} p — A\ U (IlpaBuio KOHjyHKLH]jE) ;
(F3) ¢ —=(t(x,7)=>0)F ¢ — (f 7(x,7)dx > 0), tae x Huje cnoboano y ¢ (I'eHepann3aimja) .
Hexa je T npeOpojuB 1 KOH3UCTEHTAH CKyl pedeHua u3 L, [ Hajnpe ce momohy Xenku-
HOBE KOHCTpYKIHje 100uja cnab uaTerpamau mozaen (2, I) 3a T, rue je 2 Mmoen npBor pena, a [
je A-Jlanujenos unrerpain Ha 2; 1j. I je (yHKIH)a HA CKyIly TepMOBa U3 L, [ca HajJBUIIIE jETHOM
cJ1000THOM NMPOMEHJBUBOM U ITapaMeTpuMa u3 A, Tako Jia je:
(1) I(r)=r;
) I(r-o+s-t)=r-1(o)+s-I(7),
(3) axo je T%(b, @) >0 3a cBako b € A, ouna je u I(t(x,a)) > 0.
PexypsuBna pedununuja 3a 7(a@)™ ! je ucra xao u 3a yobuuajeHy BEpOBAaTHOCHY CTPYK-
TYpY, U3y3€B YCIIOBA 32 HHTETpa

(1)
(f’r(x,d’)dx) =I(7(x,a)).

On cnabor UHTErpaTHOT MOJIeNa, PEeTackoM Ha HECTaHIAp/AHU YHUBEP3YM, J00uja ce HHTEp-
HajHa cyiaba uHTerpaiHa cTpykrypa (%A, *I).

JleboBa koHCTpYyKIIMja JlaHW]eIOBOT HHTETpasia (BUACTH MOTIaBsbe 1) 1aje BEepOBAaTHOCHY
Mepy U Ha *A, Tako Jia 3a CBaku TepM T(X) ca mapaMeTpuMa u3 *A, ctanmapaau neo on *I(7) je
MHTETpall CTaHIapIHOT Jejia O T 2 Y OMHOCY Ha Mepy U.

Ha cnuvan HaYMH KOHCTPYUIITY ce BEPOBAaTHOCHE Mepe U, Ha *A” kopuihemeM UTepH-
canux mHTerpana. Ha kpajy, akcuoma (E;) je 3a10BoJbeHA CKOPO CBY/Ia Y TPAIUPAHOM MOACITY
(A, u,), Tako @ HA CAMYAH HAYMH KA0 Yy JOTHLH Lyp, 100MjaMO BEpOBAaTHOCHU Mozen 3a 1.
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Teopema 5.2.4. [Ipebpojué ckyii peuenuya uz L, [ UM 6epOBALUHOCHU MOGeIl aKO U CAMO aKO
Jj€ KOH3UCUIeHILAaH.

5.3. Teopema KOMNJIETHOCTH 3a BEPOBAaTHOCHE MOJeJ1e Ca KOHAYHO
BPEAHOCHHM MepamMa Yy JIOTHLH Cca HHTErpainmMa L‘;‘\‘}

VY HapenHOM M3Naramy paanheMo ca Mepama urju he CKynoBU BpeTHOCTH OUTH KOHAYHH.
C npyre cTpaHe, I0OCTOje MHOTE CTPYKTYPE YHjH MOACKYIIOBH MOTY OMTH BPJIO 3aHUMJBHBH Kao
CKYIIOBH BPEIHOCTH Mepa, OJJHOCHO MOTO/IHHU 32 U3pakaBame BepoBaTHoha. [lopen crannmapa-
HOT' TIpUMEpa apXUMEJCKOT MoJba palluoHaIHuX OpojeBa Q, Tj. uHTepBana [0,1]q, BaxkaH je u
MpUMEpP HEAPXUMEJICKOT 110Jha, Kao IITO je, peruMo, Q[€], Tj. HajMamer moJba Koje ce Aoduja
J0ZlaBakbeM JeIHE MMO3UTUBHE MHPUHUTE3UMAIE € TT0JbY palroHalIHuX OpojeBa. Takohe cy uH-
TepeCaHTHH W TPHMEpPHU MPOou3BoAa ypeheHnx mospa, Koju cy ypeheHu mpcTeHu, Kao HITo Cy
Q x Q, Q" utn. OBM NpuMepH ONPaBAABajy BaKHOCT PaHroOBa Mepa, a MU heMo y OBOM HoIvIa-
BJbY U3/IBOJUTH OHE YHjU Cy PAHTOBH KOHAYHH CKYIIOBH pealHUX OpojeBa u3 uHTepsaia [0, 1].

Ha camom moveTky m3nBojuheMo MHTEpECaHTHY TeopeMy Ha k0joj he 6utu yremesbeHa
aKCHOMATHU3allija JIOTUKE L‘;:}.

Teopema 5.3.1. Hexka je F iiowe tiogcxyiiosa ckyiia S). Mepa | je KOHAUHO 8pegHOCHA 8epO8aAlil-
HocHa mepa Ha F axko u camo axo uociioju pearan o6poj ¢ > 0 inaxae ga je U(A) > ¢ xag iog je
Ael uu(A)>0.

Bynyhu na cy, Ha HekM Ha4MH, Mepe Y JIOTHIHN L, p eKCIUTMIUTHH]E U3PaKeHEe Y CHHTAKCH,
OBO CBOJCTBO Mepe MOXxe OUTH J0OHjeHO TOMOhy akchuome
(FV)p V A\ (PX>0)p(%) — (PX > c)p(X)),

ceQt ped,

rae je ¢, € Au @, = {p | ¢ uma n cnobonHux npomenspuBUX} (BuaeTH [15]). 3a Hanaxeme
aKkcroMme Koja he MMITHIMpPATH UCTO CBOJCTBO Mepa Y JIOTUIH L, [ uckopuither je crenehu
pe3ynTar: HHIYKIFjOM IO CJIOKEHOCTH TepMa MOXe Ce JIOKa3aTH Jia 3a CBaKU TepM T(X) u3 L, [
u 3a cBako r € RNA nocroju ¢popmyna ¢ U3 Lyp TaKo Ja je y CBaAKOj BEpOBATHOCHO] CTPYKTYpHU
(24, u) 3a cBaKko @ € A" ucnymeHo cresehe:

Ma)>r AKKO A= lal, (Bumetu [44]).

[raBumie, moruke Lapu L, [ CY EKBUBAIICHTHE (Buaetu [27]) mrto omoryhaBa 1a cBaky Teopemy
J0ruKe Lyp MOXKEMO KOHBEPTOBATH Y CIMUHY TEOpPEMY JIOTHKE L, r, 1 00paTHO.

Heka je A mpebpojuB nonycTus ckyn Takas 1aje AC HC u w € Auneka je L X-nedpunadu-
JIaH CKyTI cuMOoJ1a pealyja ¥ KOHCTaHTH, KOju UMa MPeOpOjuBO MHOTO IPOMEHIBHBHX Uy, Vs, . . .,
n-apHe Be3Huke [ 3a cBaky HenpekuaHy QyHkunjy F:R"” — R, n >0 u F [gn€ A u kBaHTHDH-

KaTope f...dx. Jloruka L‘;\‘} je cinyHa joruuy L, [> JIMCTH aKCHOMa JIOTHKe L, [ je momara

aKkCHOMa Koja je y cTBapu TpaHcianuja akcuome (FV)py L, [

(FV)y V A AV[J Fedr@)dz>0— [ Fr@)dz>c|,

ceQtreDreq k
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1, akoje a=>r,
rie je F..(a)=40, akojea<r-—-+,

JIMHCApHO, HHAYEC,

u D je ckyn TepMOBa ca KOHauHO MHOTO CIOOOAHUX MpoMeHJbUBUX U D € A. Kako KOHjyHK-
[IMja y IPEeTXOIHO] aKCHOMHU MOXE JIa ce TI0OCMaTpa caMmo MPEeKo eleMeHaTa JOMyCTUBOT CKyTia

A, 1j. )\ tme D €A, npumennhieMo KOHCTPYKLH]y CPEAEr Moziesia (BUAETH TOIIaBbe 4).
T€ED

BepoBarHocHa cTpykTypa 3a Li‘} je ctpykrypa (2, u) Tako aa je /A CTpyKTypa mpBOT pena
M (4 je BEpOBATHOCHA Mepa Ha A TaKBa J1a je CBAKM CHHIVITOH MEpJbHB, CBaka penanuja R} je
pul")-MepIbUBa 1 U je KOHaYHO BPEIHOCHA BEPOBATHOCHA Mepa. I paaupan Mojen je aeuHucan
Kao y JIOTHLHU L,p y3 TOJATHU YCIIOB JIa Cy MEpPE (4, KOHAYHO BPEITHOCHE.

JlokazaheMo na je oBa akcMoMaTH3alija KOMIUIETHA 32 X;-AeUHAOUITHE TEOpHje Y OJI-
HOCY Ha KJIacy BEpOBaTHOCHUX MOJIella ca KOHaYHO BPEHOCHUM Mepama, KoMOuHyjyhu XeHku-
HOBY KOHCTPYKIIH]Y M KOHCTPYKIIH]Y CpeAbeT Mosiea. YBemhemo Be BpcTe TOMONHUX CTPYK-
Typa, Tj. Aepurrcahemo ciaabd u cpeamu MOJIEN.

n

Nepunuumja 5.3.2. (i) Cnab moznen noruxe L% je crpyxrypa (2, I), rae je 2 cTpykTypa 1p-
Af

BOT pena 3a jesuk L u [ je mo3uTuBHA peasHa QyHKIMja AePUHICAHA HA CKYITy TEpMOBA
ca HajBHIIIE JeTHOM CJI000THOM MPOMEHFMBOM X U TTapamMeTpuma u3 A.

(i) Cpenmwu mozpen y L‘Zr} je cnab monen (2, I), TakaB na akcuoma (FV) [ BaXKH YHHU(POPMHO

3a CBaKH TE€PM T, Tj. MOCTOjHU ¢ € Q* Tako /1a 3a CBaku TepM T U @ € A", 1 3a CBaKo 1 € Q,

nocroju k,
ako I(Fi (7(x,a))>0, omma I(Fi,(7(x,a))>c rtxeje

1, akojea=>r,
E.,(a)=10, akojea <r— L

JIMHEApHO, HHAa4dC.

VY 00a ciayuaja, 3a TepM T aeduHUIIEMO T2 HHIYKTHBHO Kao 3a BEPOBATHOCHE MOJICIIE,
U3y3eB ClIy4aja 3a HHTerpal (f T(x,5) dx)m(d') =I(7(x,a)).

[Tomohy XeHKHHOBE KOHCTPYKITHjE, CIIMYHO KA0 y TIPETXOIHOM TOIJIaBJbY, TOKa3yjeMo Ja
je X1-nedunabuaHa Teopuja y L‘Z‘} KOH3MCTEHTHA aKO M CaMO aKo UMa cJ1ab MOIeN Y KOMe BakKH

CBaKa Te€Opema JIOTHUKE L‘;I}. Heka je C € A ckyn HOBUX cMMOOJIa KOHCTAHTH yBEACH XCHKUHO-

BOM KOHCTPYKIIMjoM U Heka je K= LUC.
KoHcTpykinja cpember Mojiena u3 ¢ador Mojena je KIbYYHH JI€0 JI0Ka3a MIaBHOT pe3yJl-
TaTa u u3noxuhemo je cienehom TeopeMom.

fin

Teopema 5.3.3 (Cpenrba KOMIUICTHOCT). X;-gedunabuina wieopuja T us K [ je Kon3ucileHiina

aKo U Camo aKo umMa cpegroli Mogel y Kome 8adiCuU C8aKa ieopema u3 K;‘fl.

Hoxka3. YBenumo je3uk M KOju MMa YETHPHU BpCTe NMpoMeHJbHBUX: X, Y,Z,... IPOMEHIbUBE
3a CKyIoOBe, X,),Z,... IPOMEHJbUBE 3a ypeleMeHTe, 1,S,1,... 3a peaaHe OpojeBe u BQ,R,...
MIPOMEHJBUBE 32 TEPME KOjU MpeacTaBibajy ¢pynkuuje A" — R, n > 0. IIpeauxaru cy < 3a pe-
anHe 6pojese, EX(X,X)(n > 1u X = x,,...,X,) 3a ckynose, E}_(X,r,T), n > 0 (ca 3HaueHEM
T(x1,...,x,)=1),u I(T,r)(T: A > Rwm T:A' - Ru I(T) =r akxo I(T,r)). DyHKIWH]-
cKU cuMOomu ¢y +,- U cKyn ¢yHKuujckux cumbona | 3a Tepme u peanHe OpojeBe, Tako aa je
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F € Ca(R"). Cumbonu KoHCTaHTH €y X, 3a CBaKy Gopmyiy ¢ u3 K/‘Z?, T: 3a CBaKu TepM T U T

3a CBaku peanad Opoj r € RNA.
Hexa je S Teopuja u3z M, xoja cagpxu cienehy aucrty ¢popmyna:
1. Axcuome no6pe nepuHICAHOCTH
(@) (VX) A\ —(Ex,7)E; (%7, X) A E5(X, X)) tre je {£3n{j} =2,

©) (VT) A\ —3%, 7,1, )E} i (X, 7,1, )N E,, 1, (%,5, T)),
n<m

(B) (VT) (v-fr T, S) ((E;t1+1(f) T, T)/\ E2+1(f,5, T)) — = S)_
2. AxcruoMe eKCTEH3MOHAIHOCTH

(a) (V) (BS(X, X) — E3(%,Y)) — X = Y),

©) (Vx, 1) ((E, (X, 1, T) = E; (X, 1,8)) = T =0).
3. Axcuome 3a Tepme

(a) (vx!y) [E2t+1(x’y! 0: T]l(x:y)) \ E2t+1(x: ¥ 1’ T]l(xzy))]o

(6) (VX)[E,1,(%,0, Tarey) V Eppa (%, 1, Tagrey)ls

(B) E;, (7, T;) rne je T obnuka r,

(r) (VX) [Epp (X1, To) = AP)(Yy, SN EL (1,5, P) = Ep 1 (X,y,8, Te)) AR )],

r7e je T o0iuKa f o(x,y)dy,

4. AXcHUoMe 3aJ0BOJhEIHA =
(@) (VX)(ES(X, Trso) <= E; (X, 1, T)AT > 0),
(6) (VX)(ES(x,Xop) = nES (X, X,),
(B) (VJ?)(E;(JE',XW)H/\@ Es(X,X,).
5. Akcuome 3a UHTerpajgHu onepartop I
(a) (VT) (/\,152 —(3x, r)E. (%, 1, T) — (315)I(T,s)),
©) (Vr) I(T;, 1),
®) VS, T,r,s)(I(r-T+s-S)=r-I(T)+s-1(S)),
(r) (VT) ((Vx)@r=0) E{,,(x,r,T)—(3s >0) I(T,5)).
6. Akcuoma 3a KOHaYHU paHT Mepe

) (VD) A VU kA(T)>0)— I(Fi,(T)>c))
reQ k

1, akoje a=>r,
rae je Fe(a)=10, akoje a<r—1,
JUHEapHO, HWHAaue,

7. Axcuoma 3a apXMMEOBCKO MOJbE M CBE TEOpEME TEOpHje MoJba peamHux OpojeBa

8. Akcuome koje cy TpaHc(hopmalija akcuoMa JIOTHKe Kf?

(VX)E: (X, X,).
9. Akcuome peanuzaiigje cBUX pedeHuna ¢ u3 T
(Vx) Ej (x, X,).

Cnaba ctpykrypa (2, I) Moxke Ot Tpanchopmucana y cranaapany cTpykrypy B = (B, BQ,
EE® Efp 1%, <4, F o, X2, T8, ) 3a My e je B=A, PC|J,o, P(A"), QS 5, P(A" X R),
F C R je mnosbe, Xg € P 3a dopmyny ¢ u T® € Q 3a Tepm 7. Y3ehemo na je ng ={ade A" |
AE=plal}, P= {X;3 RVRS KX}‘}, T3 @) =1¥ad)3ade A, Q= {TT23 | T je TepM u3 Kf’fl} u

IP(T®)=I(7)3a Tepm T ca HajBuILe jeHOM coboxHOM npoMersbuBoM. Teopuja S je T nedu-
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HabumHa HA A U Sy C S, Sy € A UMa cTaHIapAHHU MOJIEN 3aT0 MTO akcuoma (F V) [ BaXH Y crabom
moneny. Ha ocHoBy bapBajzoBe komnaktHOCTH (BuaeTH [4]) cienu aa S uMa cTaHaapIHA MOJEI
B xoju Moxxe OuTH TpaHchopMuCaH y cpeamu Moaen B teopuje T cTaBibamkeM Ja je:

3(X)=r akko E;;BH(JE',I,TT) (R®(@) Basku aKko Effﬂ(d', r, Turw))) H

1*(2(d,y) = I®(Tuay) 3adcB".

OBUM je 10Ka3 KOMILIETHPAH. 0

Cana hemo noka3atu TeopeMy KOMIUIETHOCTH 32 JIOTHKY Lf:}. Kao u y nokasy xomruier-

HOCTH 3 JIOTHKY L[, ouhe xopumhena JleboBa KOHCTpyKIHja Koja oxrosapa JlanujeiaoBom
UHTErpany (BHIETH MOTIaBibe 1).

Teopema 5.3.4 (Teopema KOMITJIETHOCTH 32 Li‘}). Y1-gedpunabunna wweopuja T u3 L‘;\I} je Kou-

3ucieniuna ako u camo axo T uma 8€p06alﬂHOC’Hl/l Mmogeil ca KOHAYHO 6pegHOCHOM MEPOM.

Joxka3. CariacHOCT je jemHOCTaBHO Joka3artu. Jla OucMo JToKa3anu TeXHU J1eo, Heka je C mpe-
OpojuB CKyN HOBHX cMMOO0JIa KOHCTaHTH. KopucTumMo XeHKHMHOBY KOHCTPYKITH]Y Ja T00HjeMO

MAaKCHMaJHO KOH3UCTEHTaH cKyll ® peuyeHuua u3 Kf}‘, rae je K= LUC, Tako jaa je:

(1) akojeI'C®,u AT e K/[:Ifl’ onpa je \T €,
(2) axo je (f 7(x)dx >0) €®, ouna (7(c) > 0) € b, 3a Hexo ¢ € C.
fin

Kaxko je Teoprja ¢ KOMIUIETHA U CafpX 1 CBE aKCHOME JIOTHKe K [> oHa UHAYKYje cnaly

cTpyKTypy (2, I) ca yauBep3ymoM A = C, Tako Ja cBaka pedeHuna u3 ¢ Baxu y mozeny (2, I).
Crnenehu Kopak je KOHCTPYKIMja CpeAmer Mojiena 3a Teopujy 1 u3 L‘;I}. Ha ocnoBy Teo-

peme 5.3.3 mobujamo cpeamu Mojien y KoMe Baku akcuoma (FV) [ YHU(OPMHO 3a CBaKH TEPM
7. IlpenackoMm Ha w-3acuheHN HeCTaHIAPIHU YHUBEP3YM (POpPMHpaAMO UHTEPHATHH CPEIHU
unTerpanau mogaen (A, *I). JleboBa KOHCTpYKIIMja Aaje BEpOBATHOCHY Mepy (4 Ha *A Tako Ja 3a
CBakM TepM T(x) ca mapameTpuma u3 *A, cTaHIapaHU Aeo0 on *I(7T) je MHTerpaj CTaHAapAaAHOT
7ena o Ty OfHOCY Ha (. Mepe i, KOHCTPYHILIEMO Kao y CIy4ajy IpaidpaHor Mojelna 3a
TOTUKY L, . N3 JleboBe koHCTpyKIMje U akcuome (FV) [ 3aKJpydyjeMo na he mepe U, uMaTu
koHauHe paHroBe. Ha ocHoBy akcuome (E;) (Bumetu [27]) koHauHO JOOHjaMO BEPOBATHOCHU
monen (B,u)3a T,tae je B="2Au u=y,. 0

Ha motmyHO vcTH HauWH ce MOXKe JOKa3aTh UCTHU PE3YNTaT U 3a JTOTUKY Li’;,, Koja je Ha-
cTaja jojaBameM akcuoMe (FV)p TucTu akcuoma JIOTHUKE Lap.
Cnab u cpeamu Mojen ¢y AepUHUCAHU Ha ciieiehy HauuH.

HNepunnnnja 5.3.5. (i) Cnaba crpykrypa 3a L, je crpykrypa (21, u,) Taksa 1a je cBaka (i,
KOHAYHO aJUTHBHA BEPOBATHOCHA Mepa Ha A”, CBAKH CHHIJITOH je MEpJbHB U CKyIl {b €
A" (R, uy) E <p[d’,13]} je u,-MepIbuB 3a cBaky popmyny ¢(X,j)€ L% u de A™.
(i) Cpenma crpykrypa 3a L5, je ciaba crpykrypa (2, u,), TakBa 1a Baxu ciezehe: mocroju
¢ > 0 TaKo J1a je 3a CBaKy (boquyJIy @(%,57)e L, ¥ CBAKO acAm, ako je U,(pz) >0, oHna
je unlpa)>c, e je pa=1{b €A™ | (A, u,) E ¢[a, bl}.

BepoBarnocHa ctpykrypa (2, ), TAe je (4 KOHAYHO BPEIHOCHA BEPOBAaTHOCHA Mepa, He
MOJKe OUTH aKCHOMaTHU30BaHa TAaKo J1a MPOIIMPEHa TeopeMa KOMIUIETHOCTH BaXKH.

Cnenehn npumep npe6pojuse konsucrentre teopuje Ty L, Hema BepoBaTHOCHM MOzEN
ca KOHaYHO BPEIHOCHOM MepoM (Buuetu [46]).
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IIpumep 5.3.6. Heka je {R;(x), Rx(x),...} A;-nedunabunan ckyn Koju HUje TIOACKYTI HEKOT eJie-
MEHTa CKyIia A, 1 HeKa je @1, ¢, ... Habpajame cBux opmyna us L%, u neka je S,(x) npsu npe-
IuKat koju Huje Mehy Gpopmynama ¢, @z, ... YKOIHMKO TakaB MpeauKaT He OM M0CT0jao, OHJa Ou
Baxwio L € TC(p,)U...UTC(yp,) € A u npema Tome L € A kao A;-gepuHalbuiag, mWTo je
KOHTPAJIUKITHja Y OTHOCY Ha MPETHOCTaBKYy 3a je3uk L. OuurienHo je na npedpojusa Teopuja
T={Pxy=1Dx #y}U{(Px>0)(Si1(x)A---AS,(x)) | n € w}U{(Px < %)Sn(x) | n € w} Hema
BEpPOBATHOCHU MOJIEINI ca KOHAaYHO BpeqHOoCHOM MepoM. Octaje na ce mokaxke aa je T KOH3U-
crentHo y L%, Hexka je A jeqmununn untepsa [0,1] u neka je u JleGerosa mepa Ha [0,1]. 3a
atom, e je Bi =B, 3ai=1u Bl =A\B,3ai=—1.
Hutepnperupahemo npeaukare y3umajyhu na je

REM) — {Bn» ako je R, =S, 3a HEKoO m,
n

B,, wuHau4e.

bynyhu na ce camo koHauHO MHOTO TIpeauKata S, (x) MOTy MOjaBUTH Y HEKOM €JIEMEHTY CKyTia

A, cinenu na je ckyn {Aizl{}ﬁﬁi,”ék | :“(Aizll'}f.i,lﬁk) > 0} koHayaH. Teopuja T, Kao U CBE aKCHOME

noruke L cy 3amoBosbeHe, u3y3eB eBeHTyanHo akcuome (FV)p. MebhyTum, Kako je 3a ¢ =

: 1,0 i1y i i -
min {u(A et ) [ (Al ) > 0} 3a/I0BOJbCHA U OBa aKCHOMa, 3aKJbydyje ce aa je T KoH3H

crentHo y L.

5.4. lBoBepoBaTHOCHE JIOTHKE

ATICOIYyTHO HETPEKUIHU JBOBEPOBATHOCHU TPOCTOp je cTpykrypa (A,F,u;, Us) ca nse
BEpPOBaTHOCHE Mepe U U Uy Ha A neduHuCcaHe Ha UCTO] O -aireOpu I MepJbUBHX CKYIOBa KOjH
3aJ10B0JbaBajy cienehu ycioB: 3a cBaku B € F, ako je u,(B) =0, orna je u;(B)=0. Mepa u, je
arcoJyTHO HENPEKUIHA y OJHOCY Ha Uy, Y O3HAIHN U <K Uz, YKOJIHKO j€ UCITYEHEHO J1a 32 CBAKO
€ >0 mocroju 6 > 0 Tako 1a 3a cBaku B € J, axo je ux(B) < 0, oHna je ui(B) <e.

[Ipenmer Hamer mpoy4aBama he OUTH CTPYKType ca JBe Mepe Koje ce Hallaze y arco-
JTYTHO HETPEKHIHOM OfiHOCY. JIoTHke MorojHe 3a mpoydyaBame CTPYKTypa ca JIBe Mepe, Koje cy
y CHUHT'yJIapHOM ojiHOCY (Buzetu [44]), nate cy y [17], [44].

5.4.1. Jloruka L3,

Hexka je A mpeGpojus pomyctus ckyn w € A. Jloruka Lj , , je clM9Ha CTaHIAP/IHO]j BEpo-

BATHOCHO] JIOTULIH, PAa3JIMKa j€ y TOME IUTO Ce KBaHTH(UKALK]a y JOTULH Ly, , BPIIA Y OIHOCY
Ha JIBE MEPE [U; U U, Tj. TOCTOje ABE BpCTe KBaHTH(HKaTopa (P.X > 1) u (PX >r).

ATCONYTHO HETIPEKHUIHU IBOBEPOBATHOCHU Mozieln 3a L je ctpykrypa (A, u1, u2) rae je A
KJ1acH4Ha CTPyKTypa 6e3 onepanujasa L={R;,c;|i € I,j € J} u u u U, Cy BEpOBaTHOCHE Mepe
TaKBe Ja BaXXu U; < Uy.

Penanuja 3an0BosbemAa je AeHUCAHA PEKYP3UBHO Ka0 y CIIy4ajy Lap U KBAHTU(DUKATOPH
Cy MHTEpIIPETHPAaHU Ha yoOuuajeH HauuH; (A, U1, Uz) = (PX > r)p X, ¥]1[c] akko ,u(in){d' e A" |
R, u) Epla,cli=r.

Axcuome, 1 npaBuiia u3Bolhema, cy cBe akCHOME Kao y JIOTHIHU L,p, KOje JOMyIITajy Ja
kBaHTH(UKaTOpu P, u P, urpajy ynory kBantudukaropa P, 3ajenHo ca cienehnm akcmomama:
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(U;) AxcuoMme HEMPEKHUTHOCTH BEPOBATHOCHUX KBAaHTH(PHUKATOPA
D) N, V(P <DPXE[r——, e 7), i,j=1,2,
(i) A\, V. (P7 < NPEEmT+1Dp(E, 7).

(U,) Axcuoma amncoiyTHe HETPEKHIHOCTH

A VA N (BX<8)p(X)— (X < €)p(X)),

eeQt 6eQt n ped,

rae je = Un ®,, P, ={p |y uma n cnoboHUX NPOMEHIBUBUX} U @, ®, EA.

V nuiby 10Ka3suBama TEOPEME KOMILIETHOCTH JIOTUKE LY p.p, YBEJICHE CY JIBE BPCTE rmomoh-
HHUX MOJEIa.

Nedunnunja S.4.1. (i) Cnab noepoBarHocHM Mozien 3a Ly, , , je cTpykrypa (21, u), u? ) TaKo
Jla je cBaKa (4! KOHAaYHO aJUTHBHA BEPOBATHOCHA Mepa Ha A", T/Ie je CBAaKH CHHIJITOH Mep-
buB ¥ ckyn {@ € A" | (4, ul,u?) = ¢ld, cl} je u' -mepibuB 3a cBaky Gopmyiny (X, y) u3
Lypp UCu3A.

(i) Cpenrbu 1BOBEPOBATHOCHU MOJIEN 3a Ly, p je ciab mozmen (R, 4y, 4%) y KoM akcuoma ar-
COJIyTHE HENPEKUIHOCTH BaXkH YHU(OPMHO 3a cBaky (opMyiy ¢, Tj. 3a cBako & > 0 mo-
cToju 6 > 0 Tako 1a je 3a cBaky popmyny ¢(X,y) us Ly, p U € € A™ UCTIYHEHO, aKO je
priae Ar | A= ¢ld,cl} <6, onnaje ul{@c A" | A= pld,cl} <e.

C 003upoM Ja cBe aKCHOME MpEACTaBJbajy OCOOMHE Mepa Koje ce Hajla3e y arcoiyTHO
HETPEKUJHOM OJTHOCY, TEOpEMa CarlaCHOCTH BakKH. AKCHOMAaru3alifja je KOMIUIeTHA 3a Y-
neduHaOUITHE TEOpHje y OAHOCY Ha KIIACy arcoOJIYTHO HEMPEKUIAHHUX JBOBEPOBATHOCHHUX MO-
Jielna; y oka3y je KopuirheHa ciad-cpemH-jak MoIe] KOHCTPYKIUja (BHIeTH [40]).

5.4.2. Jloruka L“flf2

JlBoBepoBaTHOCHA joruka LY [ ca JIBa TMIIa MHTETPAIHUX OIleparopa je yBeleHa CIuy-
1J2

HOM KOHCTPYKIIMJOM M3 MPETXOAHOT OfIeJbKA M MPEACTaBJba €KCTEH3HU]y JOTUKe L, [ morouHy
3a Ipoy4aBame 0COOMHA CIy4YajHUX NPOMEHJBUBUX Y allCOIyTHO HEMPEKHUIHOM JABOBEPOBATHO-
CHOM IIPOCTOpPY. EKBI/IBaJ'IeHI_[I/Ija usmel)y noruka Lyp v L), [ je IpoIlKpeHa U Ha JBOBEPOBATHO-

Ll
cHe jgoruke L% app U A L

ATICOTYTHO HEMPEKUJIHU JABOBEPOBATHOCHU MOjelN 3a L je neduHuCcaH Kao U 3a JIOTUKY
L} p p,- Penaumja 3a10Bosberba je nepuuucana peKyp3uBHO Kao 3a JIOTUKY L, [» TA€ CY KBAaHTH-

¢dukaropu f u f MHTEPIPETUPAHU Ha yOOMUajeH HauuH. AKCHOME Cy CBE aKCHOME 3a L, [>Tae
1 2

KBaHTU(UKATOPU f " f Urpajy yaory KBaHTH(]HKaTopa f tyc cineaehe akcuome.
1 2
(V1) Axcuome HENpeKUIHOCTHU MHTETpaIHUX oneparopa (i,j =1,2).

@ A,V Ve Ge([ 7(E 7 dx) di <2,
L, akojer——++<a<r-—2,
rae je Gr(a)=10, aKOje61<l’—%I/IJII/Ia>r—P
JIMHEAPHO, HHAYe.

© A,V Vi S He(f, 7@ D) dy <,
1, akojer+2<a<r+-+-—1,
rae je Hi(a)=140, axojeaﬁr—i—%mmazr-k%,

JIMHCApHO, HHAa4cC.
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5. Jloiuke ca uniieipanuma

Oge akcrome Npe/CcTaBbajy Tpancnanujy akcuoma (Up) soruke L, , (BUACTH IPETXOIHH
oJleJbaK).
(V2) Axcuoma arcoiyTHE HEIPEKHIHOCTH
AV AA \/(f Fe (t(®)dX <8 —»f Fe(e(@)dE<e)
eeQt 6eQt reDreq k
1, akojea>r,
rae je Fi(a)=10, akojea<r—+,
JUHEapHO, WHAaYe.
Cnab u cpeamu Mojen neuHucaHu Cy Ha cienehu HauyuH:

Mepunnumja 5.4.2. (i) Cnab monen 3a LS il je ctpykrypa (2, I, I), tae je 2 cTpykTypa np-
1J2
BOT peaa u I, I, Cy O3UTUBHE JIMHeapHe QyHKIHje Ne(hUHICAHE Ha CKYITy TEpMOBa Ca Haj-
BUIIIE jeTHOM CJI000/THOM ITPOMEHJbUBOM X U mapamerpuma u3 A. (I, I cy A-Jlanujenosu
UHTErpaau Ha ).
(ii) Cpenru mozen 3a LY i je cnab mozen (2, I, I) TakaB Ja je akcHOMa arcoyTHE Herpe-
1J2
KHAZHOCTH 3a/10BOJbeHA YHU(POPMHO 3a CBaKH TepM T(X), Tj. 3a cBako £ > 0 moctoju 6 > 0,
TaKo J1a 3a CBaku TepM T(X) U @ U3 A 1 3a cBako 1 € Q, MOCTOjU k Tako Jia je 3a10BOJHEHO:
VYrxomuko je L(Fi (t(x,a))) <8, onna je I,(F (t(x,a))) <&,
1, akoje a=>r,
rae je F.(a)=10, akojea <r-— E’
TUHEapHO, WHaYe.
3a 00e cTpyKType, 38 TepM T, Ie(UHHUIIEMO T2 HHIYKTHBHO Kao 32 BEPOBATHOCHE MOJIEIIE,
(cmuHO Kao y jgoruuu L, f) M3y3€B yCIIOBA 32 HHTETpaJe

A
(Jf(x,y')dx) (@)=Ii(t(x,a)), 3ai=1,2.

3a X;-nedunabunny teopujy T u3 Ls il KOHCTPYKIIFja BEPOBATHOCHOT MOJIena j& BPJIo
1
CJIMYHA OATOBapajyhoj KOHCTPYKIHjH y JOTHLIN Lﬁr} (Buzmetu oxespak 5.3).
[Tocroje u apyru npumMepu ABOBEPOBATHOCHUX JIOTHKA Ca UHTETpaJIMMa e ce Mepe Ha-
Ja3e y arcoJlyTHO HEMPEKUIHOM OJHOCY; Y IbMXOBUM MoJeiuMa (PUTYpHUILLy clydajHe IPOMEH-
seuBe. Tazma ce Be3a u3mel)y Mmepa Moke aKCHOMaTH30BaTH y3 MOMOh ciTy4ajHe IpOMEHIbUBE KOja
he 6utu unTepnperupana kao Paron—Hukoaumos u3Boa. Jenna taksa jioruka he Outu onucana

y nornasJby 6. lHTEpecaHTHa je ¥ IBOBEPOBATHOCHA JIOTHKA ca MHTETrpainMa, onucana y [13],
7€ je JoKa3aHa MPOIIUpeHa KOMIUIETHOCT.
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6. Jloruke ca onepaTtopvMmMa yCUIOBHOT OYEKHBakba

6.1. CnyuyajHe npOMEH/bHBE H HHTErpanu

I'maBHM 1MJb je yBOheme ciydajHUX IPOMEHJBUBUX Y JIOTUKY L, [» TaKo 1a nobujeHa Jio-
ruka L, f([R), koja he OuTH omucaHa y OBOM IOIVIaBJbY, Oyze exkBuBasieHTHA JoruiH Lyp(R) ca
CJIy4ajHUM IPOMEHJBUBUM, BUJETH [27], [44]. 3a paznuky ox jJoruke L, [> T/I€ aTOMHYHH TEPMH
MOT'Y y3UMaTH BpeIHOCTH U3 ckymna {0, 1}, y norumm L, f([R) ca CJIy4ajHUM MPOMEHJbUBUM, JI0-
MyIITEHO j€ J1a aTOMUYHU TEPMU MOTY UMaTu BpeaHOCTH y ckymy R. Heka je L A-pexyp3uBaH
ckyn {X;,cj | i €1,j € J} cumOoIa cay4ajHUX IPOMEHJBHBUX U CUMOOJIa KOHCTAHTH.

Jepununmja 6.1.1. ATOMUYHH TEPMU JIOTUKE LM([R) cy [X;(%)],] m 1(x =y) rue je X ypehena
1-TOpKa MPOMEHJBUBUX MM KOHCTaHTH U 1 € Q. Ckyn TepmoBa u ¢opmyna u3 L, f(IR) je ne-
(uHMCaH Kao y cioydajy JIOTHKe L, [ Crpykrypa ca ciay4yajHUM IIPOMEHJBUBUM J€ CTPYKTypa

A= (A, X}, c}', u) xoja je Beh ommcana y norassmy 5.

Jedpunnuuja 6.1.2. Bpennoct 7(a)* tepma 7(¥) noruke L, f(IR) y CTPYKTYpH Ca CIy4ajHUM
NpoMeHIbMBUM 2 je Ne(uHucana Kao y L, |, u3yses cieneher npaBiia 3a aTOMH4HE TepMe:

r, akko X (@) >,
Xy *=1 -1, akko XM (@) < -,
X*(a@), wHaue.

3akspyuyje ce aa [X;(a)[,]* npencraBiba 3acek ox X;(&), orpanuyeH Opojem r. [naBHU
pasiior 3aceliama je 1a CBaku TepM Oylie MHTEPIIPETHPaH Kao OrpaHUYCHA U, IpeMa TOME, UHTe-
rpaOuiHa ciiydajHa IpOMEHIbHBA.

AKcrome 1 npasia u3Bohema ox L, ((R) cy nera kao kox noruke L y3 jeinHy pasiuKy
akcuoma o TepMumMa. TauHuje, akcuoma ,,7 =0V T = 1, 32 CBaKH aTOMUYHU TepM T~ U3 L, [ je
3aMembeHa ciieiehoM JIMCTOM aKcuoMa, TIIe je X' n-TOpKa MPOMEHJbUBHUX MJIH KOHCTAHTH.

(1) I(x=y)=0vi(x=y)=1.
) XD, =min (s, max(~s, [X;(¥)[])), rae je 0< s < 7.
3) \k/(I[Xi(f) le+1]] < k) (Xi(X) je koHauHO).

(4) 3a cBako m € N, \/fl[Xi()?) lei1] — [Xi(X)[k]|dX < —. (BepoBarHoha na je [X;(X)] > k
k

1
m
TEXH HYJIH Kaj k — 00).

Teopema 6.1.3 (Teopema carmacHOCTH U MOTIYHOCTH). [Ipebpojué ckyii ® peuenuya noiuke
L, f(IR) UMa Mogen aKko je KOH3UCUEeHILAaH.

6.2. YCUI0BHO OYEKHBaAKWE

Hedpunnumja 6.2.1. Heka je (A, S, u) BepoBaTHOCHH MPOCTOP U Heka je F o-momanredpa o &
v Heka je g: A — R orpannveHa u MepsbuBa QpyHKIHja. YCIOBHO OYEKHBAE OJ g Y OJHOCY Ha
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6. Jloiuxe ca oilepaiiopuma yCi08HOI 04eKUBarba

anrebpy J je F-mepsbuBa ynkiuja h: A — R Tako ga Baxu f gdu= f hdu,3acBako B J.
Yobuuajena o3Haka je h=E[g |JF] wimm h(x)=E[g(-)| ?](x)

CraB 6.2.2. YcnoBHo ouekuBame h(x)= E[g(-)| F](x) mocToju 1 jJeTUHCTBEHO j€ y CMUCITY Ja
cy OmI0 Koje Be TakBe (DyHKIIH]j€ jeTHAaKe CKOPO CBy/a (Ca pa3IMKOM Ha CKyIly Mepe Hyna).

Ogo je mocneauta Pagon-Hukonumose Teopeme (Buaetu [36], [22]). V ciydajy yciaoBHOT

o4YeKuBama, h je Pagon-HukonumoB usBog mepe v(B) = f gdu, 3a B € J y ogHocy Ha Mepy
B
.
Jloruka Lug je eKCTeH3Hja JoTuKe L, f(IR) HacTaja JIo/laBamkeM HOBOT omeparopa Ef- | -]

Yyja je yJiora Jia ce ONUITy MHOTHM OCHOBHH ITIOJMOBH Y TEOPHjH BepoBaTHONE, Ipe CBera, 1mojam
YCIIOBHOT OYEKHBamba CIy4yajHe MPOMEHJbUBE Y OJTHOCY Ha HEKY O -anreopy.

JMepununmja 6.2.3. Ckyn tepmoBa u ¢opmyna Joruke Lyg je neuHUCaH Kao y CiIydajy 3a
L, f(IR) u3y3eB ciencher npasuia 3a rpaljeme TepMoBa: ako je T(¥,y) TepM, Ie y Huje y X U 2
je mpomensbrBa, Taga je E[1(¥,y)|y](z) Takohe Tepm.

[Tojam c1060aHOT TT0jaB/bUBaba MPOMEHIBUBE Y TEPMY T JIOTUKE Lpp C€ YBOIAHM UHIYK-
IIMjOM TIO CJIOKEHOCTH T€pMa T Ha UCTU HA4YMH Kao Yy JOTUIH L, [> H3y3eB ClIy4aja 3a TepMOBE
ca OIepaTopoM YCIIOBHOT OueKuBamwa. [IpoMeHsbrBa v je cnoboana y E[o(X,y) | y](z) akko v
j€ z unu v HUje ¥ U cno0OMHO je y 0. 3aTuM je CKyN CIOOOAHHUX MPOMEHJBUBUX JIOTHKE Ljp
MoJIeJbEH Ha JBa Jiena: E-crnobonHe u E-Be3aHe IPOMEHIbUBE.

HNedpununmja 6.2.4. (a) [Ipomenssusa v je E-cinobonna y [X;(X)[,] akko v je y X;
(6) vje E-cnobomHay 1(x =1y) aKKo v je X WIH U je ¥
(B) v je E-cnmobonnay F(7y,...,7,) akko v je E-cio00AHO ¥ T;, 3a HEKO i;
(r) v je E-cnobonHay fT dx akko v HUje x u v je E-cnobogHo y T;
(n) v je E-cnodomnay E[7(X,y)|yl(z) akko v Huje z u v je y XU {y};
(h) IIpomensuBa v je E-Be3aHay T aKKo v je cinoboaHay T u Huje E-cnoboqHay 7.

VY nacraBKy hemo BuieTH /1a je HHTEepIpeTalyja TepMOoBa ca OIepaToprmMa yCIOBHOT Ode-
KMBamba TaKBa, Ja MHTepIpeTalyja npeko E-cI000JHUX MPOMEHIBUBHX Jaje F-MepJbuBy Ciry-
YajHy TPOMEHJBUBY, JOK MHTEpIIPETalja Mpeko E-Be3aHuX Jaje CilydajHy MPOMEHJBUBY KOja
Huje J-MepJbuBa.

. . _ Q[
Jepunnnuja 6.2.5. Mozen ca ycI0BHUM o4eKuBameM 3a L je ctpykrypa A= (A, X}, u, J), rae
J€ U BEpOBaTHOCHA Mepa Ha A TakBa /1a j€ CBaK/ CUHIVITOH MepJbUB, J je o -anredpa (-MepJbUBUX
CKYIIOBa W CilydajHa mpoMersbuBa X : A" — R je peanno BpeaHocna u | B-mepipusa (yHK-
umja, Tj. 3a cBaku bopesos nouckyn B ox R, (X7)~! (B) je ul™-mepsbus ckyr.

JMedunnumja 6.2.6. Murepnperanuja y CTpyKTypH ca YCIOBHUM oueKuBameM (2, u, F) je hyHK-
1Hja KOja CBAKOM TepMy T(Xy,...,X,) U3 Lag moaesbyje dyHkuujy 7%: A" — R u nedununcana je
Kao y ciy4ajy 3a L, f(IR), y3 YCIIOB 3a TEepM Ca OIIepaTopoM yCiIoBHOT odekuBama: (E[7T(X,y) |
y](z))m(d', b)=E[t*(d,y)|y](b)3acBako @ € A" u3a u-ckopo cse b € A, rae E[t*(a,-) | F]: A—
R mpencraBiba yCIOBHO OYeKuBame 3a T2(d,-): A — R y ogHocy Ha anredpy F.

C 003upoMm J1a cy CBH TepMH OTpaHUYECHU, MOXE ce NeduHHCcaTH YHH(POPMHA IpaHUIa
|I7||. TIpu uaTEpHIpeTaMju y Mpou3BoJbHOM Mozey 2, Baxkuhe |T7%(a)| < ||7]|, 3a cBako a' € A™.
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6. Jloiuxe ca oilepaiiopuma yCi08HOI 04eKUBarba

I[C(i)I/IHI/IH_Ie CC MHAYKTHUBHO Ha cnenehn Ha4YuH:

IX:() Tl =, I1(x=y)ll=1, Irll=r,
If = dxl=llzll, IELT | y1(2)ll = lI<ll, IF(T1,.., Talll= sup [F(sy,...,s0)l.

[si|<ll7:ll

AKCHOMATCKU CHCTEM JIOTUKE L,p je MOOMjeH Tako MITO Cy akchuoMama JIOTHKE L, f([R)
JofIaTe akcuoMe Koje popManuzyjy ne(puHHUIN]Y YCIOBHOT OYEKUBAKA:

(5) Elt(xX,y)|yl(z)=E[7t(X,u)|ul(z) tmecey u u He M0jaBIbY]y Yy X;

(6) fE[T(f,y)ly](y)-a(y)dy=JE[T(f,y)ly](y)-E[o(y)Iy](y)dy-

Teopema 6.2.7 (Teopema cariacHOCTH M IOTIYHOCTH). [Ipebpojusu ckyil peuenuya aoiuke Lg
UMa Moges axko U Camo aKo je KOH3UCULeHIUAH.

Joxa3. Heka je ® KOH3UCTEHTaH CKyn L,p pedyeHuIa U Heka je K je3uKk HacTao J0JaBambeM
HOBHX cHMOOJIa ciay4ajHe nmpomMeHsbruBe X, (X) 3a cBaku TepM T(X) u3 Lag obnuka E[o(X,y) |
y1(2), je3uky L. CBaKku TakaB TEpM je TPAHCIUPaH y aTOMUYHHU TepM [X;(X, z)[,], e je n > ||7]|.
3akibydyje ce Ja CBaKM T€PM U pedeHHIa U3 L,y UMajy cBOjy TpaHcnauujy y K, f(IR). Hexa je
U teopuja y K, f(IR), KOja ce CacToju U3 CBUX TpaHciauuja pedeHuna u3 ¢, cBux TpaHcianyja
teopeMa u3 Lyg u pedernna (PxX > 1)[ X (X)[,] = [X:(X)[s], r,s > ||7]]. ¥ je Taga KOH3UCTEHTHO
y K, f(IR) ¥ ¥Ma MOJIeJI ca cirydajHuM npomeHsbuBuM 2A. Heka je I o-anreOpa Ha A reHepucana
ckynouma {d € A | X*(d@,d) > r}, tne je 7(x,z) obmuka E[o(X,y) | y1(z) u @ je u3 A. Pexykr
Mozena 2 Ha je3uk L je MoJen ca YCIOBHHM OYCKHBAaKkEM 3a CKyN peucHuia ®. O

CnuyaH KOHIENT Ce MO)Ke HAMpaBUTH U 3a JIBa WM BHILE ONEPATOpa YCIOBHUX OYCKH-
Bama. MHTepecaHTaH je ciydaj ca qBa oneparopa E;, u E», 1€ je jenHa o-anredpa caapkaHa y
JpyTO]j.

Teopema 6.2.8. Hexa je ® upebpojus ckyii peuenuya y Lag ca geéa ollepaitiopa ycio8HOL O4eKuU-

sarva. ® uma mogen A = (Ao, F1,33), ige je F1 S F, ako u camo axo je ® konsuciieniino y Lyg
3ajegHo ca cxema aKkCUOMom

Ei[t7(%,y)|y]=E[E:[T(X, ) ¥]1y].

6.3. /1BOBEpOBATHOCHE JIOTHKE Ca YCIOBHHM OYEKHBAbEM

6.3.1. [lBOBEpOBaTHOCHE JIOTHKE Ca C1y4ajHHM NPOMEH/LHBHM H HHTErpaauMa

Kao mro je Beh onucano y norasiby 5, alicoIyTHO HENPEKUIHHU JIBOBEPOBATHOCHU MO-
nen je ctpykrypa (A, uy, Uz), tae je 2 cTpykTypa mpBor pena (6e3 onepanuja) u Ui, Uz Cy JBE
BEPOBAaTHOCHE Mepe y ofHocy Uy <K Up. Onrosapajyha noruka Lapp, je BpJIO CIMYHA CTaH-
JIap/IHOj BEPOBATHOCHO] JIOTUIIH L, p; JBE BpcTe KBaHTH(UKATOpa ce Kopucte, PxX>r,i=1,2,
r€An|0,1], koju cy UHTEpIPETUPAHU Ha yOOUYajeH HaYMH:

(1, o) E(PX > r)p(¥) akko pi{adeA” [(Au,pu2) Epldl}>r i=1,2.
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6. Jloiuxe ca oilepaiiopuma yCi08HOI 04eKUBarba

On akcuoma u mpaBwiia u3Bohema 3a Lap p, U3BOjUNEMO aKCHOMY KOja OIHUCYj€ arco-
JTyTHY HETIPEKHIHOCT Mepa U1 U Us.

AV A N (BE<6)p@ — (P <e)p()),

eeQt 6eQt new ped,

rieje ®=|J ®,, ®,={p €®|p uma n+1 cnobogHUX IpOMEHIBUBHX} U D, B, € A.

JlBoBepoBaTHOCHA TorHKa LY ,j, G@ /1B TUNA FHTETPAIHNX ONEpaTopa J€ yBe/ieHa Ha IpH-
1J2

POZaH HAYMH Ka0 €KCTEH3Hja JIOTUKE L, [» IOTO/IHA 33 POy YaBak-E 0CcOOMHa CITy4ajHUX MPOMEH-
JBUBX Y alCOJyTHO HETIPEKUIHOM JBOBEPOBAaTHOCHOM IPOCTOPY. Y OBOM IOIVIaBJbY, MOIU(H-
xoBaheMo JI0TuKy LY . - 10/aBarbeM HOBHX aTOMUYHHX TEPMOBA KOjU y3uMajy BpenHoctn y R,

CIIMYHO Kao y cnyqajylnzomke L, j([R)- Hobujena noruka L I (R) mpencraBsba OCHOBY Ha K0jOj
1J2

he 6uru yremesbena noruka Ly, p .
Jlormaxn cumbony nornke LY i (R) obyxBarajy npeGpojuBO MHOTO IPOMEHJBHBHX Uy,
1J2

V1, ...; BesHuke - u A; cumbone dynkiuja f 3a ceako f € Cu(R"), rme je Co(R") ckyn cBux
Henpekunaux pynakmmja f: R” — R, n > 0, takBux na je f [ Q" € A; cum0O07 jJeTHAKOCTH =; U

WHTErpaJiHe KBaHTH(PHUKATOPE f ...dxn f...dx. C 003upoM /1a Cy CTPYKType ca CIydajHUM
1 2
MMPOMEHJHPMBUM OJT MHTEPECA 3a Hallle UCTPaKUBame, KopucTuhemo jesuk L = {XIU{X; |i €

ItUu{cj | j € J} ca cumbonuma cirydajHux npoMeHJbuBuX X, X;, i € I n cuMO0IMMa KOHCTaHTH
cj,j € J. llpernocraBumo na je AC HC u A je npeOpojuB AOIYCTHB CKYII.

JMepununmja 6.3.1. [[BoBepoBaTHOCHU MOAEN (ANCONYTHO HEMPEKUIHU) ca CIy4ajHUM IpO-
MEHJBUBHUM 3a L je crpykTypa obmuka A = (A, X7, X, U1, Us), TAE CY U1, Ur BEPOBATHOCHE Mepe
Ha A TakBe J1a je U; < Uz U CBaKU CHHIVITOH j€ MEpPJbUB, CKYI fbe A |AE gp[d’,B]} je ,u(i”)
MepJbUB 3a cBaky dopmyny ¢(X,7) u @ u3z A, X;: A" — R je n-ta ciyyajHa NpOMEHJbUBA,

X*: A— R* je Panon-HukoauMoB U3BOM O U; Y OMHOCY Ha MEpY Uy H c?‘ €A.

Hedurnmmmo cafa cKym TepMoBa i hopmyia oruke L i (R).
1J2

Aepunnnuja 6.3.2. Cxyn Tepmosa 3a L7 i (R) je Hajmamu cKyT, Tako ja je:
(1) cBakum aroMu4HH TepM 1(x = y) unu [IYZ()?) [ r], rme je Y cumOou cinydajHe MPOMEHIBUBE U
reQt, je repm;
(i) caku peannu Opoj r € A je Tepwm;
(iii) akocy 71,...,7T, Tepmu u f € CAo(R"), onna je f(74,..., Tn) TEPM;
(iv) ako je T TepM U X je IPOMEHJbHBA, OHJIA j& fr dx tepm,3ai=1,2;
i
(v) axo je 7(¥,y) Tepm u y HHje y X, oHza je 1(7(X,y)>r) Tepm, r €Q.
Aepunnunja 6.3.3. Cxyn popmyra goruke L) i (R) je HajMamu CKyT, TaKO Ja BaXKH:
(1) cBaka aromuuHa opmyrna T > 0, 3a CBaKH ll“ei)M T, je hopmyna;
(i1) ako je ¢ opmyna, oHAa je U~ dhopMmyIa;
(ii1) ako je ® ckym opMysa ca KOHAYHO MHOTO CJIOOOHUX MPOMEHJbUBHUX U ® € A, OHJIA je U
/\ @ dopmyna.
JMedpunnumja 6.3.4. (a) UHTepmnperanuja 3a LZ [ (R) y nBOBEepOBaTHOCHOM MOJIENTY Ca CIIy-

1
YajHUM NPOMEHJBUBUM je Je(pUHUCAHA CIIUYHO Kao 'y L, f([R), y3 J0/1aTHE yCIIOBE 32 HOBE
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TeEpME:
A
(1) Uf(f,y)dy] (d')=f (@, y)dui(y), i=1,2;
i A
. 2. |1, THdb)>T,
@ (1= @y)>r)] (“’b)_{o, (@ b)<r.

(6) Penanuja3amoBosbema A = ¢[da], 3a hopmyny p(¥)u a € A", je nepunucana peKyp3UBHO
Ha MCTH HAuWH Kao y JIoTuIM Ly, y3 ycioB A = (7(X) > 0)[a] akko 7%(a) > 0.

Kao u y nmorumm L, f([R) W OBJIC Cy aTOMUYHHM TEPMH 3aCCUCHH, TAKO Jia CY CBH TEPMH
UHTEPIPETUPaHH TOMONY OrpaHUYeHe U MHTErpabuiiHe clyyajHe MPOMEHJbUBE. YHU(DOpPMHA
rpanuna tepMma || 7|| je nepunucana kao 'y LAf(R)’ u ounrienHo je ||1(t(x,y) > r)||=1. Akcuome

noruke L} il (R) cy cBe akcuome ox L, [» /i€ MHTErpay f u f Urpajy yjiaory MHTerpana f , CeM
1J2 1 2
aKCHOME 33 aTOMHYHE TEPME, K0ja j&, CIMYHO Kao y JIOruuu L, f([R), 3aMemeHa cienehoM TucTom

aKkcuoMma:
Tepm akcHome
(Ty) [Y(X)[,]=min (r,max(—r[Y(X)[;])), 0<r <s;
(T2) \/IIYE) Tgern)]l < ks
k

(Ts) \k/ﬁl[Y(f) lkrn] = [Y(X) k]l dX < % 3a cBako m € N;

(T) A\AEy)>r)=1vi(e(x,y)>r)=0),
(rme Y moxe 6utu X;, i € I unu X); 3ajeqHo ca:

AKCHOME HENMPEKHAHOCTH HHTErpa/JHKUX onepatopa i,j =1,2

€ AVV | & (j o(%,7)d%) dy < %

n m k Ji j

1 akojer—+++<ag<r-=2

’ m k= — Kk’
rae je gr(a)=1 0, akojea<r—-—wmma>r—-,

JUHEapHO, WHAYE;

@ AVY [m(]

n m k Ji j

1
o, 7)d%)dy < —,
n
L akojer+2<a<r++-—1,
m
e je hi(a)=10, akojea<r+iwma>r+-,

JUHEApHO, WHAYE;

(D) ﬁ(ery)dx:L(flrdx)dy
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PapoHn—HukKkoaumoBa akcHoma

®RN) \/ A | =& y)dy =f ©(%,y)- X)) kldy,
2

k teDVJ1

rae je D cKyIl TepMOBa ca KOHAYHO MHOTO CJI00OIHUX MPOMEHJbUBHX U D € A.

MNpaBuna useohema 3a LZ[ i (R) cy:

(Ry) ¢, =y 1y (Momyc moHeHC);
Ro) {p =y |y €W — A\ W (onjyniimja);

(R3) ¢ = (7(X,y)=>0)Fp — (f T(X,y)dy > 0), e y HHje CIIO00IHO Y
k

(renepanu3zanyja).

Teopema caracHOCTH BaXkH, ¢ 003UPOM Jla CBE aKCMOME IPECTaBibajy A00pO Mo3HaTa
CBOjCTBa.

Teopema 6.3.5 (Teopema carnacnoctu). Ceaxa peuenuya noiuke Ls il (R) xoja uma gsosepo-
1J2
BAMUHOCHU MOgeNl Ca CAYYAJHUM UPOMEH/bUBUM j€ KOHIUCTUEHIUNA.

Jlako ce MOke JJ0Ka3aTu Jia je OBa akCMoMaTH3allija KOMIUIeTHA 3a X, AepuHaOUIHEe Te-
OpHje y OIHOCY Ha KJIacy JBOBEPOBATHOCHUX MOJIENa ca CIy4YajHUM IPOMEHJBHBHUM, KOMOU-
Hyjyhu TEXHHUKY CBOjCTBa KOH3UCTEHTHOCTH U CJIa0-Cpelibu-jak MOJAeN KOHCTpYyKInjy M. Pa-
mkoBuha y [46]. McTa Texnunka 6uhe mpuMemeHa 1 3a T0Ka3uBambe IJIaBHOT pe3yJiTaTa y OBOM
MOTJIaBJIbY.

Teopema 6.3.6 (Teopema KoMIUIETHOCTH 32 L [ (R)). Hexa je T ckyii peuenuya u3 Ly N (R)
1J2 1J2
Koju je ¥y geghunabunan Ha A u KOH3UCHIEHIIAH Ca AKCUOMAMA N0TUKe LY il (R). Taga noctuoju
1J2
gB08EPOBATUHOCHU MOgeN ca CYy4ajHuUM Upomeroueum 3a T.

Y KOHCTPYKIHjU MOJIENIa KOPHCTE CE JIBE BPCTE YOOMYajeHHX MoJiena KOjU Ce y CIIy4ajy
JIOTHUKE L‘;\ i (R) nedununmry Ha cienehu HaYWH:
1J2

Hepununmja 6.3.7. Ciab monen 3a LZ; [ (R) je crpykrypa AV = (A, X, X% I, 1), tne je
1J2

I (k =1,2) no3uTuBHA TMHEapHa peanHa QyHKIM]a qe(hMHUCaHA Ha CKYITy TEpMOBA Ca HajBHIIIC
jenHoM cii000JHOM NTPOMEHJbUBOM X U mapamerpuma u3 A (I je A-JlaHujenoB uHTerpan).

V cnabom mozeny, aedunucahemo untepnperaiujy T3 TepMa T MHIYKTUBHO Kao 3a
w
JIBOBEPOBAaTHOCHE MOJIENEe, M3y3€B CIy4aja 3a TEPM ca MHTETPaJOM: [fl T(xX,y)d y]Q1 (a) =
L(t*(a,y)), i=1,2.
Medpunnumja 6.3.8. Cpeamu mozen 3a LZ] [ (R) je crpykrypa 2™ = (A, X*, X%, I}, I,) koja je
1J2

ciab mozen TakaB Aa Panon-HukonumoBa akcnoMa Baxku yHUGOPMHO 3a CBaKH TEPM T, Tj. TO-
croju k Tako na 3a ceaku T(X,y) u @ € A Baxku I, (72" (a,y)) = L(7*" (@, y) [ X3)k]*").

a
Ose mMozele heMo KOPHUCTUTH U Y I0Ka3y TeOpeMe KOMIUIETHOCTH 3a JIOTUKY Ly ; p .
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6.3.2. Jloruka L3,

Jloruka L7, , je HacTana m0aBameM [IBa ONEPAToOpa yCIOBHOT OYeKknBama Ey u B, 110-
ram L . . (R).
Al L,

JMepununmja 6.3.9. Crpykrypa ca ycJIOBHUM O4YeKHBameM 3a je3uk L je map (A, F), rae je A
JIBOBEPOBAaTHOCHA CTPYKTYpa ca CIIy4ajHUM IIPOMEHJbUBUM U J je o -anreOpa MoAcKynoBa o1 A
takBux aa je F € dom(u;)Ndom(u,).

Omneparopu yCJIOBHOT ouekuBama E1[- || u E»[- | -] cy nerepmunucanu Ha cineaehu HauuH:
ako je Y: A — R ciydajHa npomeHsbHBa, qepunucahemo Ei[Y | I] kao ycioBHO OYeKHBambe 0]
Y Ha o-anrebpu JF y omHOCY Ha Mepy Ui, k =1,2.

HNedunnumja 6.3.10. Ckyn TepmoBa joruke Ly, ;. je AeQUHACAH NCTUM NPABUIMMA 38 Tpa-
herme TepmoBa Kao y moruuu L 0 fz([R)’ y3 JoJaTak MpaBuiia ca ONepaTopoM YCIOBHOT OUEKH-
Bama:

(vi)axo je T(X,y) TepM, Iie y HUje y X U Z je MPOMEHJbUBA, oHMa je E;[T(X,y) | y1(z) Tepm
y KOME j€ M0jaB/bUBAK-E IPOMEHJBUBE J BE3aHO U M10jaBJbUBAKE MPOMEHJBUBE Z CI000AHO, 32
i=1,2.

VY namem paay kopuctuhemo ckpahenuny E;[7(X,y)|y] 3a E;[7(X,y) | y](y), na je mpema
TOME, y ci00oaHa npomeHsbuBa y E;[T(X,y) | y].

HNedunnumja 6.3.11. Uurepnperanuja 3a J0ruKy Ly, Y ABOBEPOBATHOCHO] CTPYKTYpH ca

yCIIOBHUM odekuBameM (2, F) je nedunmncaHa Kao 3a TOTUKY LZ i (R), ca momatum cieaehum
1J2

YCIIOBOM:

(Eil(%,y)y)(2))"(a@,b) = E;[*(d@,) | F)(b),

3a cBaKo @ € A" u U;-ckopo cse b € A, tae E;[7%(d, )| F]: A— R npeacraBiba yCIOBHO OYCKH-
Bame o1 TH(d,-): A— R y onnocy Ha &, 1j. F-MepsbuBy pyHKHjy g: A — R, TakBy 1a BaKu:

J (a, ) du; :f gdu;, 3acsako B€ Y.

B B

Crasnmo na je || Ei[T(X,y) | y1(z)I=I7ll.

Jloruka Ly, . MMa CBe CXeMa akCHOME M TpaBuIia u3Boljersa Kao U Jiornka L} [ fz([R)’ u3-
y3eB akcroMe (RN), koja je 3amemena cienehum cxema akcuomama:
(E1) Exlt(X,y)|y](z)=Ex[t(X,u)| u](z), tae y u u ce He 1M0jaBibyjy y X,
(E2) [ Elr(®3)1y))o()dy = [ Eele(® )1 yIy)Eclo () [ y1») dy;

k k

(Es) Ei[t(x,y)1y1(y)=E;[Ei[7(X, ) y1)y1y), i,j=1,2;

E) VA [ElEN Iy dy = [ Elt(®,y) X)) | y)(y)dy, rae je D ckyn Tepmosa ca
2

k 7eD 1
KOHaA4YHO MHOI'O CJIO60I[HI/IX IMPOMCHJbMBUX U DeA.

Hamnomena 6.3.12. UumeHnia 1a cy yclIOBHA OYCKHBaka Y OJJHOCY Ha Mepe U, U U, aeuHu-

CaHa HaJl HCTOM O -TiofairedpomM J UMILTHUIMpaA UHTEPECAHTHY penanujy u3mely mux u nara

je cneachom emoM. VY MOUYeTKy UCTpakMBamba OYEKHMBAHO je na he ymema 6.3.13 OuTH ucCKo-
. a . .

puihieHa y akcHoMaru3auuju Joruke Ly, o . C 003upoM Ja Huje 100HjeH TOrofaH pesyirar,

akcuoMa (E,) je yBpuiTeHa y cuctem akcuoma.
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Jlema 6.3.13. Hexa je § o-aniebpa mepousux uogekyiosa og A, u Uy u U, ¢y mepe Ha 8, laxee
ga eaxcu Uy K Up. Axo je T o-ioganiebpa og & u Er[Y | F] je ycnosno ouexusare ciyuajue
iupomenmuge Y: A— Ry ognocy na mepy Uy, k =1,2, onga je

E\[Y|3]- E[X | 3] = E:[YX| F],

ige je X Pagon-Huxogumos uzeoq og (1 y ogHocy Ha Us.
Hoxa3. Hajrpe, umamo na je f Ydu,= f YXdu,,tne E € J. IIpema Tome, MOKEMO 3aKJbyUUTH

E E

Ia je fEl[Y | Fldu, = ng[YX | F1du,. Tlpenackom Ha jeqHY Mepy MOXEMO eTUMUHHUCATU
E

uHTerpan Ha cienehu naunn. Kaxko je f E\Y|F)Xdu, = f E[YX|F)du, n byakmmja E»[YX |

JF] je F-mepspuBa, nok E;[Y | F1X HI/IJC HY>KHO ?—MepJLI/IBa 3aKJbyqyjeMo na Baxu E[E,[Y |
F)- X | F)= E,[YX | TF] u Oynyhu na je bynkuuja E;[X | F] F-mepiprBa, UMaMo Ja j€ KOHAYHO

E\[Y| 3] E;[X|F] = E2[YX | TF] u

Cana hemo nokasaru 1a je akcuomarusanuja 3a Ly p , KOMIUIETHA 33 X neduHabuiHe
TEOpHje y OJHOCY Ha KJIacy ABOBEPOBAaTHOCHUX MOJIENA Ca YCIIOBHUM OYEKMBamHUMa, cieaehu
HCTH KOHIIENT KOJH j€ MPEACTaB/bEH Y MPETXOHOM HOIJIaBJIbY.

a . _
Teopema 6.3.14 (Teopema carnmacHocTn). Ceaka pevenuya us Ly p p, Koja uma geoseposaiiino-
CHU MOgeNl ca YCIOBHUM OUeKUBAIbEM je KOH3UCIUEeHIIHA.

a H 7 = a
Teopema 6.3.15 (Teopema komiuieTHOCTH 32 Ly 1 ). Hexa je T ckyi pevenuya noiuke LYy o
Koju je ., gegpunbunan na A u Konsuciieniian ca akcuomama og LY EE, 1a9a, ociioju geoge-
POBAMHOCHU MOgeil ca YCIOGHUM odeKusarbem 3a ckyi T.

Joka3s. Hexka je L excrensuja on L 1o0ujeHa 1o1aBambeM HOBUX CHMOOJIA CITy4ajHUX IPOMEH-
TBUBHX X, (o(x,y)y] 38 CBAKN TepM O (X,y), i = 1,2. 3060T jeAHOCTaBHH]jET 3aIMCUBamba, mucaheMo
X L(X,y), ymecto Xg,(o(z,y)y)- T€pM T JoTHKE Ly . . MOKE OUTH TpaHcnupan y TepM J(7) oruke
(R) Ha cnenehu HaumH:
Afl fZ .
(1) ako je T atromu4HHU TepM, oHAa je T(T)=1;
(2) ako je T Tepm obmmka E;[0(%,y) | y], onpa je T(T) TepM [Xg, oy (%, ¥) [e], tne je k = ||o|l;
(3) Tpancnamnuja J KOMyTHpa ca MHTETPATHUM KBaHTH(PUKATOPUMA U Ca CBAKUM (YHKITH]CKIM
cumbooioM f;
(4) axo je T Tepm 1(o(X,y) > r), ouna je T(7) repm 1(T(o (X, y)) > 1).
Tpancnauuja popmysie @ noruxe Ly, .y bopmyiy J(p) soruke Ez\ i (R) je nedunucana
Tako 1a J komytupa ca—u A. Heka je T* Teopuja koja ce CacToju O] CBUX Tplailcnaunj apeuyeHuna
u3 T, CBUX TpaHcnauuja Teopema JIOruKke Ly ; o 1 pedenHune

fl[Xi(f)fk] —[X!@NdX=0, k,L>|lll, i,j =1,2.
i

3akspyuyje ce aa je Teopuja T* KOH3UCTCHTHA Y EZ I (R). Kopucrehn XeHKHHOBY KOH-

CTPYKIIH]Y, J0OHjaMo ci1ad MOJIeN ca CIIy4ajHUM IMPOMEHIJbUBUM

w__ YW AW A oAV g pow
AV =(A, X ,Xl. ,Xl. ,Xl. ,I1 ,12 )
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3a T*.

Hexka je L=LucC je3UK yBelleH y XeHKHHOBO] KOHCTPYKLHjH, r7e je C CKyIl HOBHX CUM-
6oma kouctantu u C € A. Cnenuhemo unejy M. Pamkosuha u3 [46]. Heka je M je3uk ca yetupu
BPCTE MPOMEHJbUBUX:

— U,V,W,... i(pOMEHJbUBE 3a CKYIIOBE;

- X,Y,%,... IPOMEHJBUBE 32 yPEIEMEHTE;

— MPOMEHJbUBE T, S, I, U, U, ... 32 peaiHe OpojeBe; u

— FG,H,... i[pOMEHJbHBE 3a n-apHE PEasHo BpeAHOCHE PyHKIH]e (Koje IpeCTaBIbajy UH-
TepIpeTalnje TepMoBa, Tj. pyHakuuje A” — R).
Penanujcku cumb0mm je3uka cy:

— < 3a peanHe OpojeBe;

— &n(x1,...,x,,U), n>1 (ca3nauemeM na je (xy,...,x,) € U);

— Vu1(%, 1, F), n>0 (ca 3HauewmeM aa je F(xy,...,X,)=T);

— Inti(F,r), k =1,2 (ca3nauemeM na je Inty(F, r) akko I (F)=r3a F: A°— Rwum F: Al —

R); u

— Exp(F,G), k=1,2 (ca 3HauemeM 1a je Exp,(F, G) akko Ex(F)=G 3a F: A" = R).
bunapuu ¢yHkuujcku cum00mu ¢y +,-, max, min ca yoonuajeHum 3HauewmeM. Cumbonu
KOHCTaHTH CY:

— U, 3a cBaKy Eg i (R)-bopmyny ¢;

a

— F; 3a cBaku iﬁ\f [ (R)-tepm 7; u
1J2
— T 3a cBaku peanHu Opoj r € RNA.
Heka je S cneneha teopuja oruke My:

(1) Axkcuome noOpe nedpuHUCAHOCTH
(@) (VU) N\ —@E%,7)en(X, 7, U)Ae,(X,U)) rae je (X3N{y} =@,

n<m

(6) (VF) /\ _'(EIX!»_V’ T,S)(Vm+1(f,_)7, T, F)/\Vn+l(fys»F));

(8) (VEIVE, 1,5) (a5, 1, E) A s (5,5, F)) — 7 =5).
(2) Axcuome eKCTEeH3MOHAIHOCTU
(@) (VX)(en(X,U) = en(X, V) = U=V;
(6) (VZ, 1) ((vari(X, 1, F) > v (X, 1,G)) = F=G).
(3) Axcuome 3a Tepme
(@) (Vx,y)[vs(x,9,0, Faemy) VV3(x, ¥, 1, Bieey)l;
(6) (V)| Vasa(Z, p, Fixyt) = (p = min(r, max(—r, @) Avi,y(%,4, Fix) |, 07 < 55

(B) \/(Vf)(vrﬁl(f’ p, EXir(k+l)]) - |P| =< k);

k
(r) \k/lnti(|F[Xi[<k+1)] — Fx,l) < -, 3acBako meN, k=1,2;
(m) Wi(F, F7);

() (VE) Va1 (Fo 1 ] gzynay) = BV, 80208, V) o Vol %, 05, E DAV, 1))
k=1,2;
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(k) (VX )\ [(Vn+2(f,y, L, Figezy)sn) V Vai2(X, 1,0, Fiz(zy)>r))

/\(Vn+2(fr ¥, 1, FIL(T()E',y)>r)) — 1/n+2(f» S, Ff(f,y)) NS> r)
/\(Vn+2(f» Y, 0) Fl(f(f,y)>r)) — Vn+2(f» S, Ff(f,y)) A _'(S > r))] 5
3) (Vx,y) [vn+g(f,y, r,E)— 3G, H)((Vz,5)v2(z,s,G) — Vni2(X, 2,5, Fy))

NExp (G, H)Avo(y, 1, H))] , TIe je T TpaHcnanuja Tepma oonuka Ex[o(X,y) | y], k =
1,2, u o’ je T(o).
(4) Axcuome 3a710BOJbCHA
(a) (Vf)(gn(f) UTEO) — 1/n+1(-fr r, FT) AT 2 0)9
(6) (V)?)(En(f, U—up) - _'gn(fr U(p));
() (Vf)(sn(f’ U/\go) — /\gn(fr U(p))
¢

(5) Axcmome MHTETpaJIHHX OTrepaTopa
(a) (VF)( />\2ﬁ(3f', MWt (X, 1, F) = (315) Inti (F 5));
(©) (Vr)Intc(F,,r);
(®) (VYEG,rs,t,u)(Inte(r- F+s-G,t)ANInty(F, u) AInti (G, v) —
t=r-u+s-v),i=1,2;
(r) (VF)((Vx)(EIr >0)vo(x, 1, F)— (Is > 0)Inty(F, S)) .
(6) AxcuoMme omeparopa ca yCIOBHUM OYEKUBAHEM
(@) (VE)EF)(Vy,s)(va(y,s, F) = vani(X,y,5, F)) = (31G)Exp*(E G), k=1,2;
(6) (YE G, H,G,)[Exp*(F,G) AExp*(H, G,) — (Inty(G - H,r) — Int(G - Gy, 1))];
(8) \/(VF)(VG, H)[Exp'(E, G) AExp*(F - Fxy,, H) — (Inty(G, 1) <= Into(H, 1))] .
k

Kkl

(7) Axcuome 3a ApXHMEIOBCKO IOJBE U CBE TEOPEME TEOPHU]j€ 3aTBOPEHOT M0Jha PEATHUX Opo-
jeBa ca min 1 max (3a peajHe OpojeBe).

(8) Axcuome koje cy TpaHcopMmalije CBUX aKCHOMa ¢ JIOTHKE Iiz I (R)

(VX)en(X,U,).
(9) Axcrome OCTBapHBOCTH CBUX pedyeHHIIA U3 T*
(Vx)ei(x,U,).

Teopuja S je ¥; nepunabunna na A. Heka je Sy moryctus noackyn oa S (So €S, S € A).
Ha ocnoBy bapsaj3oBe Teopeme xommnakTHocTH [4], S uMa monen B jep Sy uMa cTaHmapaHu
MOJIEJT KOjU ce MOe 100uTH Tpanchopmarjom ciabor momena AW
B=(B,U,T,F, sf,vfm,lntf,Expkg,§,+,-,min,max,X§, u®,r),
e je:
— B=A;
—ucpim;
n>1
- Fc |JPA"xR);
n=0
— F €R je mosme;
— e C A XU,

_ 0B m .
Vi SATXE XT;
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— Intf:fr’“—dF, k=1,2;

— Exp*’ CFxTF, k=1,2;

— +,-,minmax: F xF —-F,<CF xF[F;

- UP={@eAn| AV plal}, U={U? | ¢ je Gopuynans LY | (R)};

B A F_SEB |

- FP= ™, F={E”|7 je repm u3 ckyna D}.
Mozen B ce Moxke TpanchopmucaT y cpenmbu Mozen 2™ 3a T*, Tako ja je:
™" =rakko V2 (¥,1, F);

X} sy (D)= € axko F3(b)= ¢ AEXp*” [Fy(ay), F], 3a neto F;

" (t(a,y))=r akxo IHtf(FT(g'y), rsadeB ,uk=1,2.

Ha ocHoBy Jle6oBe koHCTpyKIMje [laHnjenoBOr HHTErpaja 3akjbydyjeMo J1a UHTepHAIHU
CPEIbU MOJIEN Ca CITyYajHUM MPOMEHIBMBUM “A™ J1aj€ BEPOBATHOCHH MOJIEI Ca CIIyYajHUM IPO-
mersbrBaM 2A = ("4, X7, X1, X2*, X¥, uy, uo) 3a Teopujy T*, tae je

XMa@)=sup{r | [X;&) [,]™(a@) > r}

u XK k=1,2, u X* cy nedunucann ucro kao n X7 Hexa je F; o-anre6pa Ha *A renepucana
CKymnoBuMa {b € *A | Xfm(d', b)>r}, rae je repm T oonuka Ex[o(X,y)|y], k =1,2. Axcuome 3a
yCIIOBHA OYeKMBamwa UMIuMnupajy na je 5, = J, = F. Ha ocnoBy akcuome (E,), npeuunsnuje,

Ha OCHOBY H»€HE TpaHCIalyje, cliean aa nmoctoju k € QT tako naa je fd,ul = f[X(x) [k]ﬁd,ug,
E E

3a cBaKkM MepJbuB ckyn E. W3 caMe KOHCTpyKIHje 3aK/bydyjeMo aa je [X(x) []* HenerarnpHa
orpanuueHa QyHKIMja U 3aT0 je U; < Up. Hexa je A pexyxt moznena 2 na L. Kopucrehn ax-
CHOME, MOXKE C€ IMOKa3aTH UHIYKIIM]OM 0 CIIOKEHOCTH TepMOBa U ¢popMyIia Ja peueHHIa ¢ 13
LS g, Baxu y 2 akko T(p) Baxu y 21, ma je 360r Tora 2 Monen 3a T. [l
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7. Tononouwke JOruke

7.1. Jloruka ca KBaHTH(PHKATOPOM ,MOCTOjH HeNpedpojuBo MHOTO"

Hexka je L npenukarcka JIOTHKa IPBOT pefa ca jenHakomhy u nmpedpojuBOM JIMCTOM CUM-
Oona penanuja, pyHKIMja 1 cuMO0Ia KOHCTaHTH. Je3uk noruke L(Q) HacTaje 1o/1aBambeM KBaH-
tuukaropa Qx ca 3HaYCHEM ,,[IOCTOJU HEMPEOPOjuBO MHOTO”, je3uky L. Ckym ¢opmyrna oBe
JIOTHKE j€ HajMambu CKyT ® Koju caapIKu cBe arToMuuHe popmyre u3 L u uma cienehe cBojcTBO:

ako je ¢,y €® u y je mpoMeHIbHBA, OHAA CY U @ AY, 7, Ay, Vy ¢ u Qyp € ®.

[Ton cmabum monenom soruke L(Q) moapaszymeBamo nap (21, g) Takas 11a je A MoJel je3uKa
IpBOT pena L u g je cKyn nojackymnoBa yHusepsyma A mozena 2, 1j. q € P(A). Yumwenuny na
n-Topka a,...,a, € A 3anoBossaBa Gopmyny ¢(vi,...,v,) y mogeny (2(,q) nepuHuieMo Ha
yoOuuajeH HauuH UHIYKIIH]OM IO CI0KEHOCTH hopMyrie . YKOIHKO je popmyrna obmanka Qxy,
OHJIa BaXKH

&, q)=Qunplay,...,a,] axko {beA|,q)E=vlal,...,am-1,b,ams,...,ax]}€q,

rae je ¢(vy,...,v,) popmyna uz L(Q) u m < n.
WHIyKIM]OM IO CI0KEHOCTH POpMYJIe ¢ MOTY c€ JO0Ka3aTH JBE jeIHOCTABHE JIeMe.

Jlema 7.1.1. Ako cy cee cnobogne iipomenmuse ghopmyne (v, ..., v,) mehy UpomeHbUsUM
Vi,,..-, Vi, uakojea; =b;,...,a;, =Db;, , onga

m im’

@Lg)Eelay,...,ax] axko (A, q)=@lby,...,bn].

Jlema 7.1.2. Hexa je (2, q) crab mogen u neka je 9(X1,...,Xm,Y1,---,Yn) poOpmyna ua jesuxy
L(Q) u nexa je ) popmyna naciiana iiomohy 3amene céaxe ci000gHe UpoMeHbUBE U3 Y1, ..., Vn
Gopmyne , KOHCIAHILAMA C1, . .., Cy. AKo cy dy, ..., d, uniliepipeiiayuje 3a ¢y, ..., C, y Mogeny
2A, onga 3a cee ay,...,a, €A sadxcu

&L, q)=velay,...,am,dy,...,d,) axxo (A,q)E=yYlai,...,am].

Hexka je 2 monen je3uxa L. Mopaen 2 je cTanIapIHU MOJIEN PEUYCHHULIE Y YKOJIHKO BaXKU
na je A = ¢ akxo (2,q) = ¢, 1€ je g cKyml cBUX HemnpedpojuBuX moackymnosa oq A. (2 =
play,...,a,] akxo (A, q) = las,...,a,], 3a cnyyaj kaga je ¢ Gopmyna).

VYxkonuko je ¢ dopmyna jesuka L(Q), uuje cy cinobonHe MpOMEHJbHUBE Uy,..., U,, OHIA
(2, q) = ¢ nonpazymena (2, q) =Vuy,...,u,p, 1 A =@ nogpazymena A =Vuy,..., u,p.

Axcromarcku cucteM Joruke L(Q) mpeacTaBiba MpoIMpenhe aKCHOMAaTCKOT CHCTEMA KJla-
CHYHOT MPEIUKATCKOT padyHa cienehum cxema-akcnomama:

A;. Qx(x=yvx=z);

Az Yx(p =)= (Qxp — Qxy) ;

A;. Qxp(x,...) = Qyy(y,...), yKOIUKO y HUje cI000AHO Y ¢, U popmyna ¢(y,...) je HacTama
3aMEHOM CBAKOT CJIOOOIHOT TI0jaBJbUBaha MPOMEHIBUBE X IPOMEHIBUBOM )

Ay QyIxp —3IxQyeVQxdyy .
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CBe akcuoMe Cy MHTYUTHBHO jacHe M UMajy cieneha 3Hadema: Axcuoma A, je ,,CBaku
CKYIl KapIuHaJTHOCTH < 2 je mpeOpojuB”’, TOK akcuoMa A, TOBOPH Jia CBAKH CKyI KOjU MMa
HEIPeOPOjUBH IIOJCKYII je U caM HerpeOpojus. ,,Ako je | J _, a, HenmpeOpojuB CKyIL, OHIA je
HenpeOpojuB 3a HEKO X € X WiH je ckyn X HenpeOpojuB” je 3HaueHhe akcuoMe Ay.

Jlema 7.1.3. Ceaxu mogen U jesuxa L je ciuangapgnu mogen ceake 0g HagegeHux akCuomd.

[Tpumehyje ce na A = Qx x = x akko je yHuBep3yM A HenpeOpojuB. Peuennma Qx x = x
HUj€ Ha JINCTU aKCUOMa, TaKo Jia Cy JOMYIITEHU U MPeOpOjuBU CTaHAAPAHU MOAETH. YKOJIHKO
0u ce Qx x = x yBpCTUJIA y JIUCTY akCHoMa, Nie(hMHUIMja CTaHAapAHOT Mojiesia Ou Mopasna OuTu
rojayaHa YMHCHUIIOM J1a je A HempeOpojuB CKyII.

Taxolhe, Huje Tenrko Hahu cirabe Mozerne Koju He 3a710BoJbaBajy akcuome o L(Q). C apyre
CTpaHe, OCTOje cJIabu MOJIENI KOjU 33/10BOJbaBajy akcroMme o L(Q) u pasnuKyjy ce of CTaH-
napaHux Mojiena. Ha mpumep, ako je g cKyIl cBUX OeCKOHaYHHX MOJCKYNoBa o1 A, oHna je (A, q)
cy1ab MOJIeNT KOjH 3a/10BOJbaBa CBaKy akcHoMmy Jioruke L(Q).

[TpaBwiia u3Bohema Cy UCTa Kao y KIIACUIHOM MPEIUKATCKOM PavyHY.

MHore Teopeme MpeIuKaTCKOT pauyHa MOTy OMTH JI0Ka3aHe Ha CIM4aH HaYuH Uy L(Q).

Jlema 7.1.4. Hexka je 3 ckyii pevenuya uz L(Q), xkao u pevenuya . Axo je YU {p} F 1y, onga
Yo -

Jlema 7.1.5. Hexka je X maxcumanno kouzucitieniian ckyi pewenuya uz L(Q). Taga, 3a cee pe-
uenuye @, Y u3z L(Q) umamo

“pEY akko QYEX u
PAYEY akko YEX u YEX.

Jlema 7.1.6. Ako je L' exciienszuja jesuxa L gobujena gogasarsem upou380/6HO1 CKyia cumbona
KOHCWaniliu, oHga 3a ouno koju ckyi 3. pewenuya uz L(Q), X je kousucieniino y L(Q) akko ¥
Jje konzucieniino y L'(Q).

Crnenehom teMoMm cy aare Heke Teopeme noruke L(Q), koje Cy BaxHe 3a JJoKa3 cTaBa MoT-
IMyHOCTH.

Jlema 7.1.7. Cnegehe chopmyne cy meopeme noiuxe L(Q):
() Qxp —3xp.

(i) 3xQyp —QyIxyp.

(iii) Qx(p AY)— @ AQx, ige X Huje cnobogHa UpoMeHbUBA Y .

(iv) Qx(pVy)—QxpVQxy.

(v) Qxp A=Qxy — Qx(p A—p).

On BenMKe BYKHOCTH 3a J1aJbH PaJ ca TOIMOJIOUIKUM JIOTHKaMa je yIpaBo Teopema ciade

KOMITJIETHOCTH, Yiju he 10Ka3 OUTH JeTabHO U3JIOKEH.

Hepununmja 7.1.8. Hexka je I' ckyn pedennna u3 L(Q) u C je cKynm cuM0o0J1a KOHCTaHTH je3UKa
L. C je ckyn cBeqoka 3a I” akko 3a cBaky peueHHILy oonuka 3x ¢ (x) moctoju ¢ € C Tako Ja Baxku
I'F3xp(x)— ¢(c).

Jlema 7.1.9. Vkonuxo je I' maxcumanno xousucideniian cxyi peuenuya uz L(Q) u C je ckyu
ceegoka 3a T, onga I uma crab mogen (2, q) inaxas ga je ceaxu enemeniv uz A uniepupeinayuja
nekoi ¢ € C.
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Joxka3. Heka je Iy ckyn cBUX peueHHIa je3nka L koje mpumnanajy ckymy I'. Ha ocHoBy sieme
7.1.5, Ty je MaKCUMaJIHO KOH3UCTEHTAH CKYIl peueHHIa je3uka L, mrasuie, C je CKyIl CBeJoOKa
3a ckyt ['y. M3 noruke mpBor pena umamo 1a I’y uma mozen 2, Tako Ja je CBaku eIeMeHT u3 A
uHTeprperanuja Hekor ¢ € C. Heka je ¢ unteprnperauuja c € C, 1j. A={c|c < C}.

Crnenehu neo nokasa je Tpanchopmanmja monena 2 'y cnad moaen (2, g) ckynal'. 3a cBaky
bopmyny ¢(x) u3 L(Q) ca HajBUIIIE jeTHOM CIOOOAHOM MPOMEHIJbUBOM, HEKaA je

Sy,={clceC mn TFoy(c)

Tanma, g = {S, | ¢ ¥ma HajBuIE jenHy CI0OOIHY NPOMEHIBUBY, penumo X, 1 I' F Qxp}. Oun-
IeIHO, ¢ je cKym nojackymnoBa ox A. TpeOa qoka3atu, MHAYKIIM]OM 1O CI0KEHOCTH PEUCHHULIE
¢, Ja 3a cBe peueHwuie ¢ u3 L(Q) Baxu

(1) @Ag)Ey axo Tk

AKo je ¢ aToMHuHa pedeHula, ouaa (1) Baxu jep je ¢ u3 L. Ykonuko (1) Baxu 3a ¢ U ), oHza
BaXXH U 332 7@ U 3a ¢ A1), HAa ocHOBY JieMe 7.1.5. 3a ¢ obmuka Jx(x) exBuBaneHuuja (1) ce
JIOKa3yje Kao y JOTHUIM TpBor pena [9].

Heka je cana ¢ ob6nuka Qxy(x) u mpeTnocTaniba ce Aa (1) Baxku 3a cBe peueHure Y/(c), c €
C. Tana,

2 Sy=1{c|I'Ey(e)y={c|@q)Ey(c)},

Ha ocHOBy seme 7.1.2. Axo je I' F Qxi, onna Sy € g Ha ocHOBY AedUHHULIK]E OX ¢, 1A J€ U
(2, q) = Qxy Ha OCHOBY (2).

IIpernocraska xaa je (2, q) = Qxyy nosnayu, Ha OCHOBY (2), 1a Sy € q. W3 nepununuje
Ol ¢, 3a caJia ce MOXKE caMO 3aKJbyUUTH Ja nocroju dpopmyna 0(y) Taksa na je Sy =Sp uI'F
Qy0(y). U3 (2) m neme 7.1.2 nobuja ce na ¢ € Sy, ummmnupa I'=1)(c), ¢ € C, u cTMIHO Baxu
u3a 0. Oparmne cienu aa je I' -y (c) akko I'+- 6(c) 3a cBako ¢ € C, nma Baxu I' - (c) «— 6(c),
3a cako ¢ € C. byayhu na je C ckyn cBenoka 3a I, Baxuhe I' - Vu (y(u) «— 0(u)), rae je
U TIPOMEHJbUBA KOja ce HHje mojaBjpuBasia y Y u 0. Ha ocHoBy akcuome 2, I' - Quiy(u) «—
Qul(u), a akcroma 3. moBiauu I' - Qxy(x) — Qub(u)uT'FQyBO(y)— Qub(u). Jobuja ce
W3 UCKa3HE JIOTUKE 1A je

't Qxy(x) —Qyo(y)

u kako je I' - Qy6(y), ciequ na Baxu I' - Qxy(x). Ha ocHoBy (1) cnenu na je (2, q) moaen
ckyna peuenuna I'. [

Teopema 7.1.10 (Teopema ciiabe komruieTHOCTH). Hexka je Y. cxyi peuenuya uz L(Q). X je kou-
BUCIUEHIUHO aKKo Y. uma upeopojus ciab mogen y kome cge akcuome noiuxe L(Q) saorce.

Joxa3. Tok noKa3a je CyIITHHCKU BPJIO cianyaH XEeHKUHOBOM JI0Ka3y TEOpeMe KOMIUIETHOCTH
3a JIOTWKy IpBor peaa. Heka je X KOH3HCTEHTHO M HeKa je L* mpormmpeme je3uka L npedpoju-
BHM CKYIIOM HOBUX cuMOoiia koHcTanTu C. Ha ocHoBy neme 7.1.6, 3 ocTaje KOH3UCTEHTaH Y
L*(Q). XeHKMHOBOM METO/IOM, X MOXK€ OMTH MPOLIMPEH 10 MAKCUMAIHO KOH3UCTEHTHOT CKyIla
I' peuennna u3 L*(Q) tako aa je C ckyn cBenoka 3a I'. Ha ocHOBY nperxoane seme, I uma ciabd
Mmozen (2*,g) y kome je cBakM eleMeHT uHTeprperamuja Hekor ¢ € C. IlpedbpojuBoct ckyna C
nosna4yn npedpojuBoct o 2A*. Kako je I' MakcuManHO KOH3UCTEHTaH y L*(Q), cBe akcuoMe U3
L*(Q) mpunanajy ckymy I u 3aro Baxe y mozeny (2A*, g). Axo je 2 penykt ox 2* Ha L, oHJIa je
(2, q) npedpojuBu caad Moaen o1 X KOju 3a70BOJbaBa cBe akcuome u3 L(Q).
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Jlokas npyror cmepa ce 1o0uja U3 YnieHuIle 1a ako je X F ¢ u (2, q) je cnad monen 3a X,
oHmajeu (A, q) = ¢. O

Hamnomena 7.1.11. 1) [Ipetxogau pe3ynrar Takolhe Baxku u 3a HEIPEeOPOjUBH je3HK L ca jeTuHOM
Pa3IIMKOM IITO C€ ped ,,ipedbpojuB” y Teopemu 7.1.10 Opwure.

2) T'opmu pesyaTar 6u ce Morao JOOUTH YKOJIHUKO C€ akcCuoMa A, 3aMEHU aKCHOMOM VX
(¢(x) = Y(x)) — (Qxp(x) «— Qxy(x)), Koja he OuTH yBpIITEeHA y JUCTY aKCHOMa TOIOJIO-
IIKUX JIOTHKA U3 HaIlleT JaJber MpoydyaBama.

3) YV nocapammeM J0Kazy KopuliheHe cy camo akcuome A, U Aj.

CrannapHu MOJZIeN 32 KOH3HCTEHTAH CKyIl PEYCHHUIIA Y. je KOHCTPYHCAaH Kao YHHja elie-
MEHTApHOT JIaHIIa w1 cllabux mozena [29]. Ako je (2, ) cnad momen 3a X, 1Tk je Aa Ce CKYITOBU
u3 q ,,yBehajy” no HempeOpojuBUX CKymnoBa KopuithemeM eneMeHTapHux jaHara. Crneneha
JeMa je KJbY4Ha Yy JI0Ka3y KOMIUICTHOCTH.

Jlema 7.1.12. Hexa je (U, q) upebpojusu cnab mogen y xome cee axcuome noiuxe L(Q) sadice u
Heka je L* jesux mogena A*, naciao gogasarbem HOBUX CUMOONIA KOHCIIAHTIU C4, 30 C6AKO A € A,
jesuxy L. @opmyna ¢(x) je popmyna us L*(Q) iiaksa ga easxcu (A*, q) = Qxp(x). Taga iiociuoju
ipebpojusa enemeniiiapra exciienzuja (B, r) og (AU, q) wiaxo ga easxcu:
(i) 3a nexo b € B\ A, (B*,r)=¢[b].
(i) 3a céary popmyny Y(y) usz L(Q) waxsy ga je (A*,q) = —Qyy(y) saxcu {a € B|(B*,r) =
Ylal}CA.

[IpeOpojuBuM MOHABIBAKEM MIPETXOAHE JIEME U KOpUIINeHhEeM METOIE €JIEMEHTApHUX JIa-
Hana J1001ja ce UCTH pe3ynTaT KOju BaXkH cajia 3a cBaky dopmyny (x) uz L*(Q).

Jlema 7.1.13. Hexka je (2, q) iipebpojué cnab mogen y kome cge axcuome uz L(Q) sasice u Hexka je
I¥ jesux mogena A geghunucan xao y upeuixognoj nemu. Taga, (2, q) uma iipebpojusy eremen-
wapny exciienzujy (B, r) waksy ga je 3a cee popmyne p(x) uz L*(Q):

(%, ) = Qxp(x) akko tocttoju b € B\ A wwiaxo ga je (B*,r) = ¢[b].

Ha kpajy, ako je (2o, go) mpedpojuBu cirad Moe 3a X, IPUMEHOM MO CTIEAHE JIEME (W1 ITyTa
nobwuja ce eneMeHTapHu aHal (Ay, gq), & < w1, IPeOPOJUBUX CIa0UX MOZIeNa, YHH]ja I00H]jeHOT
nanna he OuTu cTanmapIHU MOZIET 3a 3.

Hocaequna 7.1.14 (Teopema xommaktHocTH). Heka je ¥ ckyn peuennna u3 L(Q). AKo CBakH
KOHa4aH MOJCKYT O] . MUMa CTaHAApAHU MOJIEJ, OHJIa 2. UMa CTaHAapIHU MOJEIL.

Jlako ce youaBa Ja KOMIJIETHOCT M KOMIIAKTHOCT HE Baxke 3a L(Q) ykomuko L nma He-
npebpojuBo MHOTO cuMOona KOHCTaHTH, nocmarpajyhu ckyn ¥ = {-QxP(x)} U {P(c,) | @ <
wilUf{c,=cgla<pf <w}

KBantuduxarop Qx ce Moke UHTEPIPETUPATH HA pa3TUIUTE HAYWHE, O YeMY TOBOPH Clie-
nehu Hu3 mocnenuna ciade KomIuieTHOCTH 3a Joruky L(Q). TIpernocraBka jaa je jesuk L mpe-
OpojuB MOXKe OUTH o0auYeHa.

Teopema 7.1.15. Cregehe uurwenuye cy exeusaneniine:
(i) X je KonzucimeHimno y ognocy Ha axcuomy As u cxema axcuomy Vx(p — ) — (Qxyp «—

Qxy);

(ii) X uma crab mogern.

Teopema 7.1.16. Cregehie uurenuye cy exgusaneniine:
(i) X je konsucieniino y ognocy Ha axkcuome A, u As u cxema axcuomy Qx(p AY) «— Qxp A

Qxyp,
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(ii) X uma cnab mogen (AU, q) waxas ga je q gunitiep Ha ckyiy A.

7.2. TononowkH NpocTopH

Konuent meTpuykor mpocropa, Kao CKyIa 3a 4Hja je CBaka JBa eJeMeHTa oapeheHo pa-
CTOjame, yBesieH je moueTkoM 20. BeKa Kao NPUPOJHA FeHepan3alija pasHuX MpoCcTopa Koju
Cy JI0 TaJia Ipoy4YaBaHM y MaTeMaTnyikoj ananu3u. O6jeaumyjyhu pesynrare KI1acH4He aHAJIN3e
BE€3aHE 32 HEMPEKUIHOCT, KOHBEPTeHIIN]Yy ¥ pa3He 0COOMHE MPOCTOPa, TEOpHja METPUUKHX MPO-
cTopa je yop3alia 1aJbH pa3Boj MaTeMaTHIKe aHan3e Ka (YHKIIMOHAIHO] aHAIM3H Y KOjOj TaYKe
IPOCTOpa HKUCY BHILIE caMO OpojeBH win ypeheHe n-topke 6pojeBa. 3aCHUBaWmE TEOPH]jE TOIIO-
JIOIIKUX TIPOCTOpPa J0JTa3u Kao MPUPOIHA MOCIeauNa pa3Boja (YHKIIMOHATHE aHAIU3e, Tj. ja-
BMJIa ce MOTpeda Aa ce yMEeCTO METPUUYKMX MOCMAaTpajy jOoII arcTPaKTHUjU MPOCTOPH; JlaHac
MpeCTaBJba HAJONILITH]H OKBUP Yy KOME C€ U3y4aBajy HEMPEKUTHOCT M CPOIHU I10jMOBH.

HMepununmja 7.2.1. Konexnuja O nojackynoBa HEKOT HEMPA3HOT CKymna X je KOJEKIHja OTBO-
PEHUX CKYIOBa, WM TOMOJOIH]ja, aKO U caMo ako Baxe cieaeha Tpu yciosa:

(0)) ¥, Xe0

(0,) ako U, VeOonman UNVeO;

(Os) 3a cBaky damunmjy {U; | i€ I} SO, Baxu | J,_, U;€0.

Tononomku mpoctop je map (X, O).
EnemenTe konekiuje O Ha3MBaMO OTBOPCHHUM CKYITOBHUMA. 3aTBOPCHH CKYIIOBH Cy KOM-
TUIEMEHTH OTBOPCHHX.

Teopema 7.2.2. Konexyuja C ceux 3aiiopenux ckyiioea nekol wononrouxol upocimopa (X,0)
3agoeosvasa ciegehe yciose:

(Cl) g, X e G, N

(C,) ako FHeCongau FUHEC ;

(Cs) 3a ceaxy pamunujy {F; | i €I} CC, sanxncu ()., F€C.

Tomonomika cTpykTypa Ha HEKOM CKymy X Moxe ce IeuHuCcaTH Tako IITO ce MPBO 3aa
konekirja € moackymosa o1 X koja 3a1oBosbasa yciose (Cy), (C,), (C3) u unje enemeHTe 30BEMO
3aTBOPEHU CKYTIOBH, 2 OHJIa CE OTBOPEHH CKYTIOBH JC(HUHUIITY KA0 KOMIUIEMEHTH 3aTBOPCHHUX.

Teopema 7.2.3. Jaiiu cy wionionowxu upocimopu X, = (X, 0), konexkyuja owieopenux cxyiosa
O na X u X = (X, C), konexyujom C 3aiieopenux ckyiiosa na X. Axo 3a céaxu U € O u ceaxu
FeCeancu U\FeOu F\U e€C, waga je O konekyuja owieoperux ckyiosa upociiopa X, a
C konekyuja 3ammieopenux ckyiosa upociiopa X;.

[Ipema mpeTXomaHOj TEOPEMH, TOTIOJIONIKH IMPOCTOP ¢€ MOXKe Ne(HHUCATH U Kao TpojKa
(X,0,€), tako ma xoneknuja O 3amoBoJbaBa yciose (O1), (Oy), (O3) 3a oTBOpeHe ckymose, a C
ycnose (C;), (Cy), (C3) 3a 3aTBOpEHE CKYIIOBE, Y3 JIOJAaTHU yCIIOB

ako UeOuFeC, tamta U\F€O u F\U€C.

Jedpunnumja 7.2.4. Heka je (X, O) Tononouku npocrop. Ckyn A C X je okoinHa Tayke x € X
akko moctoju oTBopeH ckymn O € O TakaB 1a je x € O C A.

YumeHuIa 1a je CKyI OTBOPEH MOXe Jla C€ N3pa3u MoMohy 1ojMa OKOJIMHE TaukKe, O 4eMy
roBopu cieneha Teopema.
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Teopema 7.2.5. Hexa je (X,0) mounonowxu tipociiop. Taga saxcu: ckyi A C X je oinigoper
aKKo je OKOIUHa ceéake ceoje iayke.

Jepunnnnja 7.2.6. Heka cy (X,0,) u (Y,0,) Tononomku npocTopu u X, € X mMpou3BoJpHA
tauka. Oynkuymja f: X — Y je
— HETNpEeKUIHA y TaYKH X( aKKO 3a cBaKy okonuHy V Tauke f(x) mocroju okonuHa U Tauke
Xo Tako na je f[U]C V;
— HETpEeKUIHA aKKO je HeTIPeKUIHA y CBAaKOj TayKku X € X.

VYcioB HeMpeKUAHOCTH (BYHKITH]E MOXKE J1a C€ MCKaXe U KOPUIITNEHEM IT0jMOBA OTBOPEHOT
U 3aTBOPEHOT CKYTIa.

Teopema 7.2.7. Hexa cy (X,0,) u (Y,0,) woiorowxu ipociiopu u f: X — Y ilpouszeonno
upecnuxasarwe . Taga cy cregehu yciogu ekeueaieHiaHu:
(i) Ilpecnukasarve f je neupekugHo .
(ii) 3a ceaxu omieopen cxyi O C Y, cxyu f~1[0] C X je owieoper .
(iii) 3a ceaxu 3awmsopen ckyii F C Y, ckyu f~[F] C X je 3atusopen .
HMedpunnumja 7.2.8. Heka je (X, O) rononomku nmpoctop. 1) @amunuja B C P(X) je 6a3a Tormo-
noruje O akko Baxke cieaehu ycinoBu:
(B1) Enementu xonekiuje B cy OTBOpeHHU CKyIoOBH, Tj. B C O;
(B2) Csaku otBOpeH ckyn O € O MOXe J1a ce MpUKake Kao YHHUja Heke noadamunuje Gpamunuje
B.
2) Konexkmja P € P(X) je monba3a Tononoruje O akko Bake cieachu ycioBu:
(PB;) Enementu xonekmuje P cy oTBopeHU cKymoBH, 1j. P € O;
(PB,) ®amunmja cBUX KOHAYHHUX IIpeceka eleMeHara P mpeacrariba HeKy 0a3y Tomosnoruje O.

[Tpou3Bo/ TOIMOJIOIIKKX MPOCTOPA CE€ YBOJM Ha OCHOBY clieniehe jenHocTaBHe Teopeme.

Teopema 7.2.9. Heka je I neiipasan ckyii, a {(X;, ;)| i € I} pamunuja woiionowrux ipocivopa.

Taga saorcu:

a,) Konexyuja P ceux iiogekyiiosa cxyiia | [ X; obnuxa @;'[0;], ige je i € I iipoussoman un-
gexe, a O; € O; omisopen ckyi y iipociiopy X;, je logbaza nexe moiionoiuje na ckyiy | [ X;.
O3uauumo wiy wiotonoiujy ca Q.

a) Damunuja ceux KOHayHUX tpecexa eremenailia Konekyuje P

B:{ ai‘l[Oi]|K§I/\|K|<}<o/\(\1ieK)O,~e(‘),-}
ieK

je 6asa wmounonoiuje O.

(3a j € I, npecimkasame it;: [ |
IPOU3BOJA HAa POCTOp Xj.)

iy Xi = X; naro ca @t;((x; | i € I)) = x; je mpojekuuja

Nedununuja 7.2.10. Tononorujy O Ha ckymy | [ X; yBeneny y nperxomHoj TeopeMu 30BEMO

tononoruja Tuxonosa. 3a mpoctop ([ [ X;, O) kaxkemo na je mpomssox dammmmje mpocropa
(X, 00 iel}.

7.3. Tononorwuje Ha Knacama
Kox nedunucama MHOTHX 1T0jMOBa BE3aHUX 3a KJlaca-IpocTope, H1je Moryhe npeHeTu Ha

JE€IHOCTaBaH HaYMH JAe(pUHUIIM]Ee U KOHCTPYKLHM]je oAroapajyhux mnojMoBa u3 KIacu4yHe TOIO-
joruje. ['maBHU pasJior je oACYCTBO omneparje KoMIuieMeHTrpama. OBaj mpoodaeM y MHOTUM
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ClIly4ajeBHMa MOXe OUTH OTKJIOEH JeduHUCamheM OCeOHO Kilace OTBOPEHMX CKYIOBa M TO-
ceOHO KJ1ace 3aTBOpeHUX cKymnoBa. CIMYHO ce MOXKE U3BECTH U HA CTAHJAPTHUM TOTIOIOIIKUM
npocropuma (teopema 7.2.3).

VY oBoM ozespky hemMo BenmukuMm mojadanum ciosuma: X,Y,Z,... O3Ha4aBaTH Kiace, a
0oOMYHMM (MajHiM M BEJIUKHUM CIOBUMA): X,),Z,...,X,Y,Z,... ckynoBe. Kopuctuhemo u cran-
napaHe o3Hake: V 3a kimacy cBux ckymnoBa, ORD 3a knacy cBux opaunana, CARD 3a kiacy cBux
KapJauHaia uT]. Merareopuja Ha K0joj he OuTH 3aCHOBaHO U3j1arame y 0BoM o71eJbKy je NBG Te-
opHja CKyIloBa y K0joj Ce pa3MaTpajy Kiiace, a Koja je 3ampaBo ekcrensuja ZF Teopuje ckymnosa.
Mujajnosuh u hupuh y [11], [12] yBoae mojam TOTONIOMIKE CTPYKTYpE Ha MPAaBUM KJlacaMa Clie-
nehom nedunumjoM.

JMedpunnumja 7.3.1. Heka cy X, T u C xnace. Tpojka (X,T,C) je TOmnonomku Kiaca-npocTop

aKko Baxke cnenehu ycinoBu:

(KT;) ako u,veTl,osmanunvel;

(KT,) 3a cBaku ckyn i u cBaky damunnjy {u; | j € i}, ako 3a cBaku j € i, u; € | oHIa u
Ujei uf E—ﬂ—;

(KTs3) 3acBaku x € X moctoju u € T, TakaB Ja je X € u;

(KT;) akvouecTuacC,onmaul\acT,

(KC;) ako a,beC,ounaauUb eC;

(KC,) 3a cBaku ckyn i u cBaky pamunujy {a; | j € i}, ako 3a cBaku j € i, a; € C oHga u
ﬂjei aj € C;

(KC3) 3acBaku ckym x, TakaB Ja je x C X, moctoju a € C, TakaB na je x C a;

(KCy) akouecTunacC,oumanal\ucC.

IlIpumepn:
1) Juckperan kinaca-npoctop Ha V: (V,V,V).
2) 3a cBaKkuM OpJMHAI ¢, HEKA j€ T, CKYII CBHX OTBOPEHHUX, & 0, CBUX 3aTBOPEHUX TOJICKYTIOBA O]
a 'y omrHOCy Ha Tononorujy ypehema na a. Kako jesaa < f3, 7, S 7p u 0, C 0p, 1aKO CE€ BUIH
najesal = Uae@[R[D T, uC= UanIR[D 04, (ORD, T, C) Tomonomku Kjaca-nmpocTop. TomosomKu
kJiaca-npoctop Ha kinacu CARD, aedunwuiie ce moTmyHO aHAJIOTHO.
3) Heka je Ha ckyny x AepHuHHUCAH 0OMYaH TOIMOJIOUIKH IPOCTOP, Y KOME j€ T, KOJEKIHja CBUX
OTBOPEHUX, & O, KOJICKIIMja CBUX 3aTBOPEHUX CKYIOBAa. 3a MPOW3BOJbHY Kiacy X, HEKa je
T={u|lucXxnuettul=4{ala<Xxnaeo,} Tanaje (XT,C) Tononomxu
knaca-mpoctop. C apyre cTpaHe, MOXKE C€ JJ0Ka3aTH Jia je, 3a CBaKH TOIOJIONIKH KIaca-IpocTop
(X, T,C) u cBaku ckyn x € X, (x,T [,,C [,), oOM4aH TONOJOIIKHK MPOCTOP, MpHu dyemy je T [,=
fynx|yeTtull,={ynx|yeC} BamHHT:UXGXT [ C:UXGXC [e-

Crenehu pesynratu cy o1 3Ha4aja 3a paJi ca TOTIOJIOIIKUM JIOTUKaMa Koju he OMTH U3110KeH
y HapeTHOM OJICJBKY.

Teopema 7.3.2. Hexka je K ilpasa knaca u Y u ¢ cy knace wiogekyiiosa og K iuako ga je

(1) VxeKiseY xes.

(2) 3a ceaxu tiogcxyiu m C K sioctuoju f € ¢ wnaxo gaje m C f .

(3) VseYVfed(s—feXAnf—sed).

Onga iiociioju najmarea knaca-mouonoiuja (K, v(), o(¥)) waxo ga éaxcu ¥ Cv(X)u ¢ C o(P).
Teopema 7.3.3. Hexa je (X, T,C) knaca-upociiop u f C X. Taga, f je 3aiusopen axxo (Vy ¢
HAvelyevavn f=@).
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Hamomenumo na ako cy X u Y kiace, npeciukaBame U3 Xy Y je cBaka kimaca F € X x Y
Tako 1a Baxu Vx € Xy €Y (x,y)el.

JMepununmja 7.3.4. Heka cy X u Y xnaca-npocropu. [IpecnukaBame [ : X — Y je HEnpeKuaHO
akko je pectpukiyja [ [ u 3a cBako u € Tx HenpekuaHa QyHKIH]a.

Teopema 7.3.5. Hexa cy X u'Y xnaca upocuiopu u F: X — Y tpecauxasarwe. Cnegehu yciosu
Cy eK8UBANEeHIUHU.

(1) T je netipexugno .

(2) BaceeucTxucee weTy, unfF(w)eTy .

(3) B3aceeveCxucee weCy, vNFYw)eCx .

[Mpowmseox nBa knaca-npocropa X; =(X;, T;,C;), 1 <i <2, jeknaca-npoctop X = (X, T,C),
rie je X=X, x X, u ocuose 3a T u C cy xnace Ty = {i; ' (w)nit,'(v) | u € Ty, v € To},
Co ={a;"(u)na,'(v) | u € Ci,v € Cy}. Osre cy i) u i, cy npojekumje u3 Ky K; u K,
PECIIEKTUBHO.

Knace Ty u Cy ounrienHo He 3a710B0JbaBajy yciioBe Teopeme 7.3.2, 3a1o Heka je 1/ kimaca
CBUX KOHAYHHUX YHHja enemeHara kiace [, u C’ Heka je kilaca CBUX KOHAUHUX yHH]ja elIeMe-
Hata knace Cy. (JIako ce youama ga cy knace [’ u C’ 3aTBopeHe U 3a KOHa4yHe mpeceke). Oun-
menHo je To € T u Cy € €’ u xnace T/ u C’ 3amoBosbaBajy yciaoBe Teopeme 7.3.2, ma Tajaa
nocToju HajMamu Knaca npoctop (X, T,C) takas ma je T/ € T u €’ € C. Huje temko Bu-
netH na je kmaca T = {UX | x je KOHauaH Tpecek enemMeHara u3 1’} yIpaBo Kiaca OTBOPEHHX
ckyroBa T U3 ropme ,,iebuHnIMje” Npou3Boaa Kiaca npocropa. Cimuuno, kmaca C = {Nx |
X je koHayHa yHH]ja enemenara u3 C’'} je kmaca 3atBopeHux ckymnoBa C. CBe y cBemy, MOXe ce
3aKJBYYHTH Jia je cBaku oTBOpeH ckyn O € T yHwuja ckynoBa oommka Oy X O, tae je O, € Ty u
O, € T, 1 0Ba YMHEHHIIA j& O BEJIMKOT 3Ha4Yaja 32 KOHCTPYKIIM]y aKCHOMATCKOT CHCTEMa Hallle
Joruke koja he 6utu uznoxkeHa y Hapeagaom oaesbky. (Kmace T’ u C’ nnaue oOpasyjy 6a3y kiaca
npocropa (X, T,C), Buaeru aepunnnmjy 6aze y [12]).

7.4. Tononowka noruka L(O)

CBe TomoJomIKe JOruKe Koje he OuTH n3j10KeHe y HapeTHUM OJIeJbIIMa Cy YTEMEJhCHE Ha
Crpoosoj noruuu L(O) [50], koja je qocta ciryHa goruuu L(Q) ca yonuTeHUM KBaHTU(HUKATO-
poMm ,,tocToju HenpebpojuBo MHoro”. Ckyn dopmy:na soruke L(O) TeHeprcaH je Kao y JIOTUIIH
L(Q), c jemnHOM pa3iHKOM IITO cajia kBaHTU(ukaTtop Ox Urpa yaory kBaHTHHKaropa Qx; ciad
mozen (2, g) je nepunucan Ha uctu HaunH. Cnad mozen (2, g) jesuka L(O) je TONMOIOMIKH KO-
1MKO je g Tomornoruja Ha A. MHTepnperanuja ¢popmyne Ox ¢ y TOMOJIONMIKO] CTPYKTYpH (2, q)
3a Basryanjy v : Var — A neuHucaHa je Tako Ja:

@, q)EOxplv] akko {beA|@,q)E¢v(b|x)}eq.

AKCHOMAaTCKH CUCTEM y OJTHOCY Ha KOjH j€ JI0Ka3aHa KOMILJIETHOCT j€ J1aT Kao MPOIINPEHE
aKCHOMATCKOT CHCTEMA KJIACHYHOT TPEJUKATCKOT padyHa ciienehum cxema akcuomama:
(Ao) Oxp(x)—Oyp(y);
(A1) ¥x (g 1)) — (0xp — Oxy);
(Ay) Oxx=x,0xx #x;
(A3) Oxp AOxyp — Ox(p AY);
(Ag) Yy Oxp — Ox3y y;
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[Ipe camor nokasa notmyHoCTH Tpeba ructahu 1a je moka3 6a3upaH Ha jeTHOCTAaBHOM TBP-
hemwy, koje miacu: ako je Y € X u Y Huje oTBOpeH CKyI mpoctopa (X, 7), Taja MoCToju Tauka
a € Y TakBa Jja 3a cBaku oTBOpeH ckyn U C Y umamo na a ¢ U. Ha ocHOBY ciiabe KOMITJIETHO-
ctu oruke L(Q) 3akJbydyje ce Ja CBaKM KOH3UCTEHTaH CKyM peuenuna y L(O) uma ciab momen
(2, q) y xome Baxke cBe akcuome joruke L(O) (Bunetu HaroMeny 7.1.11 u Teopemy 7.1.15).

Teopema 7.4.1. Heka je T weopuja y L(O). Taga, T je xonsuciueniuino y L(O) axko T uma
WOUOIOUWKU MOgGeEI.

Joxka3. Ykonmuko T muma Tomosowku mozaen (2, q), ouna je T konsuctentHo y L(O), Oynyhu
na cBe akcuoMe (Ag)-(A4) Bake y CBaKOM TOIOJIOMIKOM mpocTtopy. IlpernocraBumo na je T
KOH3UCTEHTHO Y L(O).

KoHcTpyKIHja TONOIOMIKOT Moziena je cienehu 3aarax.

3a cBaky dpopmyny ¢(x,y1,...,Y,) Joruke L(O) nonaje ce HoBu cuM0b0a pynkuuje f2(y1,...,Yn)
u 3a 6usio kojy aary dopmyny Y (x, z1,...,2,,) HeKa ¥ Oyne cneaeha Gpopmyna

VYoo VirZ1ree ey Zm (Oxz/;(x,zl,...,zm)AﬂOxt,o(x,yl,...,yn)/\
AVx (Y(x,21,...,2m) = @(X,Y1,...,Vn)) =
_’So(f(p(J/h---;J’n),J/h---»J/n) /\_'l/)(f(p(ylr---yyn))zly-~-,Zn))'

OBo 3Ha4M Ja, ako ¢ AepUHHILE CKYIl KOJU HUje OTBOpEH, oHAa f¥ omapelhyje Tauky u3
TOT CKyIla KOja HHje HU Yy jJeHOM IOJACKYIy OJl ¢ Koju je aeguHaOuian nmomohy . Heka je
L'=LuU{f? |y e L(O)}. Tpeba mokazatu aa je T = T U{yY?¥ | p,y € L(O)} KOH3UCTEHTAH y
L’(0). loBospHO he OuTH 1a ce moKaxke Ja je CBaKh KOHA4YaH MOJCKYT KOH3UCTCHTAH.

Hekaje y)?’, 0 <i < m, xoHauaH cKyn GopMyJa OOIMKa KOjH j€ IPETXOAHO HaBeneH. Kako
je T xonsucrentHo y L(O), 3akipydyje ce na T uma cinab mozaen (2, g), rae je g ckyn L(O) nedu-
HUOMIHUX CKymoBa. 3acBako0<i<m, a,,...,a;, €A, tako naje (A, q) =~Oxp;(x,a,...,a;,),
Heka f¥i(a,...,a ;) Oyae HEKH elIeMEHT CKyTa

m

[pi(x,ay,...,a;)] Q) —U [Elzl,...,zml. (Oxi(X, 21,0, Zm;)) A

i=0

(Lq)
AYi(X, 21,0, 2m ) AVZ(Yi(2, 21,0, Zm;) — go(z,al,...,aji))] )

f¢i(a,...,a;,) je HEKH eIEMEHT U3 [goi(x,al,...,aji)]( 9 koj¥l HHje HH y jeHOM OTBODEHOM

ckyny aepuHaOuiIHUM popmynoMm y;(x,zy,...,2m,). OBo je moryhe, Oynyhu na je T KoH3U-
CTEHTHO ca akcuoMoM (A,). Mnadge, Heka je f¥i(a,,...,a;) 6uno koju enement u3 A. Tana
(R, fo1,..., fm,q) = TUfyY?' |0 < i < m}. 3aksbyuyje ce naje T/ KOH3UCTEHTHO U Heka je (B, )
ciab mozxen 3a T’ rae je r’ ckyn L'(O) nedunaOmnnux ckynosa. Heka je r pecTpukuuja o 1’ Ha
L(O) nepunabunanm ckyrnoBuma. Ha ocHOBY akcuome (Aj), r yuHH 6a3y 3a TONOJIOTH]Y, KOja
ce MOXKe O3HAYUTH ca r*. Moxe ce J0Ka3aT, HHAYKIHjoM 1o ciokeHoctu L(O) dopmyna, na
je (B, r)=(B, r*), onHocHo na je (B, r*) Tononouku Mojei 3a T. JeuHN HETPUBHjAJTHU CITy4a]
je 3a popmyny Oxp(x,by,...,b,). Yrkomuxko je (B, r) = Oxp(x), onna je u (B, r*) = Oxp(x),
c o03upom ma Baxu r C r*. Axo je, mak, (B,r*) = Oxyp(x) u (B,r) = ~Oxp(x), oHna je
[p(x, b1, D)IBT) = [0a(x)]®B7, tre je (B,r) = Oxpq(x) 3a cBako a € I. Mehytum,
fe(b,...,by) € [p(x,by,..., b)) BN\, o [@alx)]®D, mTo naje xourpamukiujy. IIpema Tome
T ¥iMa TOIOJIOIIKH MOJIECII. O
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3a Tonosnomky Joruky L(O) mokazaHe cy U TeopeMa KoMnakTHOCTH U JloBenxajmM—Crore-
MOBa TeopeMa.

Kao mocnenuiia HaBeAeHUX pe3yliTara y OBOj IVIaBHU j€ M TeOpeMa MOTIYHOCTH 32 JIOTUKY
L(Q,0), mpu ueMy je HBeH aKCHOMAaTCKH CUCTeM yHHja akcuoma 3a L(Q) u L(O). OBa joruka je
MOTO/THA 32 ONMCHBAKE HEKHX OCOOMHA TOTOJIOIIKHAX MPOCTOpPa, Kao MITO Cy CemapaOuITHOCT,
aKCHOME MPeOPOjUBOCTH U CIUYHO.

Teopema NOTIMYHOCTH MOKa3aHa je U 3a JOTHKY L, ,(0) 4Mju je aKCHOMATCKU CUCTEM JIaT
Kao yHHja aKCHOMATCKHX cucTeMa Jtoruka L(O) u Ly, utye akenoma /\ |, Oxp — Ox \/ @, e
je ® 6mino koju ckyn popmyra ca KOHAYHO MHOTO CJIOOOTHHMX MTPOMEHJbHBUX.

7.5. Tononowka Knaca-noruka L,(O, C)

LenTpanHu mnojam y OBOM OZE€JbKY j€ TOIOJIOIIKH KJIAca-MPOCTOP, KOJU j€ U3JIOKEH Y
onesbky 7.3. Tomonomike kinaca-npocrope ¢y yBenu hupuh u Mujajnosuh y [11], a cBoje nabe
ucTpaxxuBame HacTaBwin y [12]. Kopak y uctom npasity je u paa bHophesuha, Mkonunosuha u
MujajnoBuha, y [14], Ha norutm L, (O, C), y K0joj Cy, Ka0 MOZAEIH, OITUCAHU TOTIOJIOIIKHU KJlaca-
POCTOPH.

be3 ymamuBamwa onmTocTy, NPETIOCTaBUMO Ja je A MpeOpojuB IOMYCTUB CKYH (BUIETH
[4]), xoju canpsku cBE 00jeKTe MOTPEOHE y HAPEAHUM KOHCTPYKIIMjama: CKYTI w, (hopMmylie, CKy-
nose (hopmyna uta. Jloruka L,(O, C) je uHpuHUTapHA JOTHKA T0OUjeHa U3 ToTuke L, (BUIETH
3) nonaBameM kBaHTU(UKaTopa O u C.

Ckyn popmyna noruke L,(O,C) je HajMamby CKyH KOjH CaJIpKH CBe aToMHu4uHe (hopmyre
1 3aTBOpEH je 3a Heranujy (—), kBantudukarope (V), (), (O), (C) u npedbpojuBe OeckoHAUHE

koHjyrKumje (/\) hopmyia, mpeko eneMeHara I0IyCTHBOT cKyma A, Tj. /\ pen P PE A.

JMedpunnumja 7.5.1. Cnad monen 3a L,(O, C)je ctpykrypa (X, T, C), rae je K monen npBor pena
Ha je3uky L, uuju je yHuBep3yM K kinaca, a T u C cy knace nozackynosa o K.

Cpenmu mogen 3a L,(O, C) je cnab moznen (K, T, C), TakaB 1a BaxH:
(1) 3acBaku x € K moctoju U T takaB na x € U,
(11) 3a cBaku noackyn X C K nocroju F€(C takaB ja XC F,
(ii1)) saceeUeTu FeC,U\FeTuF\UeC.
Tononomku kinaca-monen 3a Ly (O, C) je cnad monen (K, T, C), koju je TOIMONIONIKH Kilaca-
IPOCTOP.
Penanuja 3an0Bossema = neuHucana je Ha yoOMuajeH HauuH, Tj.

(K, T,C)=Oxep(by,...,b,] akxo {al|(K,T,C)E=vla,by,....bal}eT,
(XK, T,0)=Cxelby,...,b,] akxko f{al|(K,T,C)=e¢la,b,...,b,l}eC.

AKCHOMATCKH CUCTEM je JaT ciiefiehuM CKymoMm cxema akcuoMma:
CBe akcuoMe 3a L ;

Vx (g e— )= (0xp — Ox)); Vx (p — )= (Cxp «— Cx1));
Oxp(x)— Oyp(y); Cxp(x)— Cye(y);

Oxx#x;Cxx#x;

Oxp ANOxy — Ox(p AY); Cxp ACxyp — Cx(p VY);

Oxp ACxy —= Ox(p AY); Oxp ACxy — Cx(—p AY);
VyOxep(x,y)— Ox3yp(x,y); VyCxp(x,y)— CxVyp(x,y);

IR
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8. Npea Oxp = Ox\/®; A\, Cxp = Cx \ @
9. Vx\/, \/weq,n 1.3y (Ozo(z, 31, V) AR Y1, V) 5

10. Ay Apea, V51720V 0 Vo, Ely1...Elym(sz,U(z,yl,...,ym)/\

AVx (p(x,X1,...,X,) — w(x,yl,...,ym))) .
[IpaBuna uzBohema cy:
l. U3 p U Y — Y, 3aKIbYUyjeMO VY ;
2. u3 p — Y, 3acBe Y €W, 3aKIbyUyjeMO Y — /\wel/ Y
3. u3 @, 3aKipydyjemMo VX, Ipu yeMy X HHje CII000THO Y ¢ .

Wznoxxenun akcuomarcku cucteM 3a Ly (O, C) je carnacan, Oyayhu fga cy akcmomama oru-
caHe 0COOMHE TOMOJIOTH]j€ Ha MpaBuM Kjacama. [[oTmyHOCT je noka3aHa cieaehum peaocieioM:
Kucnepos noka3 cnade Teopeme notmyHoctH [29], CrpooBa koHCTpyKIHja [S0] 1 KOHCTpYKITHja
jakor mozena nomohy cpenmer Mozena.

Heka je T xoH3ucTeHTaH, X-aeunadbunan ckyn Hag A, ckyn pedenuna u3 L,(O, C). Cre-
nehu CrpooBy KOHCTPYKIIM]y U3 TOKa3a CTaBa MOTIYHOCTH 3a JOTHKY L(O), ckymn T je mpoimpeH
ckyrom peuenuiia {0°,0¢ | 6 je bopmyna y L,(O, C)}, tae je:

69 pedennua Vy, ...Vy,3x(=0z0(z,y1,...,yx) — )\, /\xe% 9)?(x,y1, .-»¥n)), IpH UMY je
Hf(x,yl, .., ¥n) bopmyna

Vz,...Vz,, ((Oz;((z,zl,...,zm)/\Vz()((z,zl,...,zm)—>9(z,y1,...,yn)))
- (H(X;J/h---;J/n)/\ﬁ}((xyzl»---;zm))) )

u € je peuennua Vy, ...Vy,3x (=Cz0(z,y1,...,yn) = \,, /\x€<1>m Hf(x,yl,...,yn)), IpU yemy je
ch(x,yl,...,yn), bopmyna

Vz,...Vz,, ((sz(z,zl,...,zm)/\Vz(H(z,yl,...,yn)—>)((z,z1,...,zm)))

— (—le(x,yl,...,y,,)/\)((x,zl,...,zm))) )

Jlako ce mokasyje na je ckyn I'=TU{09,0¢ | 0 je popmynay L,(O,C)} KOH3UCTCHTAH Y
L,(O, C). Takohe, Tpeba mpuMeTuTH Aa 3a HeKU Tomonommku kinaca-monen (K, T, C) Baxwu, mo-
MmeH K je mpasa kiaca akko (K, T,C) = -Ox x = x. Mehytum, kako je za 0(x)=x = x, 0° xon-
TPAAUKTOPHO Ca aKCUMOMATCKUM cucteMoM Jioruke Ly (O, C), [14], KucinepoBoMm KOHCTPYKIIH]OM
nobujamo cinad ckynoBuu mozen (K, T,C) teopuje I', mpu uemy cy T u C ckynoBu L, (O, C)-
neduHAOUITHUX CKYTOBa ca mapameTpuMa y ckymy K, Tako 1a Baxku:

(b1) 3a cBaku x € K mocroju U €T, takaB na x € U (mpema akcuomu 9.),
(B2) 3acBaku Ly(O, C)-nedunadbunan noackyn X C K nmocroju F € C takas na je X C F (npema

akcuomu 10.),

(bs) 3acBakm UeTu FeC,U\FeTu F\UeC (npema akcromu 6.).

Yenos (b;) Baxu jenuno 3a L,(O, C)-nedpunadbunne noackymnose on K, a musb je n1a cBu
nozackynosu o K umajy cojctBo (b,). OBaj mpobiieM je perieH KOHCTPYKIH]OM CPeIber Mo-
nena ([46] u mornasibe 4).

Hexka je (X, T/,C’) cpenmu mozen u ueka je (X, T,C) crpykrypa, Taksa na je T = {| Jx |
xehluC= {ﬂx | x € Ci} npu wemy je T} = {x | x je koHaYaH npecek eaemeHara u3 '}
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u C; = {x | x je xoHauHa yHuja enemeHata u3 C'} (Bugetu teopemy 7.3.2). Kopucrehu Crpo-
OBy KOHCTpyKIHjy ca 09, OC peuenuniama, rae je 0 dopmyna y Lx(O,C), moka3aHo je 1a Baxu
(K, T,C) =L,0,0) (K, T",C), onaxine ce nobuja aa je (K, T,C) Tononomku kinaca-Mozem 3a Teo-
pujy I', a camum tum n 3a T

7.6. Teopema KOMMJIETHOCTH 32 HENPEKHAHE PYHKLHj€ H TOMOJIOLWKH
nNpoH3BOSA,

Hexa je L(O!_ ) je3uK HACTao0 N0JaBamk-eM HOBUX cuMOoa kBanTu(ukaropa O" 3a n € w
jE3WKy L KJIACHYHOT MPEAMKATCKOT padyHa ca cMMOOJIoM jemHakocTn =. [Ipema Tome, y Jo-
ruiy koja he 6utu onmcana y oBoMm oesbKy (Buaetu [49]), umamo kBantudukarope 3x, Vx
u O"xy,...,X, 3a n € w. Jloruka L(O”_ ) je excrensuja Crpoose noruke L(O) [50], noroana
3a MPOy4YaBame MOjMa HEMPEKUIHOCTH HA KIIACHYHUM TOIIOJIOIIKMM MPOCTOPUMA, Ka0 U MPOU-
3BOJIa TOIIOJIOIIKKX MPOCTOpa (BUIETH OJeJbaK 7.2)

Cnab monen 3a L(O)_ ) je monen (2, q1,42,4s...), e je /A knacuyan Mozen 3a L v g,

P(A™). Penanuja 3a10BoJbeHba je NeprHICaHA HA yOOWYajeH HAYMH MH/TYKIIH]OM I10 CIIOKEHOCTH
bopmyrne ¢, Tae je ycnoB ca kBaHTu(ukaropuma O"xy, ..., X,:

(Ql)ququqS"') |:Oan,---,Vm+n(;0[a1’---;Um;---;vm+n’---»an]
aKKO
{(bm;---,bm+n)|(Ql»CIl,Clz;CIS’---)|:(P[al»---,am—l»bm»---,bm+n;---,ak]}GQn-
Cnab L(O?_ ) monen (2, 41,42, 45 ...) j& TONONIOIIKH aKKO ¢y, 1 € w, je Tononoruja Ha A”. To-

nostomku Mozen (A, g1, Gz, qs . ..) je KOMIIETaH aKKo je& i k-TH TONOJIOIIKY ITPOU3BOJ Of ¢ Ha
A.
AKCHOMATCKHU CHCTEM 32 JIOTUKY L(O”_ ) je IpONINPEhe aKCHOMATCKOT CUCTEMA KJTaChy-
HOT [IPEJIUKATCKOT padyHa cieaehuM cxema akcoMama:
(Bo) () Vxi,...,xp(p =) = (0"x1,..., X0 0 = O"X1,..., x5 Y),
(i) O"x1,.e, X (X150, X0) = O Y1y, Y @(V1s e, V) 5
(B1) O"x1,..., X, X1 =X1;
(B2) O"xy,...,xpx1 # X35
(B3) O"x1,..., X, 0 NO" X1, ..., X0 = O"X1,..., X5 (0 AY);
(B4) Vy O"x1,.c, Xnp(x1,.0, X0, y) = O %1, o, X Ay (21,00, X0, V)
(Bs) O"x1,...,X0 @ ANO™Xpp1y ooy Xpgm ) — O™ X1, o Xm0 AY);
(Bs) O"x1,..., X, 0(x1,..., %) = OFx;, o, X5, 0 (X6(1) -+ Xo(m)) TOC j€ O: M — m, |o[m]| =k
U CKYH BPEIHOCTH je 0 = {i; <+ < ir};
(B7) O"x1,..0, X0 (X1, X0) = VX1, 00, Xk O 5 X0y, X p(X1, 00, X0,

(BB)W Omyll"'»ymlp(ylr---’J/m)_’ Om+"_kzb---,ZmJ/kH,---»J/m (EI_VI’---)_VIC (l/)(yl’-"»ym)/\

/\go(zl,...,zn,yl,...,yk))) tae ¢(z1,...,2n,Y1,---, Vi) Aeunuine (n, k)-apHy penauujy.

Axcnome (Bp)-(B4) cy ananmorue akcnomama jioruke L(O) u popMaan3syjy mojaM TOMOJO-
ruje. 3Haueme akcuome (Bs) je aa je mpousBoa OTBOPEHUX CKymoBa OTBOpeH ckytl. (Bg) u (B7)
TBpJE JIa je epMyTaluja U IIPojeKIHja OTBOPEHOT CKyIa Takohe oTBopeH ckym. (Bg), onmcyje
HETIPEKUIHOCT peJanuje (¢, Tj. UHBEP3HA CIIMKA JIe]a OTBOPEHOT CKYyTIa j€ OTBOPEH CKYII.
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Teopema carmacHOCTH BakH ¢ 003upoM Jia cBe akcuome (By)-(Bg), Baxke y cBakoM KoM-
IUIETHOM TOIOJIOIIKOM MOJIENyY, T7I€ j€ (¢ HENPEKUIHO, U OIHCY]Y OCOOMHE TOIOJIOLIKOT MTPOH-
3BOJIa M HENPEKUIHUX MPECIUKABAbA.

Hexa je T nenporuBypeuna L(O”_ ) Teopuja.

[Tpumenom Kucnepose koHCTpyKIHje 1 CrpooBe KOHCTPYKIIH]E TOMOJIOMIKUX MOJIENa U3
L(O), NOTIyHO aHAJIOTHO CE€ 32 KOH3UCTEHTAH CKYI peueHHIa T KOHCTPYHIIIE TOMOIOIIKH MO-
nen (A, q1,q2,qs...) y KOMe je cBaka penanuja ¢,, a € I, ,Henpekuana”. [maBHu npobiem je
KakKo O] TOTIOJIOIIKOT MOJIeIa KOHCTPYHCAaTH KOMIUIETHH TOTIOJIOIIKK Mozaen. Mneja je nma ce
TOTIOJIOTUJU ¢; J10Aaj]y HOBU CKyNnoBU. MelyTum, nocrassba ce nuTame 1ta Tpeda J04aTu To-
HOJIOTHjaMa (,, 1 € w Kako OMCMO cajla MMaJii MoJIel (Ha MPOMIKMPEHOM je3uKy ca Ug, 3a CBako
Ug, B € D, xoje cMO J101a111 TOTIOJNOTH]H (), KOJH 3a/10B0JbaBa cBe akcuoMe (Bg)-(B7) n (Bs),,.
Konctpykuuja cneaehe konekiuje penanuja 1aje OAroBop Ha OCTAaBJbEHO MHUTAE.

Hexka cy @,, a € I xonekuuja (n,, mq)-apHuX penanuja Koje 3a1080Jbaajy (Bg),,, a €1
(13 Tononomikor Moaena). Heka je ¢ ' = {(b,@)| (@ b)e ¥q} MHBEp3HA peranuja o1 Y, A< I,
u Heka je WTh = {¢'},e;U{penanuja jennakocTu y cBakoM ckymy A", n € w}. Konctpyucan je
cienehu Hu3:

WTh1=WT,U{0(Xo) - Xon,) Yir-- ) Ym, )y O Ny — Ny, o €WT, }
U@ (X1, s Xy Yoy or Yolm) O My — My, ¢ € WT,
U@ X Ve s Ym ) AY(Z15 s 2y By e By ) 05 € WTL )
Ufp(xs,..sChees Xy Y15 ey Yy, ), ¢ € WT, € je cumbon KOHCTaHTE }
U{@(X1, s Xy V1e s €y Vi, ) 0 € W, € je ciMbOIN KOHCTaHTE }

U{EIJ/b---,_Vk(SO(xb---,xnw_)/l;---,me)Al/J(YI;---»)’nu,,zh---,zmw));
k<m,, k <my, 1j. KOMIIO3HLIK]ja BE penaluje, Iae ¢,y € WT,}.

Hekaje WT =, _, WT,. 3akpyuyje ce, cBaka p € W T ,,ipecinKaBa’” OTBOPEHH CKyII Y OTBO-
penu ckyn. Heka je Tomonoruja g, n € w nedunucana Ha cnenehu Haumn: g je Tomosoruja
reHepucana moMohy ckyma {go(]—[le Bj) |rne je caku B; € g, wmu Bj =Ug3al<j<k,p€
WT u ¢ npecnukapa y A"}. Jlako ce nokasyje na je (2,4}, 43, g ...) TONOIOUIKH MOJEN, KOjH
3a110B0JbaBa cBe akcuome (Bo)-(B7) m (Bg),,, a € I, Ha NPOMMPEHOM j€3UKY YHADHMM HPEIH-
xarckuM cumbonuma Ug, 3a cBaku ckyn Upg.

[IpumeHoM mpeTxonHe KOHCTPYKITHje JoKasyje ce cineaeha gema, Koja je KJbyyHa y JoKazy

CTaBa MOTITYHOCTH.
Jlema 7.6.1. Hexaje T L(O}_ ) uieopuja konsuciueniuna ca akcuomama (Bo)-(B7) u (Bg)y,, a € 1.
Vkonuxo je ¢'=(cy,...,c,) n-wopxa waxea ga éaxcu o(cy,...,cn) U O"x1,..., X 0(X1,...,X,) je
konzuciueniuno ca T, onga Vi(c;), OxVi(x), 1<i<n, uVxi,..., x, (/\?:1 V(x;)— @(x1,..., %))
Jje kousuciieniuno ca T u akcuomama (By)-(B7) u (Bg)y,, a € 1. Vi(x), 1 <i < n cy Hosu cumbonu
YHapHux upeguxaiua.

[ToHOBHOM ITPUMEHOM JTOBOJFHOT Opoja MmyTa MOCIEAE JIeMe, 10 KOMILIETHE TeOpH]je TO-
nostorkor mozena (2, q1, gz, gs . . .) 3a HeMpOoTUBYypeuny TeopHujy T', 1o0rja ce KOMIUIETaH TOTO-
JomKu Mozeln teopuje T.

3a OBy JIOTHKY Cy JJ0Ka3aHe TeopeMa koMIieTHOCTH U JloBeHxajM—CKkoJieMoBa Teopema.
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7.7. Nloruka L0, C")pew

Kao u y npeTxomHoj J0ruiy, Hall IWJb Y OBOM OfieJbKy he OuTH TeopemMa KOMIUIETHOCTH
3a TOTIOJIOIIIKE KJIaca MOJIeJie Y OHOCY Ha aKCHOMATCKU CUCTEM Y KoMme he, mope akcnoMa Koje
OTIHCY]y TOTOJIOIIKE KJlaca MPOCTope, OUTH M akcHoMe Koje he onmucuBaTu HeMpeKuaHe QyHK-
1je! 1 pon3Bo/I Ha TOMOJIONIKUM Kitaca npoctopuma. OBJie ce 0Baj mpoodieM MOXKe jeTHOCTaB-
HUje peIuTH ¢ 003UpOM Ha M3pakajHy Moh JIoTHKa Ha JIOMyCTUBUM CKyroBuMa. Haunme, Heka
CBOjCTBa JPYTOr pela MOTy OWTH omucana y jorumu Ly (0", C"),e.,, yNOTY YHUBEP3IHOT U
€r3UCTEHLIMjaTHOT KBaHTHU(HUKATOpa APYror peaa MOry ja Mnpey3Mmy HpedpojuBe KOHjyHKIUje

obmuka /\ /\ u npebpojuse aucjyukumje \/ \/ , rae je @, ckyn gopmyna u3 @ ca n+1 cio-
n ged, n ped,

OOIHUX MPOMEHJBMBHUX, TaKO 12 ® = U(I)n no,e, A,

n
Kao n y norutiu L, (O, C) (BuneTu ogesbak 7.5), MpeTnocTaBuMoO 11a je A mpedpojuB qomy-

CTHB CKYTI KOjU CaJp>KU CBE 00jeKTe MOTpeOHEe Yy HapeTHUM KOHCTPYKIIMjaMa: CKYTI w, popmyIie,
ckynose opmyna utra. MuduanTapHa noruka L™ (0", C"),e., je JoOHjeHa T0NaBakEeM KBaH-
tudpukaropa O"xy,...,x, u C"Xxy,...,X,, 32 CBAKO N € w, jorunu L,. Ckyn GopmyIa JIOTHKe
LY™(0", C")pecw je HAjMAELH CKYII KOJH CAJIPXKH CBE aTOMHYHE GOpMYyIIe U 3aTBOPEH je 3a Hera-
ujy, kBautudukarope Vx, 3x, O"xy,...,x, u C"xy,...,X,, Ka0 U 3a MpeOpPOjuBe KOHjYHKITH]E
/\, Tj. aKo je ® ckyn GpopMyia ca KOHAYHO MHOTO CIIOOOHHMX POMEHIBHBUX U P € A, Taza je u
/\ ¢ Taxohe dopmymna noruke L0, C")pep-
ped
Nepunuumja 7.7.1. Cnab monen 3a LY™(0", C")pew je cTpykrypa (K, T, Cp)new, Tae je K
MOJIET IPBOT pefia Ha je3uky L unju yauBepsyM K je kimacau T, u C,, cy Ki1ace moacKymoBa o
Kn.
Jedunnnuja 7.7.2. Cpenmu Mozen 3a LP™(0", C"),e, je cnad monen (K, T,,Cp)new, Takas
Jla Baxke ciienehu yCIoBu:

(1) 3acBako n €N, 3a cBaku (x1,...,x,) € K" mocroju U € T, TakaB xaa je (x1,...,x,) € U;

(i1) 3a cBaku noxackyn X € K” nocroju F € C,, TakaB na je X C F;
(i11) 3acBako neN,3acBaku Ue T, u FeC,Baxunaje U\FeTl,u F\UeC,.

Hepununmja 7.7.3. Komruieran TOMoNONIKA Kjaca MOJEI 3a LZ““(O”, C™)pew j€ c1ab Momen
(K, Ty, C)new Takas na je 3a cBako n € w, (X, T, C,) Tononaomku Knaca mpocTop ¥ BaKH Ja j&
T k-tu Tononomurku mpousBon o 17 u Cy je k-Tu Tonmonomku nmpousson ox C;.

Penanuja 3a10B0osbemba je e ruHUCcaHa Ha yoOu4ajeH HaYKH y3 YCJIOBE 3a KBaHTU(UKATOpe
O"1,..., X, UC"X1,...,Xp:

(jc»—l]—nycn)new |:kal»-"rxk(to[xl""’xk’bl""’bl] aKKo
{(dl,...,dk)|(g<;-u—n;([:n)n€a) |:Sp[alr""ak’bl""’bl]}e—[l—k
3a Bpeanocr (by,...,b;) € Kl
(K;—"—mcn)nea) |: Ckxlv---’xk(p[xl’""xk’bl""’bl] aKKko
{ay,...,a) (K, Ty, Chnew |:Sa[al!'-"ak’bl""’bl]}E@k

3a Bpeanoct (by,...,b;) € KL,
Axcnomarcku cucteM joruke L™(0", C"),e., Oar je caenehnum ckynoM dopmyna:

1Pey cont y UMeHY JIOTHKE 03HAYaBa HEMPEKUIHOCT.
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(1) Cge akcuome 3a Lj;

2) Vx1,...,x,(p = Y) = (0O"xy,..., X0 «— O"Xy,..., X)),
Vx1,..o,x0(@ =)= (C"xy, ..., X0 = C'Xy,..., XnY);

3) O"xy,...,xp0(x1,..., X)) = O"y1, .., Y @(V1) -+ Vi);
C'1,y.. 0y Xn@(X1, .., Xn) = C'y1, oo, V@V -+ Vi)

4) O"xy,y..., x5(x1 # X1);
C"x1,..., Xp(X1 £ X1);

() O"x1,...,xnp ANO™X1,..., Xn3p = O"Xyq,..., Xu(@ AY);
C'™1y.c, Xn@ ANC" X1, .., X0 — CT Xy, ., X0 (@ V)

(6) O"x1,...,Xpp AC"X1,..., X = O"Xy,..., X, (0 AY);
O"X1,...,Xp @ AC" X1, ..., X, = Cxq, ..., Xm0 AY);

(7) YyO'"xq,...,xn,0(X1,..., X, V)= O"xq, ..., X, Ay 0(X1, ..., Xn, V);
VyCrxy, ..., xn@(X1,...,%0,Y) = C"x1, ..., X, Vy o(x1,..., X0, ¥);

®) N O"x1,...,xpp > 0"x1,...,x, \/ ®;

ped

N C'xiy.osx00 = Cxyy ey X0 \ @

ped
(9) O"x1,...,Xn@ AO™X i1y ey XpimP = O Xy, L, X (@ AY);

C'"1y.e  Xn@ ANC™X i1y oo, Xpam P — C X1, X (9 AY);
(10) O™xy,y.., X (X150, X0) = OFX4 )y X5 0 (Xo(1), -+ o) Xo(m));

C"X1yeeey Xn (X1, .., X0) = Crxypy o, X1 0(Xo (1) - - o0 X ()5

e o: n— n, |o[n] =k|u ckyn BpegHocTH je 0 = {i; <--- < i;};
(11) O"x1,.. 0, X0 (X1, X0) = VX1, o, Xk O % X ki 1y, Xnp(X1, 00, X);

C"X1,ye ey X @ (X1, X0) = VX1, oo, Xk C X gy, o X (X, -, X0);
(12) Vxl,...,xn\/ \/ Elyl,...,ym_l(O”zl,...,znga(zl,...,Zn,yl,...,ym_l)/\

m pe®, iy,

/\QO(xl,...,xn,yly---»ym—l));
MHYAN A Vo,..ox,V 3y1,...,ym(Ckzb---,Zkllj(zb---’Zk’J’b-'-»ym)/\

n peEdyir m ey, 1

/\vuh---»uk(sp(ul)---;uk’xly---)xn)qw(ulw--)uk:yl;---;ym)));

(14) O"y1, ...,y ¥ym)— N\ N\ Vvl,...,vl(O”xl,...,xne(xl,...,xn,vl,...,vl)—>

1 0€d,y )

—>Om+"—’<z1,...,zn,yk+1,...,ym(Elyl,-.-,yk(%U(J’h---»J’m)/\SO(Zl»---’Zmylr---’yk))/\
/\O(zl,...,zn,vl,...,vl)));
e ¢(z1,..-,2m Y1,---, Vi) AebunuILe jeany (n, k)-apHy penauujy;

15 A A Vuy,..ou, V /n\ \ Elxil,...,xiki(O”xl,...,xncp(xl,...,xn)/\go(ul,...,un)—>

n ped,_; kew™ i=1 <p,~e<1>ki

n
— (/\(Oxcpl-(x,xil,...,xiki)/\(pi(ui,xil,...,xikl_)) A

i=1

AV e Y (N 01 Xy s X1 ) — w(yl,-..,yn))));
i=1

(Dopmyna ¢ j_e HarucaHa 0e3 mapaMmerapa pajau M0jeTHOCTABIbEHA).
n

16) Yyi,..,ya A N\ Vzi,..oze VAV Hx,-l,...,x,-li(Cnxl,...,xnnp(xl,...,xn,zl,...,zk)/\

k pE€Pkin_1 lew™i=1 ngGq)ll.
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/\_‘SO(_VI;---;J/n,zb---,zk)_’ (/\Ox(pi(x!xily---)xili)/\Soi(yi!xily---)xili)) A
i=1

n
/\vxl)-"!x}’l(/\ (pi(xi!xily-'-yxili)_)ﬁ(p(xli"'rxn)zl)‘--yzk)))'
i=1

Axcuome (2)—(8) u (12), (13) dpopmanu3yjy mojam TOIMOJIOTHjE HA KJIacamMa U aHAJIOTHE Cy
akcuomama L, (O, C) noruke. Axcuome (9), (10) u (11) onucyjy cBojcTBa TOMOJOLIKOT MPOU-
3BoAa. Akcuoma (14) je eKBUBAJICHT ,,HENIPEKUAHOCTH  pelanuje ¢ (BUIeTu teopemy 7.3.5.),
nok akcuoma (15) o6esbehyje na je Ty k-tu Tomonomku mpousBoa ox 1, Ha K. Ha ocHoBy
Tteopeme 7.3.3, akcuoma (16) nmosmnauu na je Cy k-t Tomonomku npousson ox C,

[IpaBuna nzBohema cy ucra kao y norunu L,(O, C).

AKCHOMATCKU CHUCTEM 32 JIOTHKY Ljf“t(O", C")new j€ carmacas, ¢ 003UPOM J1a CBE aKCH-
OMe OIIHCY]y OCOOMHE TOIOJIOTH]€ Ha MTPaBUM KjlacaMa Kao U 0COOMHE TOIOJIOIIKOT POU3BOA
¥ HelpeKuAHUX (DYHKIIMja TOTOJIOMIKUX Kitaca mpocropa. [la je oBaj cucTeM M MOTIYH y OJ-
HOCY Ha KJIacy KOMIUIETHUX TOMOJIOMIKKX Kilaca Mojielia JokazaheMo CIIMYHO Kao y Ciiydajy ca
aorukoM L,(O, C), 1j. komOuHanmjom KuciepoBor mokasa ciabe TeopeMe HOTIYHOCTH, KOH-
cTpykije Crpoa M KOHCTPYKIIMje jakor mojena momohy cpenmer. (C 003upoM Ha akCHOMY
(13), KOHCTpYKIIHja Cpeamer Moiena je HeonxonHa [14]).

JIBa jenHOocTaBHA TBphemwa koja he Outu kopumrheHa 3a KOHCTPYKITH]Y JaKOT MOZENa U3
Cpemer cy:

(1) axko je Y € X u Y Huje oTBOpeH cKyn npocropa (X, T), Taza NOCTOjU Tayka ¢ € Y Taksa jaa
3a cBaKku OoTBOpeH ckyn U C Y umamo na c ¢ U.

(2) axo je Y € X u Y Huje 3aTBOpeH cKyn npocTtopa (X, T), Taga moCTOju Tavyka ¢ ¢ Y TakBa 1a
3a CBaKU 3aTBOpEH cKyn F TtakaB na Y € F umaMmo a c € F.

[IpernocraBumo aa je T HenmpoTUBpeYaH, X-AcGUHAOUIAH HA/ A CKyTl PSUCHHUIIA U3
L™(0", C")pew. 3a cBaky dopmyiy O(x1,..., Xk, )1,...,Yn) 03Haunmo ca 0°° u 0, k € N,
cienehe peyeHure:

(0) 0% je Vy1,...,yudx1, ..., xk(00% 21, ..., 2 0(21, ..., 2k V1o s Vi) —

A A Ofk(xl,...,xk,yl,...,y,,)),

m y€®pif_1
npu uemy je 09°(xy,..., Xk, Y1, ..., ¥n)) hopmysa obmika

Vzl,...,zm((Okul,...,uk)((ul,...,uk,zl,...,zm)/\Vvl,...,vk()((vl,...,vk,zl,...,zm)—>

B(UI;---»Uk»ylyu-;yn))) - (Q(xlr-'-)xk)yly---yyn)/\_'){(xl:---)xkyzly-'-)zm)))'

(C) O je Vyr,...,yu3x1, ., Xk (0C* 21, .., 250(21, ..o, 2k, Vine e s V) —
—>/\ /\ HXC‘]C(XD---yxkyyl»--wyn))s

m y€®mik-1
IIpY 4emy je ka(xl, ceor Xk V1) --+» Yn)) GOpMyIa obnMKa

Vzl,...,zm((C’Cul,...,uk;((ul,...,uk,zl,...,zm)/\Vvl,...,vk(H(vl,...,vk,yl,...,yn) —

Z(vh---, Uk,Zl,...,Zm))) - (ﬁe(xl)-"7xk)y1)---)yn)/\)((xl!---;xk)zl)---)zm)))'

[Ipema Tome, ka(xl, ey Xy Y1y -+ +»¥Yn) J€ CKYTI CBUX K-TOPKH (X1,...,X;) KOje cy y 8, a HUCY
HH Y JeTHOM OTBOPEHOM MNojcKyny oA 0 nedpunucanom nomohy popmyne y npeko napamerapa.
®opmyna 0°° 3Haun 1a 3a IPOM3BOJBHE MapaMeTpe, ako CKyll @ HHje OTBOPEH, Taja OH HHje
jelHaK HUKAKBO]j YHHjH OTBOPEHUX CKyHoBa nepuHabumHuX y L™ (0", C") e
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CanuHo, HXC'“(xl, ey Xk, V1) - +»¥Yn) J€ CKYH CBUX k-TOPKH (X1, ..., X)) KOJU IPUIIAIajy 3aTBO-
peHoM ckyny AeduHucaHoM noMohy y Tpeko mapameTapa M He TIpHnanajy ckymy 6, nok 6°¢
3Ha4M J1a 3a [IPOU3BOJbHE MapaMeTpe, ako 6 HUje 3aTBOPEH, Ta/la OH HHUJE NMPECEK 3aTBOPEHUX
ckynosa gepuHabmIHEX y LP™(0", C")ee-

[ToTnyHo cnuaHO Kao mTo je y [14], MoXke ce ToKa3aTu Ja je CKyN peueHHIIa

I=Tu{0%,0% |0 je popmynay LY™(0",C")pew, k €N}

KOH3HCTeHTaH y LP"(0", C") e

Kopuctehu KucnepoB nokas teopeme cnabe normyHoctu [29] (Bugetu ogesbak 7.1) mo-
oujamo ciad moznen (K, T,,C,)new Y KOME Cy 3aJI0BOJbEHE CBE aKCHOMe. MehyTum, yKOIHUKO
ou y cirabom momeny Baxmio (K, T,,C,)new E ~OFx1, ..., Xk (X1 = X1 A-++ A X = Xi), Taza Ou-
cMo umanu 1a je 0°° xonTpamukTopHO akcuomu (12), te je O = (x; = x; A--- A X = Xi) 32
6uno xoje k € N. Ha ocHoBy oBora ce moxe 3aksbyuntu 1a je (K, T,,C,),e, c1a0 cKymnoBHU
mozen? Teopuje I', npu uemy cy T, u C,, ckymoBu LY"(0", C") e, AehHHAOMIHEX CKYIIOBa Ca
napamerpuma y ckymy K.

[Mocmatpajmo cieaehe cBOjcTBO TOMONOMIKKX (Kiaca) MPOCTopa: CBaKW CKYIl MMa 3aTBO-
penu Hanckym. Axcuoma (13) oBo cBojcTBO orpannyana, y cinadbom moneny (X, T,,C,),ew, camo
Ha LCA‘““(O”, C")pew NeuHAOMIIHE CKYTIOBE, Tj. BAXKH: 3a CBAKU LZ\"‘“(O”, C™")pew-nehuHabMIaH
noackyn X C K* mocroju F € Cy. Tako aa Baxku X C F. 1usb je 1a ce 0BO CBOjCTBO MPOIIMPHU Ha
cBe nozckynose o K”. OBaj mpo6ieM ce MoXke PEIIUTH KOHCTPYKIIH]OM Cpemher MOJIeNa, Koja
je cimmuHa kao 'y norutu Ly(O, C).

Teopema 7.7.4 (Teopema IIOTIIYHOCTH 3a cpenmbe Mogene noruke Ly (0", C™)e,,). Ceaku ne-
upoumiusypeuan ckyil pewenuya T xoju je Y-gepunadbunan nag A, uma cpegrou moger.

Hoxa3. Heka je K = LU C je3uk koju ce yBoau y KuciepoBoj KOHCTpYKIHjU caadbor Mozaerna
(X, T,,Cp)new 3a ckyn pedenuna I u Heka je M je3uK KOju Caap>Ku JBE BPCTE MPOMEHIbUBHUX:
X,Y,Z,... npoOMEeHJbHBE 32 CKYIIOBE U X,J,Z,... IPOMEHJbUBE 3a ypeneMmeHnre. 3arum, M ca-
npxku U npeaukare: E,(xy,...,x,,X), O"(X) u C"(X), n € w, ca 3Ha4eHEM (X1,...,X,) € X, X
J€ OTBOPEH CKyN 1-TOPKH, X je 3aTBOPEH CKyn 71-Topku. Ty cy m cumOonu koncrantu Cy, 3a
cBaky dopmyiy ¢ y K;*"(0",C")nec-
Heka je S cnenehu ckyn peduenuna u3 My:
(1) (Axcuoma noOpe AePUHICAHOCTH)
VX A 3%, X0 Ynttr e oo Y (Em(X15 oo, X, Vit 1y 0 Vi X) A En(%1, - ., X, X)),

n<m

npu 9emy je {x1,..., Xp} N {Yns1,- ., Y}t =35
(2) (AxcuomMa eKCTEeH3MOHATHOCTH)

vxlr---)xn (En(xly---)xn)X)(_) En(xl;---;xny Y))(_)X: Ya
(3) (Akcuome 3aJI0BOJBUBOCTH)

Lo Vg, Xn (Y91, oo Vi Enem (X1, . X0, Y15 -+ o0 Yo Cr) <= Enem (X1, ..., X5, €15 -+« €, CR))
3a cBaky aroMu4Hy hopmyny R(xy,...,X,,C1,...,Cm) je3UKa Ky;
VX1 Xn (En(X1,..0, X0, Cop) = 2 Ep(X4, ..., X5, Cy));

Vxl! . ~7xn (En(xl) ~--yxn! C/\@) — /\ En(xl) . --yxn! C(p))’
ped
VX1 Xn (En(X1,. .0, X0, Cyxyp) €= VX E (X, X1, ..., X0, Cy));

VX1 .o Xn (En(X1,.., X0, Caxp) = X Er (X, X1, ..., X0, Cy));

sk wN

2Vkomuko 6u y mozeny (K, T, Cp)new nomen K 6mo npasa kinaca, onga 6u Baxuio (K, T, C, )new E ~Ox(x = x).
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“

©)

.....

6. VX1 Xm (Em(xl,...,xm,Conyl o) = @0)(0"C0 A

/\Vyl,...,yn(En(yl,...,yn,X)<—>E,Hm(yl,...,yn,xl,...,xm,ng))));

.....

7. VX1yee s Xom (Em(xl,...,xm,Ccnyl o) = @00 A

/\vyl)---yyn(En(ylr---)yn!X)(_)En+m(ylr---yyn)xlv-“)xmrctp))));

(Axcuome noxndasa)
1. Vxi,...,x, AX (O (X)ANE,(x1,..., X0, X));
2. VX3 (31, X0 Bt X, X)

- Cn(Y)Avxlr-"’xn (En(xly-'-»xn’X)_) En(xly---yxn’ Y)));

3. VXVYVZ (O"(X)/\C”(Y)—> ((Vxl,...,xn (En(X1,...r X, Z)
(—)_'En(xlw--»xn» Y)/\En(xl)-”)xn)X)) _)OH(Z))))’
4. VXVYVZ (O”(X)/\C"(Y)—> ((Vxl,...,xn (En(x1y... X Z) =

> En(X1, ey X X)A E(X1, .y X, ¥)) — C”(Z))));

(AKCHOME TOTIOJIOIIKOT TPOU3BO/IA M HEIIPEKHTHOCTH)
1. YXVYVZ (O”(X)/\ OM(YYAYX1, o Xnam (Entm(X1, o Xnpmn Z)

— En(xl;---yme)/\Em(xn+1r---;xn+my Y)) - On+m(Z))5

2. VXVY (O”(X)/\‘v’xil,...,xik (Ex(xi),.- X1, Y) = En(Xoq1), - Xo(n), X)) —>Ok(Y)),
rnejeo:{l,...,n} —{1,...,n} u ckyn BpemHOCTH O ={i; < i, <--- < i}
(cmuuHO W 3a penukate C™);

3. VXVY (O”(X)/\Vxl,...,xk (Elyk+1,...,yn En(X1,. s Xky Vit1y oo o0 Vi, X) —
Vet Xn (B k(i oo X, ¥) o Bl X, X)) —>on—k(Y));

4. YXVx1,...,%, (O”(X)/\ E(x1,... %, X)—3Y;...3Y, (/n\(O(Yl-)/\ Ei(x:, Y))) A

i=1

AVY1yees Yn (Z\1 Ev(yi, Yi)—’En(yl’---’yn»X))));

5. ‘v’X‘v’xl,...,xn(C"(X)/\—'En(xl,...,xn,X)—>EIY1...HYn (/n\(O(Yi)/\El(xi,Yi))/\

i=1

AVYL ey Vn (Z\lEl(yi) Yi)_’_'En(yl’---’yan))));

6. VXVYVZ (Om(X)/\O”(Z)—> (Vzl,...,zn,ykﬂ,...,ym ((Elyl,...,yk(Em(yl,...,ym,X)/\

/\En+k(zlr---yznyJ/l)---)J/kr C(pa))/\En(zlx---)anZ)(_) Em+n—k(zl)---yzn)_Vk+1y---’ym) Y)) -
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om+"-k(Y))));

3a cBaky (n, k)-apHy penanuujy ¢q, a € I;
(6) (Axcruome aHANOTHE CBUM akcHoMama ¢ soruke K;°"(0", C"),e.,)
Va1, %0 En(x1,..., %5, Cy);
(7) (Axcuoma peanuzanuje peueHuna ¢ u3 I)
Vx E(x,C,);
Teopuja S je X-nepunalOunna Hag A u cBaku Sy € S, Sy € A Ma cTaHIapIHU MOJEI, Jep
aKcuoma

/\ /\ ‘v’xl,...,xn\/ \/ Elyl,...,ym(Ckzl,...,zklp(zl,...,zk,yl,...,ym)/\

n E(Sy)n+k-1 M A Pe(SyIm+r-1

/\Vul,...,uk(go(ul,...,uk,xl,...,xn)—>w(ul,...,uk,yl,...,ym)))

BaXXH Y cTabOM MOJIeITy, KOjU MOXKe JTaKo OUTH TpaHCPOPMHCAH Y CTaHIApIHHU MOZEI Teopuje Sy
(BI/I,Z[GTI/I.[14]), 1pH HeMy 1€ S0 €5y, S € A, 3aTBOPEH 3a CYNICTUTYLIH]y KOHCTAHTHHX CHM69Ha us
K n mucjynkunjy, u (S;), = {p €S, | ¢ uma n+1 cnoboany npomensbusy}. IIpema bapsaj3oBoj
TEOPEMHU KOMITAaKTHOCTH (BHIETH [4]) ciiequ 1a S UMa cTaHAapAHU MOAeN, peruMo B, koju ce
tpancpopmuie y cpeawu monen (X, T,,C,) e, Teopuje I', cinyno kao kof jgoruke L,(O, C).

[

Teopema 7.7.5 (Teopema motmyHoctH 3a LY"(0", C")pe). Axo je T neiipoitiugypeuan, -
gehunadbunan nag A, ckyi pevenuya, onga T uma wWoUOIOWKYU KAACA MOGE.

Hoxas. Hekaje (X, 17 ,C’ )new cpenmsu Moaen reopuje T v HEKa je T, ={x|x je xoHauan npecek
enemenaraus u I’} u C, = {x | x je KOHAaUHA yHH]ja eTeMeHaTa U3 U C’}. Uupykuujom mo cio-
KeHoCTH (opmyne u3 LP"(0", C"),e., ca mapamerpuma y K, nokasahemo na je (K, T/ ,C’ )ew
= Lm0, €M) ey (K, T,,Chlnew, TnE je T,, = {Ux |xeT,}uC, = {ﬂx | x € C,}. ITokazahemo
camo ciydajeBe ca kBaHTu(ukaropuma O"xy,...,x,0(x1,..., X, a1,...,4,,) 1 C'xy,...,x,0
(X1,..0,Xp, A1, ..., Q). Yromuxko je (K, T7,C )pew E 0"x1,...,x,0, Tana je (K, T,,Cn)necw FE
O"xy,...,Xx,0, c 063upom na je 17 € T, ciinyno je u 3a hopmyiny C"xy,..., X, 0.

I[petnocrapumo na je (K, T,,Cpluew F O"x4,...,x,0, amu na Baxu (K, T/ ,C new
-0"x1,...,X,0. Tana je

(xX,17.C) (I T4,Cr)
[0(X1,..., Xn,@1,ey@m)] 7" =01, .0, Xy A1y e ey @) =

(mpema MHIyKI1jCKO] IPETIIOCTAaBIH)

:U (m [Haj(xb . ,xn)] (K,T'IZ,@/’!)”%) ,

a j

e je (K, 17, C! Jnew = O™y, ..., X, 04 M MBAEKCHU CKYTI 32 Q j€ TIPOU3BOJbAH, & 32 j KOHAYaH.
C o63upoM 1a je pedenuna 69" zanososbena y cpeamem moaeny (K, T/, C/ )yew, 3aKIbyUyjeMO
Jla IOCTOjU eneMeHT (by,...,b,) € K,, TakaB na Baxu

(b1 D) € [B(X1, ) Xy @y .y @y)] T Eee \U(ﬂ[eaj(xl,_,_,xn)](mzyq)new),

J
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KoHTpaauknuja. [loTmyHo aHanmorHo ce mokasyje u3a cinydaj C"xy,...,x,0(x1,...,X,, ay,...,am).
Ha ocnoBy teopeme 7.3.2 (Buaertu [11], [12]) moxe ce 3aksbyuntu aa je (X, T, C,)ne,, KOMIUTE-
TaH TOMOJIOIIKY KJlaca Mojien 3a Teopujy 1. O
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HopaTtak

Summary

It could say that the research of logical systems in the dissertation goes in two directions:
the first one is related to probability theory i.e. measure theory, while the other direction is
related to topology. The main subject of this dissertation is extending the classical logic to formal
systems which will be adequate for describing and concluding in the mentioned mathematical
environments. The first part represents follow-up of works by M. Raskovi¢ and R. Pordevié¢
in the area of probability logics and especially in the area of biprobability logics. The focus
is on the logics with integral operators and logics with conditional expectation operators. The
topological class logic [11, 12], which is adequate for studying the notions of topological product
and continuous functions on topological class-spaces, is presented in the second part of this
dissertation.

The introduction part of the dissertation describes history and significance of probabi-
lity and topological logics and also gives a shorter review of infinitary logic L, . and logics
with generalized quantifiers L(Q). Then, the dissertation is divided into these seven chapters:
(1) Nonstandard analysis, (2) Admissible sets, (3) Countable fragments of infinitary logic Lu,,
(4) Middle model, (5) Logics with integrals, (6) Logics with conditional expectation operators
and (7) Topological logics. The first chapter, Nonstandard analysis, describes the basic notions
of nonstandard analysis and two techniques that have the main role in constructing the expec-
ted models of represented logic systems: construction of Loeb measure and Loeb construction
of Daniell integral. The second chapter, Admissible sets, describes elementary notions related
to Kripke—Platek set theory and for its transitive models-admissible sets. Some special types
of admissible sets which will be crucial for building the syntax of probability and topological
logics are also described in this chapter, as well as relationship with classical computability
theory. The third chapter, Countable fragments of infinitary logic L., is the representation
of the countable fragment L,. It describes the way of formalizing the syntax an semantics in
KPU theory, and consistent property, and it is proving completeness and compactness (Barwise
compactness) for countable admissible fragments. All new logics, that will be described in this
dissertation, will be infinitary logics an appropriate admissible sets. The fourth chapter, Middle
model, represents original review by N. Ikodinovi¢ of known construction of the middle model
by M. Raskovié¢. The middle model technique is given in a separate chapter because it is used
in all results in this dissertation. The fifth chapter, Logics with integrals, first describes the pro-
bability logic L,p, and then it describes the logic with integral operators L, [ with a review of

relationship between these logical systems. Additionally, two new probability logics LIZ“ and

LY [l are described. In the first one models with measures that have finite ranges are described.
1J2

The other one represents the equivalent of Raskovi¢’s biprobability logic L7, , among logics

with integral operators. In both of these cases, completeness of axiomatization in related to
class of defined models is proven. At the beginning of the sixth chapter, Logics with conditio-
nal expectation operators, Keisler’s logic L, f([R) with integral operators and random variables
is represented. After that, it describes the logic Lyg with conditional expectation operator, then
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the new biprobability logic with random variables LS (R), as well as biprobability logic with

conditional expectation. Two different operators of a conditional expectation in related to two
measure (; and u, which are in absolute continuous relation, are defined. The seventh chap-
ter, Topological logics, describes Keisler’s logic with quantifier “there exist uncountably many”
which, in some way, represents the base for topological logics described in this chapter. After
that, some elementary notions are described that are related to classical topological spaces, and
also for topological class-spaces that were studied by Z. Mijajlovi¢ and D. Ciri¢ in [11, 12].
Two Sgro’s topological logics L(O) and L(O”_ ), are also represented in this chapter. The latter
one is the extension of the logic L(O) and it is appropriate for studying the topological produced
and continuous functions on classical topological spaces. The next section describes topolo-
gical class logic L, (O, C), that represents infinitary admissible equivalent of Sgro’s logic L(O)
in relation to topological class-spaces. Finally, new topological class logic L’™(0", C")e,, is
described, in which the central place is occupied with the notions of topological product and
continuous functions on topological class spaces.
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buorpadmja

Bnagumup Puctuh pohen je 1974. rogune y Jaroguan. OCHOBHY WIKOIY W TUMHA3H]Yy,
MPUPOTHO-MATEMATHIKH CMep, 3aBpIIKO je y Jaroguau. [IpupomHo-maremaTinuku pakyarer y
Kparyjesity, oncek Maremarnka, cMep Teopujcka MmareMaTuka U mpuMeHe, ynucao je 1994. ro-
nuHe, riae je pumuiomupao 2000. rogune ca nmpocedyHoM oreHoM 8,65. Ha uctom dakynrety je
2000. roguHe ynucao MoCIeAUIIOMCKe (MarucTapcke) CTyauje, HayuHa odnact Maremarudka
noruka. CBe IUTAHOM U TIPOTPaMOM TpeABHl)eHEe MpeaMeTe TOIOKHUO je ca POCEYHOM OI[CHOM
10,00, a marucrapcky Te3y Moj Ha3UBOM ,,BepOBaTHOCHE JIOTUKE Ca BEKTOP-BPEIHOCHUM Me-
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