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Pe3ume paga

KapauoBackynapHu cucTeM je jeJaH OJf HajBAKHHJUX CHCTEMa Yy JbYACKOM OPTaHHU3MY.
HcrpaxxkuBama CTpyjama KpBU Cy KIMHUYKM BeOMa 3HauyajHa 300r MoryhHOCTH mMoOoJbIIaHe
JMjarHOCTUKE OOJIeCTH, IUIaHWpama OJAroBapajyhnx NPEeBEeHTUBHHX Mepa, aHau3e
TpaHcropTa JiekoBa uTA. OBe 1ojaBe ce TEIKO eKCIICPUMEHTAITHO HCIHUTYjy U 300T Tora y
0BOj 00JacTH HYMEpUYKE CHMYyJAIMje MOTY Ja IONpHHECY N00Hjakby MHOI'O HOBHX H
KOpUCHUX MH(]OpMaIyja.

Y OKBHpPY OBOI paja MpEICTaBJbEH j€ KOMIUICTaH HYMEPUYKH MOJEN KOjU YCIICIIHO
CHMYJIpa TPOJAUMEH3HOHAIHO CTPYyjabe KPBU KPO3 KPBHE CYJOBE Y JbYACKOM OpPTraHH3MY.
OBo je TOKa3aHO Ha HEKOJHMKO MPHUMEpa, TJE j€ MOJCIUPAHO CTPYjame KPBU KPO3 JbYIACKY
aopTy, KapoTUAHY U KOpOHapHY aprepujy. Takole, nmpeacTaBibeH je HyMEpHYKH MOJIEIN KOjH
CHUMYJIMpa KpeTame NPBEHHMX KpPBHUX 3pHama W cepHHX dYecTuIa Kpo3 KOMIUIEKCHE
TeOMETPHjCKE IOMEHE, Kao LITO Cy MaId KPBHH CYJOBHU Ca CTCHO30M, OM(yYpKaLijoM, Kao U
KpOo3 MHKpo(IyHIHEe YHMIIOBE 3a cenapanujy KaHuep heiwja, aau M Kpo3 peanHe TOMEHe
no0MjeHe eKCIEepUMEHTATHIM CHUMAameM NPOTOKa KPBU KpO3 MOCEOHY BPCTY pubde, T3B.
3eOpa puoy.

C o003upoM 112 jenaH oBakaB COPTBEp 3a HAyYHE CHMYIAIHje 3aXTeBa MHOTO padyyHapCKUX
pecypca ® JAa WU3BpIIaBamke jeJHE CHMYJANHje Tpaje JocTa Jyro, IPUIUKOM
UMIUIEMEHTAIlMje HyMEpHUYKe MeToJe TmoceOHa maxma mocBeheHa je TexHUKama
napanenu3anuje. KoMmmnjyrepcku nmporpam je pa3BHujaH Tako Ja IMopea pajga Ha CTaHIapAHUM
PC pauynapuma, Moxe n1a ce M3BpIIaBa M Ha KOMIIJYTEpPCKMM KjacTepuMma ca BEIUKUM
OpojeM mporecopa, kKao ImTo cy Tesla cymepkommjyrepu, Koje MPOHM3BOIM CBETCKA
komnanuja NVIDIA. Tlocturayra cy 3HadajHa yop3ama pa3BHjeHOT coTBepa, Tako Jia ce
HYMEpUYKe CHMYJIAIFje MOTY M3BPIIABAaTH 32 CaMO HEKOJIMKO MHUHYTa, HACIpaM Tap caTh
KOJIMKO je MOoTpeOHO 3a M3BpIIaBame UCTE CUMYIalje Ha cranaapanom PC pauyHapy, mrTo
oMoryhaBa mpakTHYHO WHTEPAKTUBHO Npaheme Kperama nehopMaOHIIHAX Tela y peaTHOM
BpPEMEHY.

300r HyMepHUYKE METOJe Koja JI0CTa peajHO OCJIMKaBa YCJIOBE Y JbYJACKOM OpraHU3MY,
BEJIMKE TAYHOCTHU KOja je MoKa3aHa Kpo3 mnopeheme ca eKcriepuMEHTATHUM pe3yaTaTuMa U
OpOoJHMM JpyrUM pelniemhuMa W3 JIUTepaType, Kao u 300r Op3or wu3BpIIaBama Ha
KOMITJYTEpCKUM KJIacTepuMa, Koje je OMOryheHo mnapajenu3anijoM, HyMepHUdKa MeToja
npeJcTaB/beHa y OBOM Pajly U pa3BHUjeHU copTBep MMajy BEIMKH MOTEHIMja] Kaja je ped o
NpPAaKTUYHO] NPUMEHU Yy CcHMyJalMjamMa pealHux mpobiemMa y OHOMETUIIMHCKOM
UH)KCHEPUHTY.

KibyuHe peun: HyMepu4KH MOJIeN, KOMI[jyTepcka CUMYJIalija, napajein3alyja, KalnujiapHu
KPBHH CYJI0OBH, KOMIJIEKCHO CTpPYjambe KPBU



Abstract

Cardiovascular system is one of the most important systems in human organism.
Investigation of blood flow is clinically very relevant due to the possibility of improved
diagnostic of diseases, planning of appropriate preventive measures, analisys of drug
transport etc. Experimental investigation of these phenomena is difficult and therefore
numerical simulation can contribute to the acquisition of manu new and useful information.

Within this dissertation a complete numerical model is presented, that is capable of
simulating three-dimensional blood flow through the blood vessels in human organism. This
Is demonstrated on several examples, where blood flow through human aorta, carotid and
coronary arteries is modelled. Also, numerical model that simulates solid-fluid interaction is
presented and this model is used to simulate motion of red blood cells and spherical particles
through complex geometric domains, such as small blood vessels with stenosis and
bifurcation, as well as microfluidic chips for cancer cell separation and real domains
obtained by experimental recording of blood flow through a specific type of fish, so called
zebrafish.

This type of software for numerical simulation requires a lot of computer resources and the
execution of one simulation lasts quite long. Therefore, during the implementation of the
numerical method, special attention was dedicated to parallelisation techniques. The
software was developed such that beside execution on standarad PC computer, it is possible
to execute the program on computer clusters with large number of processors, such as Tesla
supercomputers, that are manufactured by the world known company NVIDIA. Significant
speed-ups were obtained and numerical simulation can now be executed in several minutes,
instead of several hours, which was the case when the same simulation was executed on
standard PC computer. This enables interactive tracking of motion of deformable bodies in
real time.

Due to the numerical method that describes the conditions in human organism quite
realistically, big accuracy of the solutions that was demonstrated through the comparison
with experimental results and other results presented in literature and fast program execution
on computer clusters that is enabled with parallelisation, the numerical model that is
presented in this dissertation and the developed software have a great potential when it
comes to practical application in modeling real phenomena in biomedical engineering.

Key words: numerical model, computer simulation, parallelisation, capillary blood vessels,
complex blood flow
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A - BUPTYaJIHO IOMEpambe
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& - Knudsen-oB 6poj
e - yHyTpallma eHepruja
t . .
oF - rpamujeHT nedopmaruje
F - JTMCKPETU30BaH U3pa3 3a CIOJbAlIbY CHITY
FA - cuJa peakiyje Ha MPOMEHY MOBPIIMHE COJIUIa
FB - CWIa peakilyje Ha CaBHjamke MeMOpaHe Cou/ia
FS - CWJIa peakidje Ha MOBPIIMHCKO HaIlpe3ame MeMOpaHe couaa
FY - cuJa peakiyje Ha MPOMEHY 3alpeMHHE COJTUIa
F> - YHyTpallikhe CUJie peakiuje Ha aedopmannjy y paBHU MeMOpaHe comaa
= _ (akTop ckanupama 3a KOHBEP3HU]jy OE3TMMEH3MOHUX BETUINHA Y
P (bU3NYKE BETMUUHE
f - ¢dyHKIIMja BepoBaTHOhE pacroierne Maca 4eCTHIa
f© - paBHOTeXHa (pyHKIIH]ja pacrojaene
£ - BaHPaBHOTEKHA (PYHKIHja pacroese
fN - ckpahena (QyHKIM]ja pacnojee
f. - JIHCKpeTH30BaHa (YHKIHja pacrojiene

- JUCKPETU30BaHa PaBHOTEXHa (PyHKIIMja pacrojiene
f. - JUCKpeTH30BaHa (PyHKIIM]ja pacnojenie y HyMepU4IKoj UMIUIEMEHTAlN]!

- JMCKpPETHU30BaHA BaHPaBHOTEKHA (PYHKIM]a pacrojierne

®ii, - TpPeHyTHH yrao usmely JBa egemMeHaTa conuaa

O(Diliz - TIOYETHHM yrao u3Melyy JBa ereMeHaTa coauaa
G - 0e3AMMEH3MOHN KOe(UINjEHT CMULIabha

G.. - Green-oBa pyHKIHja

Gos - TapaMeTap jauMHe MHTepakiuje usmely nsa ¢paynaa
4 - KOoe(UIHMjeHT CMULIamba
g - BEKTODp CHOJhAIIUX CHIIa

I
—
=
N—"
1

Heaviside-oBa ¢yHkmmja

h BEKTOP KOjH JePHUHUIIIE yIa/beHOCT TEKHUIITA SIIEMEHTA OJ1 KOOPIUHATHE
! paBHH
h - pacrojame usMmelyy 2 tauke puxcue (Euler-ose) mpexe
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h, - UHTEpHoJjanuoHa QYHKIH]ja
H, f,”) - Hermite-oB momuHOM N -TOT CTETIEHA
H i(a”) - auckperu3oBaHu Hermite-oB nonmHOM N -TOT CTErNeHA
(i,J.k) - JeOMHWYHH BEKTOPU TI00aimHor J[ekapToBOT KOOPAMHATHOT CUCTEMA
(il, b kl) - jeIMHWYHU BEKTOPH JIOKATHOT J[eKapTOBOT KOOPIMHATHOT CHCTEMa
I - I[IpBa MHBapHjaHTa
I, - JIpyra MHBapHjaHTa
' - H3MemeHa IpBa WHBapUjaHTa
I, - H3MEmeHa Ipyra MHBapHjaHTa
J - JakoOwujan TpaHcdopmalmje u3mel)y riIo0aTHOT U JIOKATHOT CHCTeMa
J - JIeTepMHHAHTA TpajujeHTa nedopmaiuje
J - KOJMYHUHA KpeTama
Kg - Boltzmann-oBa koHcranra
KA - IMapamMerap OTIopa JOKAJTHOj MPOMEHH OBPIIUHE COJIUIA
KA - [apamMeTap OTHOpa IIPOMEHH YKYIIHE MOBPIIMHE COIUIa
K® - I[apamMeTap OTIOpa caBHjamby MeMOpaHe coImIa
KS - [apamMerap OTIopa IMOBPUIIMHCKOM Harpe3amy MeMOpaHe cona
KV - I[apamMeTap OTIopa MPOMEHH 3alpPEMHHE COJHIA
K, - mapamMetap oTnopa Ha cMuuyhy nedopmanyjy y paBHE MeMOpaHe couja
k i rapameTap OTIIOpa Ha MOBPIIMHCKY JAe(popMalinjy y paBHH MEMOpaHe
@ conuga
L _ KapaKTEepHCTHYHA Jy)KMHA IIOCMATPaHOT JOMEeHa (lyH/a y npasiy i -Te
' oce
L, - TpPEeHYTHO pacTojame u3Mel)y 1Ba UuBopa conuaa
Ole - MIOYETHO pacTojame n3Mel)y 1Ba 4uBopa coinmja

| - CpeImu CIIO0O0IHH YT

I, - JEIMHMYHM BEKTOP KOjH CIaja [Ba YBOpa CONUIA

A - OJIHOC BUCKO3HOCTH YHYTpAIIET U CHoJballber Gprynaa
A4 - TJIaBHO M3yXKEHE Y MPaBILy oce X

A, - TJIaBHO WU3JyXKEH-e y MpaBIly oce Y

A - TJaBHO U3AYXXEHE y MpaBily oce Z
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JlokTopcka aucepranyja Crincak xopuirheHnx o3HaKa

Kopumhene ckpahennue

BGK -
CT -
CUDA -

GPU -
GPGPU -
Kn -
LB -
Ma -
MKE -
PRACE -
RBC -
Re -

SRT -

Bhatnagar-Gross-Krook monen
Computed Tomography

Compute Unified Device Architecture
Graphics Processing Unit

general purpose GPU

Knudsen-oB 6poj

lattice Boltzmann

Mach-og 6poj

METOJ KOHAYHUX CJICMCHATa
Partnership for Advanced Computing in Europe
red blood cell

Reynolds-oB 6poj

anpoKCHMalldja jeTHOCTPYKOT BpeMeHa penakcaruje (eHr. single
relaxation time approximation)
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1 VYBon

KapnuoBackynapHu CHCTEM je jeJaH O]l HajBXHUjUX CHCTEMa y JbYJICKOM OpraHU3MY.
PazymeBame OpojHHX MOjaBa Koje ce JellaBajy Y OKBHPY OBOT CHCTEMa je 3Ha4ajHo na Ou ce
JaKIIe aHAIM3HMPAIIU MPOIECH HACTAaHKA W pa3BOja MHOTUX OOJIECTH, Kao IITO Cy HacTaHaK
wiaka, GopMmupame TpoMOO3e, pa3Boj arepockiepoze UTA. llopen HaBeACHHX TpPUMEHA Y
aHanmu3u 0OJIeCTH KOje Cy NMPUMapHO Be3aHe 3a KapAHOBACKYJapHU CHUCTEM, MOJIEIHPAEe
CTpyjama KpBH je OUTHO U 300T pa3yMeBama MHOTHX JAPYIHX Mpolieca Kao MTO Cy Ha IpUMeEp
cHa0eBabe OpraHM3Ma KHCEOHHKOM, IUPKYIHCamhe MAIUTHUX helmja Kpo3 OpraHu3aM H
CrpoBOhele MHTPABCHO3HUX JICKOBA, MATUYHUX hellrja ¥ TeHETCKOT MaTepHjaa 10 IHJbaHuX
oprana. 300r HEJIOBOJBHOI pa3yMeBama OBHX II0jaBa, OrpaHUuYeHEe Cy MoryhHocTH
JIMjarHOCTUKE OOJIECTH, TUTAHMpama W TpeAy3uMama OJroBapajyhux MpeBEeHTHBHHX Mepa,
aHaJIM3e TPAHCIIOpTa JIEKOBAa U JM3ajHHpame e(pUKaCHUjUX TEepamujcKux Mpoueaypa. 30or
TOTa Cy UCTPaXMBamka CTPyjarma KPBH KIMHUYKH BEOMa 3HA4ajHA, & KOMIIjYTEPCKE METO/IE Ce
BEOMa YCIEIIHO MOTY NPUMEHHUTH YIPaBO y OBOj obimacTh. MaTeMaTHYKH M HYMEPHUYKU
MOJIENIM MOTY Jia IOTIPUHECY J00Hjalky MHOTO HOBMX M KOPHCHUX MH(OpMaIja, a Ipu TOME
je IpacTHYHO jeTHHHje W jeIHOCTaBHHje CIPOBECTH HYMEPHUYKY CHUMYIALHUjy, HETr0
CIPOBOJUTH KOMILJICTaH eKcliepuMeHT. Hymepuuke cumynamnmje cy 0 caja YCIEIIHO
NPUMEHCHE Y MHOTUM 00J1acTUMa, YKIJbYUyjYhH ¥ MOJeUpame U aHaIHu3y Mpoleca Kao ITo
Cy MCIIOPYKa HaHOJIEKOBA WK CTBapambe atepockiepose [1,2].

Kana ce pasmarpa cTpyjambe KpBU Kpo3 KapJAHOBACKYJIApHU CUCTEM, MMOTPEOHO j& pa3/IBOJUTH
MaTeMaTHYKe MoJiesie KOju pasMmarpajy cTpyjame (¢uyuaa Ha MaKpOCKOICKOM U
MHUKpPOCKOIICKOM HHUBOY. Hamme, mpupoja cTpyjama ce 3Ha4ajHO pa3iuKyje y 3aBHCHOCTU O]I
IIPeYHUKa KPBHOT cyna. AKo je KpBHU cyA npeunuka Beher ox 200 MuxpomeTapa, cTpyjame
ce MOXe€ JIOBOJbHO TayHO MOJIEIMpATH aKO C€ MPETHOCTaBH Ja jeé KPB XOMOTEHHU (IIyHI.
MebhyTtum, kaia ce pazmMarpa CTpyjambe KpBU Kpo3 KallujaapHe KpPBHE Cy/I0BE, YHMjH j& IPEUHUK
on 4 no 100 muxpomerapa, HOTPEOHO je y3eTH Y 003Up U CTPYKTYpY KPBU HA MUKPOCKOIICKOM
HUBOY.

Jbynacka kxpB je cinoxkeH ¢uyn Koju ce cactoju o hemuja (dopmupanux hemujckux
erieMeHaTa) 1 KpBHe maa3Me. [loctoju HeKoIMKo TUIIOBAa KPBHUX hemnuja, a TO Cy epUTPOLIUTH,
aeykouutu u Tpomoorutu. Oxo 40-45% 3anpeMuHe KpBH YMHE €pUTPOLIUTH (L[pBEHA KPBHA
3pHIA), KOja MMajy BEJIMKU YTHIA] Ha KapaKTEpUCTHKE CTPYyjalkba KPBH HA MHKPOCKOICKOM
HUBOY. MeXaHWYKH TJIeZaHO, PBEHO KPBHO 3PHIIE CE MOXKE IIOCMATPaTH Kao Karcysa, 4uja je
YHYTPAIIOCT UCIYHEHA HECTUIUBUBUM BHUCKO3HMM  (QUIyHIOM (XEeMOIJIOOMHOM), a
orpaHWYeHa je jako (IEKCMOMITHOM MeMOpaHOM, KOJy YMHE JBa CJIoja JIUMHAAa U TaHAK
IIUTOCKEJIET caunibeH o1 Mel)ycoOHo noBe3zanux npotenHa [3]. ['yctuna yryrpammer dayuna
(xemornoOMHa) M OKOJIHE KpBHE IIa3Me je€ MCTa, ajli je 3aTO BUCKO3HOCT YHYTpAIIHbEr
dnynna 5 no 6 myra Beha ox BHCKO3HOCTH KpBHe mia3me [4,5]. 3a pasmuky ox Behuue
Ouonomkux henuja, epUTPOLIUTH UMajy BeOMa pEAYKOBaHY YHYTpAIIky CTPYKTYPY U HEMajy
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JlokTOpcKa aucepTaimja [Tornassme 1

henmjcko jenpo. BbuxoBa ymora y JbyJICKOM OpraHu3My j€ J1a y3UMa]y KHUCEOHHK TOKOM
mpojacka KpBH Kpo3 Iutyha, 1a TpaHCIOPTYjy KHCEOHUK IO CBUX OCTAllUX JIENOBa Tela U Ja
omoryhaBajy pasMeHy KHCEOHUKA U YIJbEH AHOKCHAA Y OKOJIHOM TKHUBY MPEKO KalMIapHUX
KPBHHUX Cyl0Ba. 300T CBOje CTPYKTYpE, YJIOT€ W Pa3jMYUTHX YCJIOBA CTpyjamba KojuMa Cy
U3JI0’KEeHA [[PBEHA KPBHA 3PHIIA TOKOM KpeTama Kpo3 KapAnOBAaCKYJIapHH CUCTEM, OHA MOpPajy
na 0yny Beoma nedopmadbunna. Ta cmocobHOCT nedopmaliije HajBHINE J0JIa3M 10 U3paXkaja
NPUIMKOM IIPOJacka Kpo3 Mayie KpBHE CYIOBE M CYXEHa Koja TMOCTOje Yy KallWIapHOM
MUPKyTaTOpHOM cucTemy. IIpeunuk oBux henmja je y MHUKPOUMPKYJIallWju HCTOT peaa
BEJIMYMHE Ka0 M MPEYHHK KPBHOT Cyna M 300T TOra y HyMEpUYKHM CHUMYJalnjaMa OBaKBHX
1ojaBa HUje JTOBOJFHO TPETHUPATH KpB Kao XomoreHu ¢urymn, Beh ce mpBeHa KpBHA 3pHIA
MOPajy TPETUPATH Kao He3aBHUCHE henrje Koje Cy YpOmEHE Y KPBHY IUIa3My.

AHann3a JAMHAMHKE KpeTama OBUX henja IMojequHayHO je ympaBo 300T HUXOBE BEIHKE
yJIOTe jefaH O]l HajBaXXHH]JUX MpodiieMa y GU3HOJOTHJH M OMOMeXaHUId. MHOTH ayToOpH CY
aHAM3UpPaIN T[OHAIIAKkE IPBEHUX KPBHUX 3pHAIA, KAKO EKCIEPUMEHTAIHO, TaKO H
TEOpUjCKU. EKCIIEpUMEHTAITHO je MOoCMaTpaHo MOHAIIalke BEIITaukuX Karcyna [6,7], amu u
kpBHUX 3pHana [8,9]. MexaHnuke OCOOMHE €EpUTPOLUTA, ca MOCEOHUM (OKYyCOM Ha
KapakTepucTuke henmjcke MmemMOpaHe, mpoy4yaBajiu Cy MHOTH ayTOPH, KaKO Yy MPOLLUIOM BEKY
[10,11], Tako m y mperxomHoj neuenuju [12,13,14]. Kama je y mnutamy HYMEPHUYKO
MOJIENIMpabe MOHAIIakha NPBEHUX KPBHUX 3pHaIa y Guyuny, y JUTEpaTypH je MPUMEHEHO
HEKOJIMKO pa3nuuuthx merona. Pozrikidis [15] je mpuMeHHO MeTOy TpaHUYHUX elieMEeHATa
(eur. Boundary Element Method — BEM) na mozenupa KpeTame IHPBEHUX KPBHHX 3pHAIIA.
OBy merony cy kopuctuiu u japyru ayropu [16,17]. Ramanujan u Pozrikidis [18] cy
NPOIIMPHIN OBaj TPUCTYI W pa3MaTpalid HEKOJMKO Pa3IMYUTHX MaTepHjaTHUX Mojesa
KojuMa ce neduHuIIe oAHOC cuie U nedopmanuje yectuua. [lopex tora, y oBoMm pany je
nopes; edekTa crospamer QUIynaa, aHAIM3UpaH U eekat Quiynaa yHyTap 4ecTHIe, KOju
UMa pas3IMYuTy BUCKO3HOCT y OJJHOCY Ha criosbaiiby Guiyns. CIMYHU yTUIA] CYy pa3MaTpaliv
u Diaz u npyru [19]. 3a moaenupame yrunaja dhiayuaa Ha conua u oopuyro, Eggleton u Popel
[20] cy mpumenwnu metony ypomene rpanuiie (eur. Immersed boundary method). Sui u
apyru [21] cy yHampenuin oBaj MPHCTYI TaKo IITO CY J0JAIH MOOOJbIAmha TYCTHHE MPEXKE,
Jia O ce Mpeln3Huje MOJIEINPAJIO KPEeTamhe Karcylie ca BehoM ryCTHHOM MpEXe y ey Te je
yectuna. Takole cy kopumheHe U IUCKPETHE YECTHYHE METO/IE 32 MOJIENINPAe OBHX T10jaBa.
Boryczko u apyru [22] cy Moaenupanu coquI MPUMEHOM KIIaCHYHE MEXaHUKE KOHTHHYyMa,
JOK ¢y GuIyua Mojaeaupany kao ckym dectuna. Ca apyre cTpane, o yriienay Ha [23], Tsubota
u apyru [24] cy u biyua v conu MpeACTaBHIN Kao CKYIT YECTHIA U aHAIN3UPATH bHXOBE
Meh)ycoOHe MHTepakIifje U Ha Taj HAUWH MOJICITUPAIA KPETame KPBHUX 3pHAIa KpOo3 KPBHY
mwiasmy. Cumynanuje Beher Opoja IpBEeHMX KpBHUX 3pHala M mHUXoBa MehycoOHa
UHTepakKiuja cy ouie tema oapeheHor Opoja pamosa [25,26,27]. Mehytum, y BehuHu oBHX
pazoBa je pa3MaTpaHO KpeTame YeCTUIAa U KPBHUX 3pHAlla Y JeJHOCTaBHUJUM F€OMETPH]CKUM
yCJIOBHMa, TJie He J0Jla3e JI0 M3pa)kaja 0OCOOMHE KPBHUX 3pHAIlA Ja JAPACTUYHO MEHajy CBOJ
ob6muk. [{use oBor pana je n1a Mojaenupa KpeTame KPBHUX 3pHAIa M CPEpHUX YeCTUIa Kpo3
KOMILJIEKCHE T€OMETPHjCKE JIOMEHE, Kao IITO Cy apTepHje ca CTEHO30M, Oudypkammjom, Kao u
Kpo3 MHUKpOQIYUAHE YHMIIOBE 3a cemapanujy KaHiep henwja, alim M Kpo3 pealiHe ITOMEHE
No0HMjeHe eKCIEepUMEHTATHUM CHMMAambEeM IMPOTOKAa KPBU Kpo3 MoceOHy BpcTy pube, T3B.
3e0pa puoy.

VY oBoM pany he Outn mpuMemeHe TpU HyYMEpPHUYKE METo/e, Koje cy MelycoOHO moBe3aHe y
jenHy uenuHy. 3a MoJenupame cTpyjama Guynaa kopumihena je lattice Boltzmann (ckpaheno
LB) merona [28,29]. OBo je penaTMBHO HOBa METOJIa KOja ce KOPUCTH 3a pelaBambe Hauje-
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CrokcoBux jeaHaunHa. OHa je omaOpaHa 300r edUKACHOCTH y CHMYyJallijama CTpyjama
BUILIEKOMITOHEHTHUX (UIynza, Kao U CTpyjarma y MHKpo U HaHo kananuma [30,31], anu u 360r
pElIaTUBHO jeTHOCTaBHE HMMILUIEMEHTAIje U mapanenusanuje. Takohe, oBa merona je Beh
YCIIEIIHO MPUMEEHA 3a MOJIeIrpabe KpeTama yectuiia LDL-a (enr. low-density lipoprotein)
KpO3 KpBOTOK [32], a mpuMemeHa je U 3a aHaJIu3y | NpeiBulame KpeTamba HaHOJIEKOBa KPo3
kpBoTOK [33]. 3a Mozaenupame MmoHamama A¢pOPMAOHIHUX TEJla y3€TH CY y 003HMp YTHIAjU
paznuuuTor THma nedopmamuja. 3a peakiyje 4YecTuiie Ha jaedopMannjy Koja H3a3uBa
IPOMEHY 3alpeMHHe, MOBPILIMHE U CaBUjambe MeMOpaHe KopuilheHe cy ITUCKpeTHe GopmyIie
3a oapehuBame cuse peakiuje, o yrieay Ha [25]. 3a Momenupame MOBPIIMHCKOT HApe3ama
MeMOpaHne kopuiiheHa je MeToJa KOHauHUX eneMenara [2,34,35], u moceOHM MaTepHjaaIHu
MoOIe]T MeMOpaHe LPBEHOr KPBHOT 3pHIA, KOju je KopuiiheH y suteparypu [36] u xoju je
passuo Skalak [37]. 3a moxenupame nHTepakuuje usmely uaynaa u conuaa kopumheHa je
Immersed Boundary merona, kojy je mpBu npencrasuo Peskin [38]. Ona je omabpana 3ato
IITO CE TEOPHjCKE OCHOBE OBE METOJIe JJOOPO yKjamnajy ca HaYMHOM Ha KOjU jeé MaTeMaTHYKH
pa3BujeHa LB Merona u 3ajeJHO YMHE jeJjaH CKJIaJaH CIPETHYT CUCTEM KOjU C€ YCIEIIHO
npuMemyje 3a Moaenupame kako uBperux [39,40,41], Tako u neopMaOMIIHUX YeCTHUIIA KOje
cy ypomene y dayun [36,42]. TnaBHa mpeaHOCT OBE METOJAE j€ INTO MPHUIAKOM HbEHOT
Kopuihema HUje MOTpeOHO BPIIUTHU noaaTtHe Moaudukanuje Hapuje-CTOKCOBUX jeTHAYHMHA,
Beh ce edekar ypomeHe YecTHIle y3uMa y 003up MPEKo JejcTBa crosbaimime cuire. [lopen
TOra, OBa METOJIa CE YCIICIIHO NMPUMEHYje Kala Tpeda MOJeIupaTu TaHKe U jedhopMaOuIHe
MeMOpaHe Koje pa3aBajajy aBa (iyria, Kao MITO je TO ciydaj KOju ce pa3MaTrpa y OBOM paiy.
Jomr jemHa mMpeAHOCT je mTO Cy KOJ OBE MeTojae noMeHH (uiyuaa u hemujcke mMemOpaHe
pa3lBOjeHH INTO CE THYEe HYMEPHUYKOT pellaBama, IMa Ce MOXE KOPUCTUTH pa3IHduTa
JMICKpETH3allKja 3a OBa JBa JJOMEHA.

Hymepuuke cumynanyje Kao IITO je MOJENUpame KpeTama AehopMaOWIHMX YECTHLA Yy
Guynny, jako cy 3aXTE€BHE KaJia Cy y IMTaky KOMIJYTEepCKU pecypcu. 300r Tora je mpuiInKoM
UMITJIEMEHTAIjeé HyMEpUUKOT MOZENa y OBOM pajay MoceOHa maxma nocBeheHa TexHuKama
napaienuzamnuje. KoMijyTepcku mporpam je pa3BHjaH Tako Ja MOpes pajia Ha CTaHAapIHUM
PC pauynapuma, MOxe /1a ce U3BpIIaBa U Ha KOMIjYTEePCKUM KJIacTepuMa ca BEJIMKUM OpojeM
npoiiecopa, kao mro cy Tesla cymepkommjyrepu, Koje MPOU3BOAM CBETCKA KOMIIAHH]ja
NVIDIA. OuMm cynepkommjyrepuma je npuctynano y okBupy PRACE (enr. Partnership for
Advanced Computing in Europe) meljyHapogHux mpojekata, Ha KojuMma je OMO WM je
TPEHYTHO aHTaXoBaH ayTop oBor pana. Kopumhenn cy nmpunmmumu GPU mporpammpama u
CUDA apxurekrypa kojy je passuma NVIDIA [43]. Tlocturnyra cy 3HauyajHa yOp3ama
pa3BHjeHOr copTBEpa, TAKO Ja C€ HyMEpUYKe CUMYJalije Ha Taj HAUWH MOTY M3BPIIABATH 32
caMO HEKOJMKO MHHYTAa, HACIpaM Map CaTH KOJHMKO je TOTPEeOHO 3a W3BPIIABAKE HCTE
cumynanuje Ha cta"gapgHoM PC pauynapy, mro omoryhaBa MpakTMYHO HMHTEPAKTHBHO
npaheme pe3ynraTa y pealHOM BpeMeHY.

[Topehewem pesynrara CIpPOBEIEHUX HYMEPUUKHX CHUMYyJalyja ca pe3yiaTaTuma KOju cy
00jaBJbeHN y JIUTEPATypH, Ka0 U ca EKCIIEpPUMEHTATHUM Mojanuma, ouhe mokaszaHo na ce
pasBHjeHa HyMepHUYKa MeToJla U cO(TBEp MOTY YCIEIIHO NPUMEHHBATH Yy CHUMYJalujama
pearHux npodieMa y OMOMETUIIMHCKOM HHKCHEPHHTY.

OBaj panx je opranm3oBaH Ha ciefehu maunH. Y mornasspy 2 ommcana je lattice Boltzmann
HyMepHUYKa MeToJa Koja je kKopuirheHa 3a MoAenIHpame cTpyjama ¢uiynaa. Y moriaBiby 3
OINHKCaH je MOCTYyNaK MoOJeHpama peakiyje coiauaa Ha aedopmaruje. Y OBOM IOIJIaBIbY
noceOHa mMaxkmka TMocBeheHa je MeToaM KOHAYHUX e€JIeMeHaTa, Koja je KopuiiheHa 3a
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MoOJIeNIMpamke peakiuje neopmMaObMIHOr Tejla Ha TMOBPIIMHCKO HAmpe3ame, MpU YeMy je
IpUMEmEeH MocebaH MaTepHjaIHu MOJEN KOjU C€ KOPHCTH 33 XUIIepeslacCTHYHE MaTepHjaje,
KakaB je u MeMOpaHa IpBEHOT KpBHOT 3pHIA. Cripe3ame ToMeHa conuaa u (iayuaa, OJJHOCHO
MoJienupame conua-Gayna HHTepaKiuje, ocTBapeHo je momohy Immersed boundary merone,
KOja je onucaHa y noryiasiby 4. Y MoriaBiby 5 ONMUCaHM Cy IPUCTYIU KOjU Cy KOpHUITheHH 3a
MOJICIIpamke CTpYjalba BUIICKOMIIOHEHTHUX Guiyuna. [lapanenusanuja pa3BujeHor copTBepa
OlKCaHa je y MoriaBjby 6. Y moriarjpy 7 NMpUKa3aHU Cy MPUMEpPH Yy Kojuma cy nopeheHu
pe3yaTatu A00MjeHH NPHUMEHOM pa3BUjeHOr co(TBepa ca pe3ylTaTHMa U3 JIMTeparype.
[Topehewe pesynarata n00MjeHHMX HYMEPHUYKHM CHMYyJalldjaMa ca eKCIIePUMEHTATHUM
pe3yaTaTuMa MpHKa3aHo je y MoriaBiby 8. Y mornamiby 9 Aar je KpaTak 3aKkjbydak LEJIOT
pana.
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2 Monpeanpame cTpyjama gurynaa

[TocToju Benwku OpOj HYMEPUUKMX METOJa 3a MojAelupame cTpyjama ¢uryunaa. Heke on
CTaHJApJHUX METOJIa KOje Ce KOpHCTe Y pauyHCckoj nuHamui ¢uayumaa (ear. Computational
Fluid Dynamics — CFD) cy meTroma KOHAa4HHX eJeMeHaTa, KOHAYHUX pa3jivKa, KOHAYHUX
3anpemuHa. CylmIThHa CBHX MeEToJa je pemaBame cucrema jenHaumHa (Hasuje-Ctokcoe
jeqHauYMHE W jeHAYMHE KOHTHHYHWTETa), Ja OW ce Kao pe3yirar [go0uio Mojbe
MaKpOCKOIICKHX (PU3MUYKUX BeJMYMHA — Op3uHE, NpUTHCKA, cMmudyher Hamona. [lopen
CTaHJApJHUX METoja Koje ce 0a3mpajy Ha jeqHaYMHaMa Koje Cy U3BElCHE 32 KOHTHHYYM,
IOCTOje M JTUCKpeTHe Mmerone, kao mro cy lattice Boltzmann (ckpaheno LB), DPD (ewr.
Dissipative Particle Dynamics), SPH (eur. Smoothed-Particle Hydrodynamics). ¥ osom pany
je xopumthena LB meTona. Ona je nzabpana 300T epUKaCHOCTH y CUMYJalijaMa CTpyjamba y
MHUKpo U HaHo kaHanmuma [30,31] u y cumysanujama Kperama coiuga y JAOMeHy (iyuaa
[25,40,44]. Tlopen Tora, BelMKa MPEAHOCT OBE METOJIC je IITO HeMa MoTpede 3a peliaBameM
TudepeHInjaTHUX jeIHaYlHa WIM CHUCTEMa jelIHA4YMHa, A je MMIUIEMEHTAlHja peslaTHBHO
jemHocTaBHA U Moryhe je H3BPIIUTH Mapaieln3aiujy.

Lattice Boltzmann meroma npunana kimacu npobiaema takosBanux Cellular Automata (CA).
Kox cBux oBakBux npobiema (GU3HYKK CHCTEM Ce TIocMaTpa Ha HIeaM30BaH HaYHMH, TaKO J1a
CY BpeMe U IIPOCTOp TUCKPETU30BaHU, OJHOCHO LI€0 MPOCTOP j€ CAaYHI-eH O] BEIHKOT Opoja
unentuuHux henuja [45]. @nyna ce mocmatpa kKao cKyn (GUKTHBHHX YECTHIIA U TPOy4YaBa ce
JTWHAMHKa KpeTama OBUX YECTHUIIA, KPO3 HBHX0BEe MelycoOHe cynape u jaspy mpomnaramiujy y
nocMaTpaHoM jioMeHy. Jlepunuie ce moceOHa GpyHKIMja Mporaraiuje, Koja 3aBUCH 0]1 CTamba
CyCeIHMX YeCTHIla W HACHTHUYHOT je OOJMKa 3a CBE YECTHIE, OJHOCHO CBE YBOPOBE
nuckperu3oBane Mpeke (enr. lattice mesh). Crame y cBUM YBOpOBHMA Ce axypupa
CHHXPOHHM30BAaHO KPO3 HU3 UTEpaIHja, y AUCKPETHIM BPEMEHCKUM KOpalyMa.

Jennaunne LB metonme ce m3Bome u3 KoHTHHyanHe Boltzmann-ose jemnaumne. IToctymak
u3Bohewma U TpaHcpopmMallje Koje je moTpeOHO CIpoBecTH Ja Ou ce 10010 OOIMK MOT0JIaH 3a
HYMEpPUYKO pelllaBame 00jallllbeHe Cy Y HacTaBKy OBOT IorJaBJba. Takohe, Moxke ce Joka3aTtu
Jla ce MojenupameM (GuIyHn1a Ha MUKPOCKOIICKOM HUBOY U npahemeM AUHAMHUKE JUCKPEeTHUX
YECTHIIa MOXKE MOJIEIMPATH U CTpyjame (iynia Ha MakpocKornckoMm HUBOY. [Toctynak kojum
ce mokasyje na ce u3 jeqHaumHa LB merome mory m3sectu HaBuje-CTokcoBe jeaHauynHe
Takole je ornucaH y OBOM IOTJIaBJbY.
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2.1 Boltzmann-oBa jenHaunHa

VY okBupy LB Merozne dayun ce mocmarpa Kao CKyIl 4eCTHIIa M OYMIJICIHO j€ Ja je MOTpeOHO
rmocMaTpaTd BeJIUMKH Opoj dyecTuia, koje wmehycoOHO wuHTeparyjy W cyaapajy ce y
MOCMATPaHOM TPOCTOPY. YKOIHMKO OM ce MocMarpaia CBaka YeCTHIlA IMOjeAMHAYHO, TO OU
3HAYMJIO Ja ce (pIIyn]| y MOTIIYHOCTH aHAIM3Mpa HA MUKPOCKOIICKOM HUBOY. OBaKaB MPUCTYII
HUje TIOrOaH jep je oBakBO mpaheme TemKo M3BOJJBMBO, a ca JApyre CTpaHe, 3a mpobdieme
OUHAMUKe (QIIyna, KOju Cy Y OBOM CIy4ajy MpeiIMeT WHTepecOBamba, HajOUTHH]jE je TIPaTUTH
NPOMEHE y CHCTEMY Ha MaKpPOCKOIICKOM HHBOY. 3ato je y LB MeToam ocHOBHa BenuymHa
dbyHK1Mja pactionene f , Koja onucyje MoHAIIAke U KPETambe YECTHIA Y mpocTopy. DyHKIHja

pacmioziene je neduHrucaHa TaKo Ja f(x,é’;,t) Mpe/icTaB/ba BEPOBATHONY Jla ce YecTulla Halla3u
yHyTap enemeHTa dxd& oko Tauke (x,g), y BPEMEHCKOM TpeHYTKy t, mpu yemy X u §
03HAYaBa]y BEKTOP I0JIOXKAja U BEKTOP OpP3UHE YECTHIIE, PECTIEKTUBHO.

OcHOBHa jeqHaYMHA O] KOje TO4YMEbY CBa Jajba u3Bohema je Boltzmann-oa jennauwmna,
napuujanHa audepeHnujanHa jelHaYrMHa Koja BaXM 3a KOHTHHYYM U KoOja 3ampaBo
MpelCTaBba jeHAYNHY OayaHca (QyHKIMje pacmojneie. AKO Cy y3eTe y 003Mp CIOJbAIlhe
cuie, Boltzmann-oga jennaunHa riacu:

T4 —+ = —=0 (2.1)

I7ie je ca § O3Ha4yeH BEKTOp CIOJbAllBbHUX CHIA, a ca () je 03HAYEH orepaTop cyaapa (eHr.
collision operator), koju nipesicTaB/ba poMeHy (QYHKIIHje pacroiesie yciaea cyaapa YeCTHIIA.

Omnepatop cyaapa Q ce npezacraB/ba (QYHKIHJOM jaKO KOMIUIEKCHOT OOJMKa, Ma je YBeAEH
T0jeTHOCTaBJbEHH MOJIeN, KOju ¢y npemioxkunu Bhatnagar, Gross u Krook [46]. Yeenena je
MIPETIOCTaBKa J1a je edekaT cynapa 4yecTulla TakaB Jia ToBoAu (hiayun ,,0Iuxke paBHOTEKHOM
cramy. OBaj MoJIel je MO3HAT Kao alpoKCHMaIMja jeIHOCTPYKOT BpeMeHa perakcanuje (eHr.
single relaxation time approximation) uau Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) mozaen. Oneparop
Q je nedunKCcaH Ha cienehu HaYKH:

__ L _f0
Q= T(f £©) (2.2)

I7€ je 7 BpeMe perakcaiyje, OJHOCHO IIPOCEYHO BpeMe Koje MpoTekHe m3Mmely 2 cymapa, a
f© paBHOTeXHa pyHKIM]ja pacrmonene, T38. Maxwell-Boltzmann-osa ¢ynknuja pacronerne.
Kao miro je Beh nomenyto, LB meTona ce 3acHMBa Ha MPUHLIMIIMMA KOJU BayKe 3a racoBe, ajlid
Cy yBeJleHa HEeKa OTpaHHYeHa Ja OW Ce OBH NPUHIUIH NPUMEHHIIN Yy AUHAMUIM (aynaa.
Maxwell-Boltzmann-osa ¢ynkumja pacmopene BepoBarHohe je mpey3eTa U3 CTaTUCTUYKE
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MEXaHHKe, TJIe Ce KOPUCTH Ja Ou ce oapenwne Op3uHe Mosiekyina. Jlerasbum Be3aHu 3a
nepunucame wu wu3Bohewme Maxwell-Boltzmann-ose ¢ynkuuje pacmonmene cy oBze
U30CTaBJbEHU, a MOTY ce Hahu y nuteparypu [47,48]. Konauan u3pas paBHOTEe)HE QyHKIHjE
pacrojene riacu:

£, )= L1

(%)

26(x,t)

exp [— MJ (2.3)

Y oBOM Hu3pasy:

D je 6poj pusnukux mumensuja (D =3 3a TpomuMensuonanau mpocrop)

€=kgT/m
kg =1,38 ~1O‘23% je Boltzmann-oBa koxcTanTa

T je anconytHa temneparypa y Kensunuma (K)

m je maca uectuie (y JajbeM TEKCTY, cMarpa ce aa je M=1)

Konauno, BGK moxen Boltzmann-ose jemHauwnne, KOju BaKu 32 KOHTHHYYM, Ie(HHUCAH j€
cienehoM jeTHaYuHOM

of _of of 1
4 E 49 —=-= f_f(o)
G te Y o T( ) (2.4)

2.2 WN3Bohemwe HaBuje-CToKCOBE jefHAUNHE

[ToTpebHO je mpumeHUTH onapeljeHn moctymak aa 6u ce Boltzmann-osa jennaumna koja je
neduHrCcaHa y MPETXOJHOM IIOTJIaBJby TpaHcopMHUcada y CHUCTEM jeHaYWHA KOJH CE
KOPUCTH y KJIaCUYHO] AMHaMUIM (iayuaa — jeqHauyuHy kKoHTuHyutera U HaBuje-CTokcoBy
jennaunny. IlocToje ABa HauMHa J1a ce 10OUjy TpaXkeHe jeHaYrHe. JeqaH je a ce jeAHauynHa
(2.4) mpojexryje na Hermite-oBy 6a3y (eur. Hermite polynomials basis projection) u ma ce
OHJa Jajbe TpaHchopMmuIily AoOujeHn u3pasu. OBy mpouenypy je MpBH MPEUIOKHO U
criposeo Grad [49,50], ma ce u HazuBa Grad-oBux 13 MoMeHTHUX jenHauuna (eHr. Grad’s 13-
moments equations). [lpyru npuctyn cy npemioxuan Chapman u Cowling [51] u Ha3uBa ce
Chapman-Enskog ekcriansuja Ha Buiie ckana (enr. Chapman-Enskog multiscale expansion).
YV OKBHpY TOT MOCTYIIKa C€ jeJHAYMHE pa3/iBajajy Ha BHUIIE CKaja TaKo IITO C€ CBH M3BOJIH,
¢yHKIMja pacmojene W CBe BEIMYMHE pa3BHja)y Yy (QYHKUMJU Ppa3IMUUTHX CTEIeHa
Knyncenosor 6poja. Tako noOujeHH M3paszu ce Jajbe aHATU3UPAJy 3a pa3IMyUTe CTEIeHe
KnayncenoBor Opoja m mgo0ujajy ce TpakeHe jeIHadynHe. Y OBOM paay j€ TNPUMEHEH
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JEMHOCTaBHUJH TIOCTYIAK, KOJU TPHU TOME 3ajpkaBa OCHOBHY wuuejy. OBaj mocTymak je
npumenro Huang [52] u o6jammen je y mutepatypu [41,53,54].

Hajupe je morpeOHO mpojekToBaTH Ieo cucreM Ha Hermite-oBy mnonauHOMCKY 0a3y.
ITpojexuuja pyHKIMje pacnonese aara je ciaeachoM jemHaduHOM:

f(x.&1)= )

MS
2=

HM(E)al(x,t) (2.5)

VY uspazy (2.5):
(&) je TexuHcKa QyHKIHjA

#™ u a" npencrasmajy Hermite-op mommHoM N -Tor cremena u koeduuMjeHT

a o

GKCHaHSI/Ije N -TOr cTeneHa, peCIEKTUBHO

0. je BEeKTOPCKU MHIEKC; O = (al,az,...an), npu ToMe Baku Einstein-oBa koHBeHIMja

(6] ca61/1paH,y 110 IOHOBJbCHHUM HMHACKCHMA.

Rodrigues-oBa ¢opmyna naedunumie Hermite-oB momuHom N-tor cremena, y D-
JMMEH3HOHOM IIPOCTOPY:

m_ (1) &
W= ) e () (2.6)

Texuncka GpyHkuuja (&) ce nepunure:

w(é)ZW@@[—%j @)

Koeduuujent excnansuje ce nepuHuIIe:
al’(x,t)= [ de f(x&thr () (2.8)

Kao mro ce moxe Bunetn u3 jeanaunHe (2.5), mpojekuujom Ha Hermite-oy 6a3y dyHkimja
pacriozene ce pas3Buja y OeckoHauHU pen. MehyTuM, y MakpOCKOICKHM jelHaurHama
(3aKoHMMa OfpKamka Mace W KOJIWUYMHE KpeTama) (urypuiie camo 3 BEITHYMHE - TYCTHHA
dnynna p, KOIMYUMHA KpeTamba pu U eHepruja pe. Crora ce Moxe M3BECTH 3aKJbyYaK Jia ce
MOTY 3aHEMapUTH WIAHOBHU Tmocie oxapeheHor cremeHa. TuMe ce ¢yHKIHja pacrojene
,»CKkpahyje“, omHocHo rybe ce onpehene wuHpopmalje Koje je OpurHHaJIHA (yHKIH]a
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pacmozienie caapskana. Y JuUTepaTypd je TMOKa3aHO jJa Te HHGOpMaIfje 3anpaBO U HUCY
HEOIXO/HE 3a cUMynanuje crpyjama ¢uyuna [53]. Ako ce 3aHeMape CBU WIAHOBH H3HA]
gyerpror pega (ako je N =4), n3 BGK jennaumne ce mory mssectn Hasmje-CTokxcose
jeaHaYnHe 3a CTUILBUB TepManHu (uywa. CIudHO, ako ce u3BpIIM ckpahuBame 10 Tpeher
pena, 100Mjajy ce MIAECHTUYHE jeIHAUMHE OPIKaRa MAce U KOJIMYMHE KpeTama, kao 38 N =4,
Amm, ryoutak nHdopmanuja u3 QyHKIHje pacro/iese JOBOIH 10 Tora Jia jeJHaYnHa OJIpiKamba
€Hepruje HUje BUIIC MJICHTUYHA W BHIIE HE MOXE JIOBOJHHO TAYHO J]a CHMYJHUpPA TOILIOTHA
cTpyjama. OBakBa (opMynanyja UMaK CAaCBUM PEATHO MOXeE J1a PEIpe3eHTyje h30TepMaliHa
CTpyjama CTUILJBUBOT (HIIyHaa.

CkpahuBameM QyHKIHje pacriojielic U 3aHEMapHBamkeM WIAHOBA W3HAJ JPYTrOr CTENeHa (3a
N =2), nobuja ce najuenthe kopumhen lattice Boltzmann moznen. OBaj mojen Baxku camo 3a
uzorepmanHe u cnabo crunubuBe (uyune. Hajuemhe ce kopueru 300or Tora IITO
penpe3eHtyje W Hajuemhe kopumnihern oOnuk HaBuje-CTOKCOBUX jeqHauyWHA y PadyyHCKO]
nuHaMun Gayuaa. Y HacTaBKY OBOT paaa u3Boheme he OMTH crmpoBeneHO ympaBo 3a OBaj
MOJIEIT — 32 U30TEPMAITHO CTPYjahe HECTUIILJBUBOT (IIyHIA.

300r cBera HaBEJCHOI, y TOCTYIKY Koju je mpemioxuo Grad, T0BOJBHO je H3padyyHATH
neduHUcaHe Koe(HIMjeHTe 10 APYror CTEICHA.

Anm Hajmipe je moTpeOHo neduHUCATH MAaKPOCKOIICKE BEIMYMHE MPEeKo (YHKIIMje pacroiere.
[Tomro LB merona omucyje duryua Ha MOJCKYJIapHOM HHUBOY, KapaKTepUCTHKE Qurymma ca
acrieKTa KOHTHHYyMa Cy UMIUIMIUTHO cajapaHe y mojeny. DyHKIuja pacmojene ce 300r
TOTa KOPHUCTH 32 JCPUHICAHE MAKPOCKOIICKMX BEJTMYMHA.

['ycTrHa ce Ae(UHHIIE HHTETPATIOM:
plxt)=[de f(x&t) (2.9)
KomnuunHa KpeTarma ce Ae(HHHIIE HHTErPaNoM:
ixt)=pulxt)=[de& f(x.&t) (2.10)

WuTterpamyja ce BpIIM Ha IejIOM JoMeHy Op3uHe. Y u3pasy (2.10) U mpeacraBiba 1moJbe
cpenme Op3uHe.

Ocrane MakpOCKOIICKE BEJIMYHMHE C€ pauyHajy Kao (DyHKIMje BUILEr CTENeHa, Ma ce paau
OperyieIHOCTH He Muuly y (yHKIHUjU cpeame Op3uHe, Beh NMpeKko OJCTymama OJ Cpeame
Op3une. 300T TOra ce yBOJM MOjaM MHUKPOCKOITICKE Op3UHE, Kao MOJbE OJCTYIama O] CPEAHE
Op3uHe

c(x,&,t)=&—u(x,t) (2.11)
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I'yctuna ynytpamnimke enepruje (edr. internal energy density) ce cama Moxe u3pa3uT:
1 2
pezzjdcc f(x,&,t) (2.12)

rie je ¢’ = ||C||2

VY ckimagy ca jeJHauMHOM KOja BaKHM 3a JEHOATOMCKH Tac, U y clydajy ¢diayuaa Koju ce
pa3MaTpa Ha OBaj HAYWH, YHYTpallliha CHEPruja ce cieaehoM jeHaunHOM MOJKE TOBE3aTH ca
TEMITEPATYPOM:

e= E o (2.13)
2
OnHOCHO:
m=%p9 (2.14)

[Topen oBux BenuuyMHa, MOTPEOHO je AeHUHMCATH jolll jeJHY BEJIMYMHY Koja (urypuiie y
3aKoHUMa o/ip>karba. OBa BEIMYHMHA j€ TEH30p HAIOHA, KOju ce aeduHuIe Ha cienehu HaumH:

P :jdccc f(x,&1) (2.15)

r7e je CC TeH30pCKH mpous3Box C u C.

XuApoCcTaTUUKU MPUTHCAK C€ MOXKE Ae(PUHUCATH IPEKO BE3€ Ca YHYTPAIIHOM €HEPIUjoM:
p=—+ (2.16)

Kopumihemewm uspasa (2.14) nonasu ce 10 jeHaYMHE CTamba UACATHOT raca U TO j€ YjeIHO U
HauuH Ha Koju ce y LB mMeronu yBoau npuTHCak y CUCTEM jeJHAYMHA:

p=p9=p%§- (2.17)
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[Tomro cy neduHMCaHE MaKpOCKOICKE BEJIMYMHE MPEKo (YHKIM]E pacrojelne, cajga ce Ha
ocHOBY ¢opmyite (2.6) Mmory uspauyHatu Hermite-oBu MOJIMHOMHE 0 APYroOT CTECHA:

7® —1 (2.18)
HY=¢, (2.19)
}[(gf‘) = §a§ﬂ - 5aﬂ (220)

Axo ce y ommrtoj jenHaumHH 3a KoeduimjeHT ekcrnansuje (2.8) 3amMeHe MaKpOCKOIICKE
BenuunHe (nepunucane jeqHaunHama (2.9), (2.10) u (2.15)) nobujajy ce cienehe jeanadnne
3a Koe(hHIMjeHTe eKCIIaH3hje JI0 APYroT CTeNeHa:

a%=p (2.21)
al = pu, (2.22)
a2 =P, +pluu,-5,) (2.23)

Y CKJIIaly €a OBUM 3aKJbydllhMa, q)YHKI_II/Ija pacmoaciic C€ MOKE 3alluCaTu Ha cnenehu Ha4uH:

CENERAICERIEN0) JERFURICRY (224)

n=0 '’
Ipu 4eMy ce CBH unaHoBH peaa sumer ox N 3anemapyjy.
Cana ce moxe nepuHUCATH U paBHOTEKHA (DYHKIIM]a pacrojiene, pa3BijeHa y pe:

N

1
fO =0 ﬁ}[(ﬁ”)ag';) (2.25)
n=0 '

rze cy koeduuujeHTu a((,r;) nepUHUCaHH jeTHAYNHOM:

afy = [dg £ g (2.26)
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V oBOM m3pa3y (M y CBUM HapeIHHM u3pasuma), cmarpa ce aa je N =2, kao mro je Beh
HarJameHo.

Koedpunmjentu a((,”) Ce MOTY JIaKO OJpEIUTH MpHUMEHOM ['aycoBe MHTErpamnuje U 3aMeHOM

H3pasa 3a MaKpOCKOIICKE BEJIMYUHC:

a =p (2.27)
8, = A, (2.28)
a2, = puu,+p(0-1)5,, (2.29)

Kako ce y oBOM paxy pasmarpa CTpyjalse€ HECTUILBHMBOT, HW30TepMaiHOr (iynna,

TEMIIEpaTypa ce He y3uMa y 003up, Ma 3aKOH OJ[p)Kama CHEpPrHjec HeMa HUKaKaB YTHIA] U

cmarpa ce na je @ =1. 360r Tora koeduunjent a((,f}ﬁ ocTaje:

ag), = pu,u, (2.30)

3aMeHOM BpEIHOCTH KoedulihjeHarta aé"), ka0 u Hermite-oBux mnoauHOMa ACPUHHCAHHX

jennaunHama (2.18)-(2.20), nobuja ce KOHaYHU M3pa3 3a PAaBHOTEKHY (DYHKIIH]Y pacroerne:
F0)_ o o1 1.0
=wp +§~u+§ apUgU g (2.31)

Capna ce Boltzmann-oga jeqnaunna (2.4) moxke npojekroBati Ha Hermite-oy 6a3y. Hajmpe hie
OUTH MPOjEeKTOBaHA caMO JieBa CTpaHa jeJHAYMHE, a 3a JIECHY he moTOM OUTH MPUMEHEHO
Chapman-Enskog pacraBibaie 1a 61 ce 10010 KeJbeHH CHCTEM jeIHAYNHA.

f(Grale %j e e -

Y ) . (2.32)
=[S (F(x8 o §+j & f(x.e ) ))d§+ja—§(f(x,§,t)-g)7{ &)z

ot

Tpehu uwnan wm3paza (2.32) moxe ce TpaHchopMHCAaTH TPUMEHOM IpaBWIa O H3BOIY
IPOU3BOAA:

I;( (x&1)-g)r " () = f f(x &) g @[ f(x&1) g— Me)e  (2.33)
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[pBu wian uspasa (2.33) ce masbe Tpanchopmuiie npumernom Green-ose Gopmysie u mocraje
jeHaK HyJIu:

I;( (x&t)-g7"(E)e = j x,&,1)-g# " (€))-ndy —0 (2.34)

Ha ocnoBy nedunuruje Hermite-osux monunoma (jeanauyunna (2.6) u (2.7)) Mory ce u3BecTH
cieaehe penammje [53,55]:

n n+! a n
gr™) = gt 4 = gr0) (2.35)
0
O () _ o)
H" =9 2.
o (2.36)

Tae ce moapasymMeBa CyYMHUPAKE 110 HHACKCY O .

Axo ce uspasu (2.33), (2.35) u (2.36) npumene Ha uspas (2.32), noduja ce:
([ 08 ([lor oY)t gt [ Fixg 09 o) 2.3

AKo ce cajia IpuMeEHH U u3pa3 3a KoeuirjeHT ekcransuje (2.8), 100Mja ce KOHAYHU U3pa3 3a
neBy crpany Boltzmann-ose jenqnaunue npojexroBan Ha Hermite-oBy 6asy:

0 a4 2 a0 O g0 _g 4000 (2.38)
ot OX OX

Cana ce npumemyje Chapman-Enskog pacraBibaie Ha BeTHUHMHE PA3IMYMTOT peja ja Ou ce
no0uIie o3HaTe jeTHaYMHe TUHAMUKe (irynaa.

AKO ce Hajupe MpeTNnocTaBu Aa je (yHKLHUja pacrHojesie jeJHaKa paBHOTEKHO] BPEAHOCTU
dyuxiuje pacrogerne |f = f© , JIecHa cTpaHa jenHaumHe (2.4) jemnaka je Hynu, nma BGK
jemHa4yrHa npojekToBaHa Ha Hermite-oBy 6a3y riacu:

aal" . dalmy) . dalmy)

(n-1) _
—ga"™Y =0 2.39
ot OX OX 9%0q (2:39)
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3amenoM BpeaHoctd Koeduuujenara excrnansuje 3a N=0 u N=1 no6ujajy ce nBe 0OCcHOBHE
jeIHaYMHE pauyyHCKe TUHAMKKE (Iyna — 3aKOHU OJ[pKarba Mace U KOJIMYMHE KPeTarmba:

0 0
E(P)Jr&(/?u):() (2.40)
2 (pu)+Z (pl + o) = g (241)

JNo6wujene jennaunne (2.40) u (2.41) cy Ojnepose jennaunne 3a Gayus, a b U3Bohema je 1a
ce nobujy HaBuje-CrokcoBe jennaumnne. 3aro ce aepununuja ¢pyHkuje pacnogene f mMema

. 0

U cMaTpa ce Ja HHje jeTHaka f ), Beh ce MoOKe paslioKUTH Ha PABHOTEKHHU (EHT.
“equilibrium” part) ¥ BaHPaBHOTEXHHU ae0 (eHr. “off-equilibrium” part), npu demy je
BaHPABHOTEKHH JICO MHOTO MambH U CMaTpa Ce MAJIUM OJICTYIAkEM OJf PABHOTEKHOT CTamba.

OBa aeduHHIMja ce MOKE IPEICTABUTH jeTHAYNHOM:
f=fO1gf0 (2.42)

npu 4emy je ca & osHaueH KuymceHoB 06poj (Kn) koju ce neduHuIIE Ka0 OJAHOC CPEIbEr
CII00O0/THOT TTyTa YeCTHIIA U KapaKTEPUCTUIHE TyKHHE.

P (2.43)

V m3pasy (2.43) ca L je o3HaueHa KapakTepUCTHYHA Jy’KHUHA IOCMATpaHor 1oMeHa, a | =C.7
je cpeamu cI000JHU MyT YecTula (MpoceyHH MyT Koju yectuna npehe msmehy 2 cynapa).
Bpennoct C, ce nedunHuIe Kao KapakTepUCTUYHA Op3uWHA YeCTHUIla, KOja ce joll Ha3uBa U

Op3uHa 3ByKa y jeaunuiiama mpeke (enr. speed of sound in lattice units). Bpeasoct oBor
napameTpa ce AeQUHHUIIE Y OKBUPY MOCTYIKa IUCKpeTH3alyje, mro he OuTu TeMa HapeaHOT
HOTJIaBJbaA.

JacHOo je u3 neduHuUIMje BaHPAaBHOTEXKHOT JAeia (YyHKIMje pacmojenie Aa Mopa JAa BaXu
fU << O Ako 6u KnyzacenoB 6poj 6umo 63y 1 unu Behu of 1, cnobonan nyt yectuiia 6u
OMOo MCTOT pefia BeMYMHE Kao KapaKTePUCTUYHA JTy’)KWHA TIOCMATPAHOT JOMEHA, @ CAMUM THM
NPEeTIIOCTaBKa Ja ce CUMyJrpa (Giayua kao KOHTHHYyM He Ou Owna BanuaHa. [lomTo je musb
Ja ce cumynupa (GIyua Kao KOHTUHYYM, M3BOAM C€ 3aKJbydyak JAa IEJIOKymHU npuctyn LB
merone 1 BGK mozen 3ampaBo Bake camo y obGmactu manor Knudsen-osor Opoja, ma je

HEOIXOIHO J1a Bk & <<1.
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AKo ce y3Me y 003up u3pas 3a GpyHkinjy pacrnogeie (2.42), necua crpana jennaunne (2.4) ce
takol)e Moske mpojekToBaTH Ha Hermite-oBy 0a3y:

- £ &t e =~ ol (2.44)

Ienokynua BGK jennaunna npojexkroBana Ha Hermite-osy 6a3y caja riacu:

(n+1)

oal" Lo dalm
ot OX oX

n-. l n
~gall " =—;a£ ) (2.45)

MIpHU YeMy je Koe(UIIMjEeHT eKCIIaH3Hje 32 HepaBHOTSKHY (DYHKITH]y pacrioaee nepuHucaH:

al) = [d& f (" (2.46)

a BaHPaBHOTE)KHA (DYHKIIM]ja pacIiojielie pa3BHjeHa y pejl ce JePUuHUIIE:

N
1 n n
=0 ﬁ}rf, Jayy) (2.47)
n=0 '!-

[Mocpennum nudepeHmpameM napiuujaTHud U3BO KoedHimjeHrta ag”) 10 BPEMEHY MOXKE C€

Tpancopmucatu (Ipu TOME ce y3umajy y o03up nperxoaHo aodujeHe OjinepoBe jeAHAUYNHE
(2.40) u (2.41)):

oa)" _aal op . da" a(pu) _
ot op ot g ot

__oa” alpu)  oay”
op ox 9

(2.48)

(pg—a%(pl +pUU)j

Ha ocHoBy Beh HaBeneHUX m3pas3a 3a KOSHHUIUjESHTE a(()") (jemnauune (2.27)-(2.30)), nako je

OJIPEJTUTH TapIIMjaTHEe U3BOAC IO P H |

(0) ) 0a®?
B _1; %0 _o, D0 __sp 5, (2.49)
op op op
o ol el
0 =0 a5 -5 4 +5,U 2.50
aja ajﬁ ap ajy ay~ B Br-a ( )
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Caga je jeTHOCTaBHO U3padyyHATH BPEAHOCTH KOoeHIlHjeHaTa ai(”>:
8" =0; a) =0; af, =0; af}), =278, (251)

rzie je ca S, 03HaueH TeH30p Aedopmanje:

Sap = %( g +lay) (2.52)

) . ou
Y oBom uspasy ca U, , je O3HAYCH MAPLH]aTHN U3BOJ 5 <,
’ X
yi

Tpeba HanmoMeHYTH jeoHY BaKHY alpoKCHUMAIHjy Koja je TMpUMEHhEeHa MPUIUKOM
u3padyHaBama KOoeQHIMjeHTa al(j)ﬂ VYkonuko OM ce M3padyyHaBao IOCTYITHO, W3pa3 Ou

IJIaCHoO:

- % a2, =208, - 8% (puauﬁuy)= 2P5,5+ O(M as) (2.53)

V4

TaKo J1a C€ 3aHeMapyjy WIAHOBH BUIIET pejia.

V oBom mspasy, Ma je Mach-oB 6poj, koju ce meduHMIIE KAO OJHOC KApAKTEPHCTUYHE
Op3une dayunna u ,,0p3uHe 3ByKa* C,.

Ma=— (2.54)

(]

Ienokynua LB meroma m BGK momen Baxke camo y obiactu mamor Mach-osor Opoja.
Kopumihemem oBe ampokcuMmalidje, WiaHOBHM BHIIET peaa y jemHaunuu (2.53) ce mory
3aHEeMapHTH U Ha Taj HAuuH ce 1o0uja Beh Hanucanu uspas (2.51).

Kopumhemem oBe ampokcumalidje W CBUX MNPETXOAHO ojpeheHuX BeIuuMHa, MOXKE Ce

M3pauyHaTH KOHAYaH M3pa3 3a BAHPABHOTEXKHY QyHKIM]y pacrnoaene f g :
0 =—zp9)s, (2.55)

VY Jlogatky A je omucana mporenypa kojom ce Boltzmann-osa jennaunna Tpanchopmumie y
jemHaynHe OJIp)Kama Mace W KOJMYHMHE KpeTama. Ta mporeaypa je Bpiao CIudHa OBOj Koja je
Beh cmpoBeneHa mnpuWIMKOM TMpojekToBama Ha Hermite-opy ©0a3sy, ma je 30or Tora
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JlokTOpcKa aucepTaimja [Tornasswe 2

M30CTaBJhEHA M3 TJIABHOT Jiena OBOr pana. Kao kpajmwu pe3yiTaT oBe Nmporeaype, 1001jajy ce
cnenehe jeqHaunHe:

op O _
%12 (pu)=0 (2:56)
£ (pu)+ =P+ )= p-g (257)

Ja 6u ce n0OHMO MOTIYH CHUCTEM jelHA4yWHA, NOTPEOHO je OApPEAUTH TEH30p HamoHa P.
[Mpumenom wucror mnpunnuma Chapman-Enskog pacraBbama, koju je Beh kopumrhen
HPWIMKOM U3padyHaBama (YHKIHjE PacIojielie, TCH30p HAllOHA ce MOXKE PACTaBUTU Ha 2
KOMITOHCHTE:

p_p© , pl) (2.58)

Ha ocnoBy jeanauunne (2.15), nobuja ce:

P=[(g-u)g-u)(f+f)e=

(2.59)
= [(gg —gu—ug+uu)(f®+ V)i
Jlamse ce Mory TpanchopMucaTi 00e KOMITOHEHTE 110jeANHAYHO:
P =] (1) =20, — 3%, +(5,,+u,u, Jpr® )f dg (2.60)

3amenom N=0 u N=1, umajyhu y Buay npeTxoaHo u3padyHaTe BPEAHOCTH KoeduiMjeHara
excmansuje (2.27)-(2.30) u (2.51), nobwuja ce:

P\ = pbs,, (2.61)

PY =248, (2.62)

VYKyIHa BpeJHOCT TEH30pa HAITOHA U3HOCH:!

P=pl —245 (2.63)

e je ca 4= poT O3HAYCHA JUHAMHUYKA BUCKO3HOCT.
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JlokTOpcKa aucepTaimja [Tornasswe 2

AKoO ce caga J00MjeHH M3pa3 3a TEH30p HAloOHA 3aMeHu y jeaHauwny (2.57), mobuja ce
MO3HATH CHCTEM je[HauMHA — jeJHauYnHa KoHTHHyuTeTa u HaBuje-CTokcoBa jeqHaunHa 3a
HECTUIJBUB QuIyna;

§+&(pU)=0 (2.64)
9 (pu)+-2 (puu+ pl -248) = py (2.65)
ot OX '

2.3 Jduckperm3anmja Boltzmann-ose jexnaunne

BGK Boltzmann-osa jemnaunna koja je neduHucana y mnoriaBiby 2.1 ce OmHOCH Ha
KOHTHHYYM H TIIO/Ipa3yMeBa Jia IOCTOjU KOHTHHYAIHO ToJbe Op3uHa. OBakaB o0OJHK
jelHauMHE HHUje TOroJaH 3a HYMEPHYKO pellaBame, Na je MOTPeOHO W3BPLIMTH
nuckperusanmjy. Ilpu TomMe ce Mopa BOOUTH pavyyHa Ja CHUCTEM jeIHAYMHA OCTaHE
,,HETaKHYT" ¥ J1a U Jasbe Oyny 3anoBosbeHe HaBuje-CTokcoBe jenHaunHe, Aa OM 1ena MeTona
MOTJIa JIa c€ KOPUCTH 3a CUMYJIallFje CTpyjama Quryna.

[TocTtynmak auckpeTH3alMje ce COpoBOAM Yy JBa Kopaka. [IpBM Kopak mojapa3zymeBa
JTUCKpEeTH3aIijy IoJjba Op3WHA, a 3aTUM Cce MPHUMEHYje MPOCTOpPHA W BPEMEHCKA
JTMCKpeTH3aIyja.

2.3.1 Juckperunsanuja noba Op3uHa

JennaunHa kojoM cy neduuucaHu koeduimjeHTH ekcransuje (jenHaumHa (2.8)) moxe ce
TpaHchopmucaTu Ha ciefehn HauuH:

al’(xt)=[de " (x & th"(e)= [dewle)r(x.&,t) (2.66)

rze je ca r(x,&,t) o3HaueH noanHom creneHa He Beher ox 2N, koju 3aBucu ox Gpsune & .

Wurerpan (2.66) ce Moxke M3payyHaTH TaKoO MITO Ce TPaHCHOPMHIIE y TEKHHCKY CyMY,
kopurnthemem moctynka Gauss-Hermite ksaaparype [56,57].
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YV 0BOM KOHKDETHOM Clly4ajy, 3a MoaMHOM r(x,&,t), Gauss-oBa KBaapaTypa TEeXH Ja IITO
npuOJIMKHUjE OJIpen BPEIHOCT MHTErpaja M TO TAaKO IITO ce Je(UHHILIE ONTUMANIaH CKYII
ancuuca &;,1=12,...,q, npu yeMy Baxu:

Jolerle)de= o r(e) @.67)

rae je @,1=12,...,q cKyll KOHCTAHTHUX TEXMHCKHX KOE(UIIMjEHATA.

3a 0BO MMPABMJIO ce Kake Jla NMa aarebapcKu CTENeH TaYHOCTH M, aKko 3a OMII0 KOjU TIOJIMHOM
I', MaKCUMaTHO M -TOT CTeNeHa, BaKW €r3aKTHA jeJHAKOCT IOpme jeHauuHe. Anre0apcku
CTEINEeH TaYHOCTH M je 3HayajaH 3aTo IITO ce MoMohy mera nedunwuiie Opoj anciuca koje he
ce KOPUCTUTH 3a TauHO ojapehuBame Hermite-oBux xoeduimjeHara. Y 3aBUCHOCTH O] TUIIA
CTpyjama Koje Tpeba Ja ce cumyiupa, norpebaH je pasimuur Opoj koeduuumjeHara. 3a
TOILIOTHO CTpYjare CTULLBUBOT (uymma ysuma ce M=9, 3a usorepmanno crpyjame
cTMIUBMBOT (uynaa ysuma ce M=7, a 3a ciay4aj KOju ce pasmMarpa y OBOM paiy —
M30TEPMAJIHO CTPYjarbe€ HECTHILBUBOT (hiiynaa, anreGapckd CTENEH TadHOCTH je M=0.
Hapasno, mto je Behe M, Behu cy 1 MEMOpPHjCKHU 3aXTE€BH U MOTPEOHO je BHUIIE BpeMeHa 3a
U3BPILIABAKLE CUMYIIAIH]C.

Y Jomarky b maru cy Gauss-Hermite-oBu TeXHHCKH KOSHHUIIMJEHTH | arCIice 3a
anre0apCKi CTEMEH TayHOCTH 5, KOjU Ce KOPHCTH 3a peEllaBambe JBOJAMMCH3MOHATHUX U
TPOAMMEH3UOHATIHHX MPodJIeMa CTPYjarba HECTHIIL/BUBOT (IIyH/a.

Jennauuna (2.66) ce cBoau Ha:

q-1 q-1

" (x,t =Z r(%,E,,t)= Z%N (x,& ) (&) (2.68)

Ha oBaj HauuH, auckpeTnzoBaHa (GYyHKIIH]ja pacrojee fN(X,ﬁi,t), i1=0,...,0-1 mormyHo

onpehyje fN(X,Q,t) ¥ CBe 0COOMHE BENMYMHA KOje€ CE W3pavyyHaBajy Ha OCHOBY f N ocTajy
HETIPOMEH-EHE.

Kao mTo ce moxe Bugetu u3z Jlonatka b, BekTopu koju JedUHUILY arCIHUCHE OCE HEMA]y
JeAMHUYHE KOOpAMHATe, a MOXKeJbHO je Aa To Oynae ciydaj. Ilomro cy nojenuHe BpeJHOCTH

upanuoHaaHu OpojeBu & =\/§, HEONXOJHO j€ YBOheme KOpeKIHoHOT ¢akTtopa ga Ou ce

j
no0uiie TpaskeHe BpeIHOCTH. YTpaBo 300r Tora ce nepuHuile koHcranra C, (T3B. Op3uHa

3ByKa Mpexe), Koja je Beh momenyra y jennauunu (2.54). OBa KOHCTaHTa 3aBUCH O] 300pa
JUCKpeTHUX Op3uHa. 3a MoJieNie KOju Cy pa3MaTpaHd y OBOM paay U KOjU Cy NpHUKA3aHU y
Honatky b, y3uma ce na je:

(2.69)

Wl
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Jla Ou ce mobuie jenMHUYHE BPEIHOCTH allCIIICHUX KOOPAMHATA, YBOAM CE€ CMEHA:

& =c, (2.70)

Beh je momenyto ma ce C, 4ecTo y JuMTepaTypu Ha3zuBa Op3uHa 3Byka Mpexe (eHr. lattice
speed of sound), anu 3anpaBo npescTaBiba caMo (HaKTOP CKAIUPAha.

Jla 6u ce ucnpaBHO AMCKPETU30Bala U QYHKIIHMjAa PACIIOjeie, TOTPEOHO j€ YBECTH JUCKPETHE
Hermite-ose mosnmHoMe:

7 =1 (2.71)
HY =&, (2.72)
‘7_[](5; = é?ia(ﬂziﬁ - Cszb‘aﬂ (273)

YBohewme Qakropa ckamMpama JIOBOAM M 10 IMPOMEHA y U3pa3uMa 3a KOCPUIHjCHTE
eKCIaH3Mje, KOju caja riace:

2 = D (2.74)
a = pu (2.75)
al’) = Paﬂ+c§p(uauﬁ —5aﬁ) (2.76)

Koedunujentn ekcnaH3uje KOjU Ce OJHOCE Ha PaBHOTEXKHY (QYHKIH]Y pacrojenie Mocie
yBohemwa (akTopa cKaJdupama MOTY c€ U3pa3UTH cienehuM jeHaunHama:

a(()o) =p (2.77)
-, @79
a&)ﬂ =pU U+ Cszp(e _1)5(1/3 (2.79)
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[omTo ce y oBOM paay 3aHeMapyje TOILIOTHO CTpyjame, y jenHaunnu (2.79) tpeba y3etu y
003up ma je € =1:

ag), = U, U, (2.80)

PaBHOTE)XKHA (DyHKIIMja pacojene mocjiae TMCKPETHU3alnje 1MoJba Op3uHe UMa OOJIHK:

, _
0) _ 1 (o) _ G- (2)
7 =w 2, cf”n! T H —a),p(1+ Cf +—:}[,aﬂuauﬂJ
_ (2.81)
E-u 1 1,
=wpl l+——+—7I\ Ul ——u
,p( c? Zﬁ(g ) 2¢;
BaHpaBHOTe)KHI/I pa(S{0) (bYHKI_[I/IjC pacnonene y ,I[I/ICerTI/BOBaHOM O6J'II/IKy rjacu.
vy
= C—’Z% S s (2.82)
AHaJ'IOFHO HpeTXOI[HOM, MOKE CC ,I[I/ICerTI/I3OBaTI/I %1 I/I3pa3 3a CHOJ'baH_II-Ly CI/IHy:
21 . . E . e .glé -u -u
F=oY ——o(xth ") = wip(a' 2 G g)g‘t" ) ¢ 2 j (2.83)
= nlc; c: . c:

Kana je y nutamy jeqnadnHa 3a TEH30p HAIMOHA, ¥ OBJIE j€ HEOMXOIHO y3€TH Y 003up (hakTop
CKaMpama:

P =c’pl —2¢270S (2.84)

Ha uctn Haumn je moTpeOHO U3MEHUTH U U3pa3 3a JMHAMUYKY BUCKO3HOCT U JeIHAUYUHY KOja
nedunuiie Be3y usmely nputucka gaynaa u ryctune guiynaa:

U=cpr (2.85)

p=c’pb (2.86)

Konauyno, BGK Boltzmann-osa jeqnaunHa qucKpeTH30BaHa 110 1M0JbY Op3nHA IIIACH:

Ly g :__(fi - 1Ei(O))"'Fi (2.87)
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MakpocCKoIICKe BEJIMYMHE c€ M3padyHaBajy NMpeko (yHKIMje pacrmoielsie, ¢ TUM IITO IMOCIe
JHMCKpeTu3alyje mojba Op3uHa OBE BEIMUMHE MOT'Y Jla C€ U3pauyHajy Kao TEKUHCKE CyMe, T0K
je y ciydajy KOHTHHYaJIHOT 1oJba Op3uHa OMIIO HEOIIXOHO J1a C€ BPILIU HHTETPAJbEIHE.

P=Zfi (2.88)
u= EZE f (2.89)
P H .
e—iZEzf 2.90
_2/7 i . (2.90)
P=255 1 (2.91)

2.3.2 BpemeHcka M IPOCTOPHA IUCKPeTU3alMja

VY HacraBky he OMTH CIPOBEICH MOCTYIAK MPOCTOPHE U BPEMEHCKE AMCKPETH3AIH]e, KA0 IITO
je To obOjammeno y smtepatypu [53,58,59], mpm uemy je 3ampaBo HajBaXKHH]E
JIMCKPETU30BaTH KOHBEKTUBHY 4iaH jeaHaunHe (2.87).

BGK Boltzmann-osa jennaunna ce Mmoxe TpanchopMmucaTy Ha ciefehn HauuH:

df, 1
=i (f, - 2.92
=(fi- 1) (2.92)
r7e je
A AL (2.93)

Axo ce jennaunHa (2.92) unTerpanu, 100uja ce:

f.(x+EAL t+At)— f,(x,t)= —lAf(fi (x+Es,t+s)- f(x+Es,t+s))ds (2.94)
T 0

rae je At BpeMeHCKM KOpak 3a MHTErpalujy.
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JlecHa cTpaHa OBe jeJHAYMHE CE MOXKE allpOKCUMHUPATH TPATIE3HUM MTPABUIIOM:

—lT(fi (x+ Es,t+ s)— f e (x+ Es,t+ s))ds =
o (295)
_ _§[fi (x+ EAL t+AL)— £.9(x + EAL t+ At)+ F,(x,t)— £,7(x,t)]+ O(at?)
T

V najbeM TeKCTy ce 3a BpeMeHCKH Kopak ysuma At=1, mro je moromno 3a mymepuuko
pelaBame jeJHaYMHa U UMIUIEMEHTAIN]y Ha payyHapy.

Jennaunna (2.95) je y UMILUTMIMTHOM OOJIMKY, a 3a HYMEPHYKO pEIIaBame j€ IOTOHH]jE
KOPUCTHUTH EKCIUTMIIUTHU O0JIMK. 300T TOTa Ce YBOJM CMEHA!

f(xt)=f, (X,t)+i(fi(x,t)— f; (X’t)) (2.96)

2T

Axo ce m3pa3u (2.95) u (2.96) 3amene y jennaumnu (2.94) u noOujeHa jeHAYMHA MTOTOM
cpenu, noduja ce:

£+ &t 1) F ()=~ (f,(ct) - £7(x) 297)

T

rjie je 7 MoAu(HUKOBAHO BpEeMe perakcalyje, Koje ce neuHuIe:

(2.98)

N

Il

)

+
N

Ha oBaj HauwH je 100OHMjeH eKCIUTMIMTHH O0HK jenHaunne (2.95), Tako 1a ce y HyMEpHYKUM
cuMyIalujama Kopuctu ynpaso f, u MmogudukoBaHo Bpeme penakcanuje.

VY jennaunnu (2.95) je ca O(Atz) Ha3HA4YEHO Jla Ce YJaHOBU BHUIIET pela 3aHeMapyjy.
HapaBHo, oBMM 3aHeMapuBameM je HampaBJbeHa ojpeheHa rpemika u ympaBo aa Ou ce
KOPUTOBAJIa Ta TPEIIKa YBEAEH je KOPEKIHMOHU (akTop 1/2 y u3pasy (2.98). Ha taj HauuH je
noctTurayro ga LB meTtoma Hema Hymepwuke HECTaOMIHOCTH WM Tpemike. Jomr jeaHa
npenHocT yBohema MOAM(PUKOBAHOT BpPEMEHA pejakcalyje jecte W TO ITO omoryhasa
NPUMEHY EKCIUTMIIMTHUX BPEMEHCKHX Kopaka, Jakie OoJby M TPUKIAIHU]y BPEMEHCKY
TUCKpETU3aITH]y.

Tpeba warnacutu u na je Bemuuuna f.° y jennaumnm (2.93) medunucana xao QyHkimja

HCMO,Z[I/I(I)I/IKOBE[HOI“ BpEMCHaA penaKcam/Ije T u (1)I/I3I/I‘-IKI/IX BCJIMYNHA I'YCTUHC U 6p3I/IHe.
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Wmajyhu y Buay OBY YHMIbEHUILY, J1ecHa cTpaHa jeaHauune (2.97) ce Moxke TpaHchopMucaTv
Ha ciienehy HauuH:

“L(F ) £9(o,u) -7 F (o)) =~ (f, (x,t) - fi(o)(p,u))+(l—2—lfjﬁ (o) (2.99)

T T

Caga ce MOKe HamMcaTH jeJHAUYMHA KOja penpe3eHTyje ey HyMmepuuky memy LB merone:

(& t2)= F.0ot)=—=(F (1) fi(o)(p,u))+(1—2—lfjﬁ (pou) (2.100)

T

AKO ce HampaBH OCBPT Ha IOYETaK OBOT IIOTJIaBJbA, HATJIAIIEHO je Ja C€ IMOCTYIKOM
JMICKpeTH3almje Mopa ouyBatu cBojcTBo BGK jennaunne na ce u3 me mory uzBectu Hasuje-
CrokcoBe jeqHaunmHe. YKOJMKO Ou ce oBako auckpernzoBaHa BGK jegmaumna pasBuia y
Taylor-oB pen, nobuo 6u ce uctu obnuk HaBuje-CTOKCOBUX jeqHaunHa, KOjU je JA00HUjeH
tpancdopmanujom koHTHHYyaHe BGK jennaumbe, mTo je mokazaHo y Jsuteparypu [60].
[IpumMeHOM OBOT MOCTYIIKa MOXKE C€ YTBPAMTH KOJIMKA je TpelIKa 3aHeMapHBama WIaHOBa
Builer peaa y jenHaunnu (2.95) [61]. Takohe, nmpumernom Chapman-Enskog pacrasama Ha
muckpern3oBann 00auk BGK jennaunne mobuo 6u ce momenytu o6nmk Hasuje-CTokcoBHX
jennauuna [55], mTo je Takole momMeHyTO Ha MOYETKY MoriaaBiba 2.2. Ha 0Baj HaYMH ce MOXe
JIOKa3aTH Ja je OBaKaB BUJ AMCKPETU3AIIN]jE HCIIPABaH.

Kana ce ummuiementrpa LB meTona, Hajuenihe ce jeanaunna (2.100) pa3aBaja Ha 1Ba Kopaka
— kopak cynaapa (enr. collision step) u kopak npomnararuje (eur. propagation step). Mory ce

nepuHHUCATH J1B€ BpeAHOCTH (yHKIMje pacmojiene - f_iin u fim“, KOje TpeAcTaBibajy

BPEHOCTH AUCKpPETU30BaHe (QyHKIM]E paclojene npe u nocie cyaapa. Hasenenu xopanu ce
MOTYy OIIUCATH jeTHaYMHaMa:

Kopak cynapa:

Fou(x, )= £ (x,t) = (F(x,t) - fi(o)(p,u))+(1—ijﬁ (2.101)

T 2T
Kopaxk npomnararuje:
f(x+&, t+1)= £ (x ) (2.102)

OBa 1Ba KOpaka ce MOHAaBJbajy y UTepalrjaMa, IpH 4YeMy CBaKH O] OBa J[Ba KOpaka Mopa Ja
ce MPHMEHHU Ha CBE YBOPOBE MpEXe, Tpe HEro mTo NmovyHe cieaehu kopak. AnroputaMm paia
jemHor mporpama 6azupanor Ha LB meroan npukasas je Ha ciuiy 2.1,
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MOYeTaK paja nporpama

\ YUMTaBakE yJIa3HHUX I10/1aTaKa /
\,ue(bmmcaH,e IPaHMYHUX YCIIOBA /

[eTJba [0 uTepanujama

|

CHMYIalyja cyaapa

|

nporararmja

Y

UCIIHCUBALE PE3yITaTa

Kpaj paja nporpama

Cauka 2.1 - Anropuram pajaa nporpama 6asupasor na LB meroan

2.4 W3pauyHaBame MAaKPOCKOICKHMX BeJIHUYUHA
kopunthemeM QpyHKUHMje pacnoaesne

MakpocKoIicke BeNIWYMHE, Kao INTO Cy TyCTMHA, NpPUTHCAaK, Op3uHa, cMuUuyhu HamoH
M3padyHaBajy ce KOpHIIhemeM U3padyHaTUX BPEIHOCTH KOMIIOHEHTH (DYHKITH]je pacmojere.
M3pa3u momohy Kojux ce HeKe O]l OBHX BEIMYMHA M3padyHaBajy Beh Ccy HamucaHU y OBOM
NorJIaBJby, anu he y HacTaBKy OMTH HaBeJIE€HU KOHAUYHU M3pasu, kKoju he 6utu xopuirhenu y
cuMynanujama. 3060r yBohema MoIu(PUKOBAHOT BpeMeHa perakcanuje (Koje je AeuHUCaHO
jemHaunHOM (2.98)), MOTPEOHO je MPOMEHHWTH W HM3pa3e 3a W3PAaUyHABAKE MAKPOCKOICKHX
BEITMYMHA CUMYJIallnje, 1a O ce 00e30eana KOH3UCTEHTHOCT MOJIeNa.
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_ 1 .
VYmecto 7 Tpeba HanucaTH 7 — 2 y u3pa3y KOojuM ce e(puHUIIE BUCKO3HOCT:

_ 1
pu=c’ p(z‘ - Ej (2.103)

Takohe, ycinen yBohema cmene (2.96), Tpeba mpoBepuTH ja JId [0Ja3H IO NPOMEHa Y
u3pa3rmMa 3a MaKpocKoricke BenuunHe. Kaia je y nuramy rycTHHA, HeMa HUKAKBUX TPOMEHA

[41,53,54]:
p=2.1 (2.104)
Mehyrtum, n3pa3s 3a Op3uHy caza riacu:

Zgifi:u_

U= (2.105)

Q|
N @

W3 oBe jemHakoCTH je jacHO Aa Op3WHa Koja ce y cHUMYyJalldjaMa u3padyHaBa M Koja je
o3HaYeHa ca U, HE TpeJICcTaBiba ,,pU3NIKy Op3uHYy™ cTpyjama. la 0u ce ompenuna Gu3uika
Op3uHa (Koja je jeiHa 0/1 HajBaXXHUJUX KapaKTepUCTHUKA CTPYjarba Ha MAaKPOCKOIICKOM HUBOY),
noTpeOHO je U3BPIIUTH cliefiche mpepauyHaBame:

(2.106)

c

I

al

+
N @

HapagHo, y ciydajy ia He MOCTOju YTHUII] crioJballkbux cuia (kaga je g =0) Op3uHa je ucra
0e3 003upa Ha Kopulheme TOMEHYTe CMeHe y cumynanuju (U=1U).

[Iputncak ce u3padyHaBa MNpeKo TycTUHE Gayuaa y MOCMAaTpaHO] Taykd, HPUMEHOM
JeTHAKOCTH:

p=c.pf (2.107)

[ToTpe6HO je 00jacHUTH M KAaKO c€ Yy OKBUPY cuMyjamuje npumeHoMm LB mertone moxe
oapenutu cmuuyhm HamoH. Hawmme, TeH3zop Hamona je 1o OeUHHUIM]U jeTHaK 30upy
MPUTHCKA U HAIIOHY KOJH C€ jaBJba Kao MOCieInla BUCKO3HUX CHJIA!

oy =— pé‘ij + o-ilj (2.108)

rze je 5” Kronecker-os nenra cum0o0II.
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[Mpumenom Cauchy-ese Gpopmyie Moxke ce U3padyyHaTH BEKTOP HAIOHA y HEKOj TAYKH:

TO 6 n (2.109)

[7ie je N; BEKTOp HOpMAJe Ha 3.

Cmuuyhu HamoH ce MOXKe HM3padyyHaTH Kao pa3iuka u3Mely yKyHMHOT HallOHa U HErOBe
IPOjeKIHje Ha HOpMaTy Ha 3HI:

7, =ayn, —(oyn,n (2.110)

3ameHoM m3pasa 3a TeHzop HamoHa (2.108) y jemnauuny (2.110), y3umajyhu y 003up na je
0NN, =1, nobuja ce:

7 :Uiljnj _(Gl;jnjnk h (2.111)

Cana je moTpeOHO OApPETUTH BPEAHOCT HANOHA KOjU IOTHYE OJ BHCKO3HHMX cHia. 3a
HECTUIbMB, IbyTHOBCKM ¢uiyna, oOBaj TEH30p HANOHA JMHEAPHO 3aBUCH OJ TEH30pa
nedopmanuje u MOXke ce U3pa3uTH Ha cieaehy HauuH:

oy = 2445, (2.112)
Konaunu H3pas 3a CMI/I‘{th/I HAIIOH IJ1aCu:

7, =24(8;n; ~(S;n;n n;) (2.113)

Ten3op HamoHa ce y LB Meronu Moxke u3pa3uTu mpeko QyHKIIMje pacrojesie U OBa Be3a je
nedunncana jemnaunaoM (2.91). Beh je medunucana Besa m3mel)y BaHPaBHOTEKHOT Jieia
TEH30pa HallOHA U TeH30pa Aedopmalirje U OHa ce MOXKe 3anmucaTi cieaehom jeTHaunHOM:

PY = _2¢c27pS (2.114)

3amenoMm jeanaumna (2.91) u (2.114) y jeanaumny (2.113), mobuja ce m3pa3 KojuM ce Ha
OCHOBY (yHKIIM]€ pacro/iesie ¥ Mo3HaTuX BeKTopa HopMaie ojpelyje cuuuyhu HamoH:

i =- zli (fj - fj(o))f_jknk (é?ji _Ejlninl) (2.115)
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3 Moaeaupame noHamama aegopmMaduIHOr TeJia

HedbopmabuiiHa Tena Koja ce pa3Marpajy y OBOM paay MMajy CTPYKTYpPYy Kao I[pBeHa KpBHA
3pHIIa U BeoMa Cy MOJJIOKHA BETMKUM Jeopmanujama. Y YHYTPAIIEOCTH IPBEHUX KPBHUX
3pHalla Hala3d C€ HECTUIUBUB IbyTHOBCKM Giynna (XeMOrJIoOMH), KOJU je OKPYKEH
JIBOCJIOJHOM MEMOpaHOM JIMIIK/Ia, KOja CaJp)Kd M TaHAK CKEJET CauydibeH of mpoteuHa [3].
YmpaBo 300rT TakBe CTPYKTYpE €PUTPOIUTA, U YCIEA YAPYKEHOT AejcTBa (uiynaa Koju ce
HaJla3W y YHYTPAIIKOCTH M BHCKOEJIacTUYHE MeMOpaHe, henuje umajy BeIHKY CHOCOOHOCT
nedopmanuje [62,63].

Y oBoM paiy ce cMaTtpa aa je MmemOpaHa nedopMaOIITHOT Telia 3aHeMapJbuBe JeOJbHHE U J1a
je caunmmeHa o] ozapeheHor Opoja Tauaka koje cy MmelycoOHo mnoBeszane. 30or Ttora je
U3BpIICHA TaKBa AMCKpEeTH3alyja Ja je 1e0 JTOMEH CoJiuja MoJejbeH Ha ojapeheHu Opoj
TPOYTJIOBA M Ha Taj HAYMH je KpeupaHa mpexa. Tana je Moryhe 3a CBakd €JIEMEHT U 32 CBaKU
YBOP MPEXKE MOCEOHO OJIPEIUTH CHITY OTIIOpA KOjOM CE€ Taj YBOP CYNPOTCTaBIba JCPHHUCAHO)]
CIOJBAIIH0] IehopMalIrju.

[TocToje yeTwpu mapamerpa KOju yTHUYy Ha TOHaIIame JaeGopMaOuIHEe YecTHIle, a TO CY:
3ampeMuHa YHyTap MeMmOpaHe, MOBpPIIMHA CIOJballlhe MEMOpaHe, TIOBPIIMHCKO HAIpPe3amhe
MeMOpaHe U caBHjalbe MeMOpaHe. Y HacTaBKy IOrjiaBjba Oumhe OmMcaHoO Kako ce MOJenupa
peakiuja aeopmalOuIHe YeCTHIIE Ha TPOMEHY CBAKOT OJ] YeTUPU MTOMEHYTa MmapaMeTpa.

3.1 Moaenupame peakuuje Ha MIOBPIIMHCKO HaIlpe3ame
MeMOpaHe

[TocToje nBa HauMHa MoJieNMpama MOBPIIMHCKOI Hampe3ama MeMOpaHe. JenaH je na ce
MeMOpaHa TpeTupa Kao CKyl YBOpOBa Koju cy Mel)ycoOHO nmoBe3anu onpyrama. OBaj mpucTyn
cy xopuctuiu Dupin u npyru [25]. Taga cBako nomepame YBOpOBa U3a3UBa CHITy y OlIpyrama
U Ha Taj Ha4MH ce oapehyje peakuuja nepopmabuiIHe YeCTHIIE HAa OBaj BUI JAedopmalvje.
OBaj mpucTym je jeAHOCTaBHUJU U OpiKe ce MOry HyMEpPHYKHU OJAPEAUTH BPETHOCTU CHUJIA Y
YBOPOBHMA.

0 . . N
Axko ce ca L, u L, o3Haue TpeHyTHO pacTojame u3Mel)y 4BOpOBa j, M j, H MOYETHO
pacrojame u3Mel)y mocmarpaHux 4BOpOBa, PECIIEKTUBHO, Ko IITO j€ TO CKMIMPAHO HA CIULU
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3.1, onga ce ycien moMepama YBOpOBA jaBJba CHIJIA KOja C€ MOXE OJAPEIUTH Ha clenachu
HAYWH:

_0
Fh=-F, =K —LiiLlL“ I, (3.1)

2

rae je ca K® o3maueH mapamerap oTmopa, Koju ce geduHMINE 3a oxroapajyhu Tum
nedopmabuiine yecTuue, a ca |, je 03Ha4eH jeAMHUYHHM BEKTOP YUjH Ce IpaBall MOKJana ca

IPaBOM KOja cIlaja YBOPOBE j, U j, ¥ OBaj BEKTOP je Takohe ckunupan Ha ciunu 3.1.

Cauka 3.1 - CkunupaHne BeJIM4NHe Koje cy noTpedHe 3a neduHUCabe CHIIA peaKlije Ha
NMOBPILIMHCKO HANpe3ame

Jpyru mpuctyn Mojenupamy MOBPIIMHCKOT Hampe3ama MeMOpaHe je Ja ce MeMmOpaHa
rmocMaTpa Kao XUIepeaacTUH4aH MaTepujall, Ipu YeMy ce OJHOC HaroHa U aedopmMariije Moxe
OJIpEIUTH Ha OCHOBY TycTHHe aedopMaiyioHe eHepruje. Pa3BHjeHO je HEKOJIHKO
XUIEpeNacTUYHUX MaTepujallHuX Mojena. 3a Mojelupame Be3e wu3Mel)y HamoHa H
nedopmalje Koa IPBEHUX KPBHHUX 3pHAIAa KOjU Cy IJJaBHAa TeMma OBOT pajia, KOPUCTE Ce
Mooney-Rivlin-oB marepujanau mMomen, kao U Ne0-Hook-oB marepujamuu momen [18,21,64].
Mebyrum, Skalak u apyru [37] cy anHanusupanu noMeHyTe MoJIeNie U JIOULTH CY JI0 3aKJbyuKa
Jla OHU HE MOTY ca JIOBOJFHOM TauHOIINY J1a CHUMYJIHpPAjy TMOHANIAlke IPBEHHX KPBHHUX
3pHalla, na cy NpeAsIoKUIN CBOj MaTepHjaH MOJIEN 32 MOJENIMpPambe MOoHallamba MeMOpaHe
I[PBEHOT KPBHOT 3pHIIa, KOju he 6uTH KopuniheH y oBoM pasy.

I'yctuna nedopmanuone enepruje ce y Skalak-oBom momeny nedopmabuine memOpane
nedunuiie kao GyHkiMja q8e naBaprjante Cauchy-Green-osor Tenzopa aedopmariimje:

Kifvo mnr o koo
WS:E(I12+2I1—2I2)+EI22 (3.2)

npu 4emy cy ca |,' u |,' o3HaueHe U3MEeHmhEeHe MHBapHjaHTe Kao IITO je mpeaioxkeHo y [37].

Ca K, u K, osmauenu cy mapamerpu oTnopa Ha cMuuyhy WM NOBPHIMHCKY Ae(OpMamujy y
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paBHH MeMOpaHe, pecrnektuBHO. OBU mapaMeTpu ce AepUHUITY 3a OaroBapajyhwm T
nedhopmMaOITHE YeCTHIIe.

[Ipe Hero mTo ce aedUHHITY MHBapUjaHTE M U3MCH-CHE MHBapHjaHTe U3 jeaHauuHe (3.2),
noTpeOHO je NedUHUCaTH jolI ABE BeIUYMHE TOMOhy KOjUX ce MHBapHjaHTe Ae(QHUHHUILY, a TO
cy TeH3op rpaaujenta nedopmanuje u gesu Cauchy-Green-os tensop aedopmarmje.

Kana ce mocmarpa Heko nehopMaOUIIHO TENO, Y TOYETHOM TPEHYTKY OBO TEJO C€ Haja3H y
II0YeTHO] KOH(UIypaIMju Koja ce 03HayaBa ca "B ¥ Taja ogabpaHa MaTepujaiHa Tauka P
uMa KoopauHate X. Y TPeHyTHO IOCMATPAHOM BPEMEHCKOM TPEHYTKY t, TeJIO ce Hala3u y

TPeHYTHOj KOH(Urypanuju ‘B u omabpaHa MaTepujalHa Tauka MMa KoopauHaTe X . Besa
u3mel)y KoopAuHAaTa y TPEHYTHO IOCMATPAaHOM BPEMEHCKOM TPEHYTKY H IOYE€THOM
BPEMEHCKOM TPEHYTKY jeCTe TpaaujeHT aeopMalinje, KOju ce MOXKE HaIMcaTH Kao:

t atXk
o Mg :80_)(j (3.3)
AKO ce TIoMeparme MaTepHjaiHe Tauke Ae(pHHHUILE Kao:
u="x-x (3.4)
U aKo ce OBaj u3pa3 npuMeHu y jeaHaunnu (3.3), mroduja ce:
=1+ % (3.5)

raeje | jemuHuYHM TEeH30p.

Ha cnuuan nHaumH ce Moxe neduHHCATH TpagaujeHT nedopmaije, KOju ce mocMmarpa y

KkoH(purypauujn ‘B , @ 1 MEpU C€ Yy HCTOj KOH(PUTyparuju ‘B (u3pa3 je Jat y MHIEKCHO]
HOTAalLIUJH):

ou;
ttij :5kj +W (3.6)

j
r7e je 5kj Kronecker-os nenxra cum00:1.
Jlesu Cauchy-Green-oB teH3op aedopmarrje ce cajaa Moxe AeGUHICATH:
B=FFT (3.7)

WM Y UHJIEKCHO] HOTAIUjH:
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B, =F..F, (3.8)

['maBHe WHBapHWjaHTe TEH30pa Cy BEJIMYMHE KOjeé HE 3aBUCE OJf KOOPIUHATHUX
TpaHnchopmanmja u Mory ce uspasutu y pyaxuju Cauchy-Green-osor teHnsopa aedopmariiuje
B, na cienchu nauun [65]:

I1 =trB= B11 + Bzz + Bss = Bnn (3.9)

3 =%<(trB)2 —trB?) (3.10)

Taxkole, UHBapUjaHTe ce MOTY M3Pa3UTH Y (YHKIHUjH [IaBHUX u3ayxkema A, 4, u A;:

|, =2+ 2+ 4 (3.11)

|, =12 + s + A4 (3.12)

Ykonmko ce mocmarpa TaHka JedopmalOmiHa MeMOpaHa, y JIOKaJTHOM KOOPIMHATHOM
CHCTEMY C€ MOXKE CMaTpaTH Ja je y MUTamy Halpe3ame Yy jeIHOj PaBHHU, 1a ce 300T Tora Moxe

3aHEMapHTH M31YKERE y paBlly Z oce, oaHocHo A, =0,

N3memeHn 00 HHBapHjaHTH, Kao 1ITo cy npemioxuan Skalak u apyru [37], rimace:

l'=2+2-2=1,-2 (3.13)

l,'= 22 -1=1,-1 (3.14)

Ha ocHoBy neduHunvja 3a uW3MeHEHE HHBapHjaHTe, MOTyhe je oapeauTH Besy usMmelhy
IJIAaBHUX WHBapHUjaHTH U TyCcTHHE nedopmarione enepruje ko Skalak-osor mozena:

K, K,
WS =ﬁ('12 —21,-21, +2)+E(|22 —21,+1) (3.15)
Cana je motpeGHO onapeauTH Be3dy u3Mely HamoHa u nedopmaimje, Kopucrehu jeqHauYNHY

ryctuHe nedopmaimone eHepruje (3.15). Cauchy-eB TeH30p HamoHa G ce MOXeE U3pa3UTH Ha
cinenchu Haunx [66]:
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o, ==T, F (3.16)

rie cy ca T, o3Hauene kommoHente Piola-Kirchhoff-osor Tensopa namnona npse Bpcre, a J

je AeTepMHUHaHTa TpajujeHTa nedopmaiyje:
J = det(F) (3.17)

Piola-Kirchhoff-os TeH3op Hamona npBe BpCTe ce MOXKE MPEACTABUTH Kao MaplHjadiHi H3BO
ryctuHe neopmannroHe eHepruje 1o rpainujeHTy aedopmaiuje:

— ow°®
T, = 3.18
o (3.18)
3ameHoM jennaunne (3.18) y jennauuny (3.16) nodwuja ce:
1ow®
o; =3 Fim (3.19)

[Mapuujanau u3Box u3 jennaunue (3.19) ce Moxke M3padyHATH TOCPETHUM AU(PEPEHIIMPAHEM:

oW ow® al, ow® al, oW° aJ

oF, ol oF, " ol, oF, ’ oJ oF, (3.20)
[MTaprujannu U3BOJ IeTEPMUHAHTE 110 TPAUjeHTy JeopMaliije jeTHaK je:
% = IR, (3.21)
[TapuujamHu U3BO MPBE HHBapUjaHTE MO TPAAMjeHTy nedopmMalivje jeqHaK je:
:FI; - a(';rll:p:np) =2F, ZE:: =2k, (3.22)

[TapuujanHu U3BOJ Apyre HHBApUjaHTE MO TPAUjEHTY Aedopmalyje jeHaK je:
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oF, oF,

0B, 0B
_1 2.1i_Bnp_pn_ np
oF, oF, oF

im im

5, aB((trB)z -trBz)} 1 [ZtrB o(uB) a(Banpn)} _
oF, oF,

im m

(3.23)

km

Bpn} =21k, -2B,F

3amenoM u3pasa (3.21)-(3.23) y uspas (3.20), a 3atum u y jenHauuny (3.19), noduja ce:

oW ®
(21,F,, - 2B, ka)+FJFn;1]ij (3.24)

2F,, +
ol, al,

1(ow?® ow®
ij J

Axo ce y3me y 003up jennauuna (3.8) u jeqHakoct
8 =F; ij (3.25)

jennauymnna 3a Cauchy-es TeH3zop HarmoHa mocraje:

a, ' al, ol !
2(owW?® ow® ow?® 2 OW?*
+1, B; + 5ij -

al, al, aJ

S S S
o, :%[aw 28, + 2" (21,8, - 28,8, )+ﬂ35.]:

(3.26)

)

- _B.B.
J 8I2 ik =kj

Ha ocHoBy jemnaumne (3.15) wmoryhe je wu3pauyHaTd mapiyjaiHe HW3BOJAC T'YCTHHE
negopManmone eHepruje Mo AeTepPMUHAHTH U HHBapHjaHTaMa:

oW s
=2 (21,-2); =0 3.27
a, 6 12( :=2) dJ (3:27)

S

al, 12

S S
W ke ) W _ K K

Konaunu u3pa3 KojuM ce 1moBe3yjy HalloH u aedopMaliyja riacu:

Lk kgl [k ke
aij_FK—§+?|1(l2 1))Bij [ 3+3(|2 1)jBikBkj} (3.28)
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OBa u3Be/IeHA pelnalrja BaKu 3a KOHTUHYYM. J[a Ou ce oHa MOrJia KOPUCTHTH Y HyMEPUYKIM
cHUMyJanyjama, moTpeOHo je na ce mpuMeHn meroaa koHaunux enemenara (MKE). Hauwme,
€0 JOMEH, OJHOCHO MeMOpaHa aedopMaOMIIHE YECTUIE CE IUCKpEeTH3yje — Jenu Ha
MOJIJIOMEHE, KOjH C€ Ha3WBajy KoHayHU ejaeMeHTH. OBOM JHMCKpETH3aldjoM je omoryheHa
HyMEpHUYKa CHMYyJallfja peakiyje KOHTHHyyMa Ha CIIOJballlbe YTHIAje, Y OBOM CIy4ajy
cUMyJanja peakiuje MeMOpaHe neopMabuiIHE dYeCTHIIE Ha CHJIE KOjUMa OKOJHH H
yHyTpammu Giayda aenyjy Ha Ty MeMOpany. CBe ¢u3nuke BelIMUMHE KOje Cy oOyxBaheHe
CUMYJAIMjOM, Y OBOM CIIy4ajy TO Cy YHYTpAaIlllhe CHJIC KOje Cy M3a3BaHe aedopmarimjom
MeMOpaHe, METOJIOM KOHAYHUX ejleMeHaTa Ouhe u3padyHare y TUCKPETHOM OOJIMKY, OJHOCHO
y CBUM Taykama JUCKpeTu3oBaHe Mpexe. OBe Tauke y KOjUMa Ce padyHajy TpaKeHe
BEJIMYMHE CE HAa3MBajy YBOPHE TaUKe MPE)KE KOHAYHUX eJIeMeHaTa WiH ckpaheHo YBOpoBH.

Haxne, y okBupy pemaBama npumeHoM MKE moTpebHO je Ha OCHOBY 3a/aTUX MOMEpama
YBOPHHX Ta4yaka OJAPEAUTH YHYTPAIkhE CUJIC KOje Ce jaBJhajy Kao mocieanna JaehuHUCAHNX
nedopmarja. Ha ocHOBy momepama YBOPHUX Tayaka MOTyhe je OApeIUuTH TpaaujeHT
neopmanuje, TeH30p Hedopmaidje, Kao MW HAMOH, TMPUMEHOM IPETXOIHO HAIMHCAHUX
jenHaunHa. Cana TpeOa JeduHHCATH jeJHAYMHY KOja IMOBE3yje HAlOH M YHYTpalllke CUJIC.
Oga jeHaunHa ce MOXKe AehUHUCATH TPUMEHOM NPUHIIAIIA BUPTYyaHor pana [34,67].

AKoO ce ca SU O3Haue BUpTyallHa MIOMepama, a ca % O3Haue BUpTyalHe nedopmainuje, Taaa
s
ce BUPTyalHU paj yHYTpalllkux cuwia F,; MoXe NpencTaBUTH Kao paj HaloHAa G Ha

BUPTYATHUM JiehopMalijama;

o, = 'R} = [&'odv (3.29)
\

Tpeba HanoMeHyTH /1a IPUHLMI BUPTYAIHOT pajia BaKH M 32 BEJHMKA W 3a Majla IIOMepama,
BEJIMKE U Majie fedopmalnje, a IpUMEHIBUB je U 3a OWJI0 KOjU TUI KOHCTUTYTUBHUX pejanuja
[34] (3a emactiyHO TeENO, €MACTO-IIACTHYHO TENO, KPYTO TENO, Ka0 M 32 XUIEPEITaCTHIHO
TEJI0, KOj€ Ce pa3MaTpa y OBOM paiy).

Beh je namomenyTo na ce cBe BennuMHe y cumynauujama npuMmeHoM MKE u3pauynaBajy
CaMoO y YBOPHUM Taukama. ¥ CBUM OCTAJIMM TauykKama JUCKPETU30BaHOT JJOMEHA, BEJIMYNHE CE
MOTY U3payyHaTH MHTEPIIONAIMjOM BEJIMYMHA Y YBOPHUM Taukama. AKO ce KoopauHate K -

k . i
TOT YBOpa O3Haye ca X; , I7e | 03HayaBa UHIEKC KoopauHatHe oce (i =1 oaroapa X ocH,
i=2 oaroeapa y ocu, a i =3 oaroBapa Z OcCH), OHJIa C€ KOOpPAMHATA MPOU3BOJHHE TAUKE
YHYTap MOCMaTpaHOT KOHAYHOT €JIeMEHTa MOKEe OJIPEIUTH HHTEPIOIAIN]jOM:

N
X :zhkxik (3.30)
k=1

rae je N ykymad Opoj YBopoBa KOHA4HOT enemMeHTa (Ha nmpuMep N =4 3a u3onapameTapcKu
JTBOJMMEH3MOHATHA KOHAa4HH eneMeHT, N =8 3a u3omapaMeTapcku TPOJIUMEH3HOHAIHU

KOHAYHU €JEMEHT WTH.), a N, cy uHTepnonanuoHe (QyHKIHUje Koje ce neuHUIIy 3a

OI[FOBapajyrlI/I THIT KOHAYHOT CJICMCHTA.
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Cnnuno jenuauman (3.30), Ha OCHOBY IOMepama YBOPHHX Tadaka Moryhe je oapeaurtu
MIOMEPame MPOU3BOJbHE TAYKE IIOCMATPAHOT EJIEMEHTA:

N
U = Z hU ik (3.31)
k=L

VY oxBupy cumynamnuja npumenom MKE Hajpe ce cBe TpaxeHe BenuuunHe oapelyjy y T3B.
OPUPOIHOM (JIOKQTHOM) KOOPIMHATHOM CHUCTEMY, KOjH j€ Be3aH 3a CBAaKU €JIEMEHT MOCEOHO,
3aTHM C€ jelHaYyMHE 3a CBAaKM EJIEMEHT IOCEOHO TPYNHIy y jenHy LENUHY, Y CHCTEM
jeHauMHA IEJNOT JIOMEHa, KOoje ce IMOTOM peIlaBajy M Ha Kpajy ce IoOujeHe BeIHYrHE
TpaHchopmury Ha3aj y r100aHi KOOPIMHATHH CHCTEM.

[Mpupoaau (JIOKAJTHN) KOOPIMHATHU CUCTEM ce AcHUHHUIIEC KOOPAUHATHUM ocama I, S u t,
Koje cy Mel)yCOOHO OpTOTOHAIHE, Ka0 U 0CE TI00aTHOT KOOPAWHATHOT CUCTEMA, a CPEIUIITE
JIOKAJIHOT KOOPJMHATHOT CHCTEMa Ce Be3yje 3a IIEHTap MOCMAaTPaHOI KOHAYHOT EeJIEMEHTa.
3ampaBo, €JIeMEHT ce U3 MpocTopa AepUHUCAHOT X, Y W Z KOOpIuWHATaMa MpecirKaBa Ha

€JIEMEHT 4YMje KOOpJAMHATe YBOPOBAa 33J0BOJbABA]Y YCIIOBE: -1<r <1, -1<s,<1,
-1<t, <1.

X

Cianka 3.2 - TpoyraoHu KOHa4HH eJleMeHT Yy 17106a1HoM JlekapToBOM M IPHPOIHOM
KOOPIAMHATHOM CHCTEMY

Ta6ena 3.1 - KoopauHaTe YBOPHHX Ta4aKa Y NPUPOIHOM KOOPAUHATHOM CHUCTEMY

Pennu 6poj ro| s,
YBOpa

1 110

2 0|1
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Y yBOJHOM JieNly TIOTJIaBjba PEYCHO je Jla je TOopel yTUIaja MOBPIIMHCKOT Halpe3ama,
moTpeOHO pa3marpaTd M JApyre yruiaje Ha aedopmMaOWiIHy dYecTuily, kKoju he Outm
pa3maTpaHu y HacTaBKy MOIJIaB/ba. AJM, Kako je 3a oapehuBame peakinuja Ha Jpyre
NIOMEHYTE yTHUIlaje HajIIOTOIHUje KOPUCTUTH JUCKPETU3ALM]y Ha TPOYraoHe eleMeHTe, U 3a
cumynanuje npumenoM MKE he 6utu kopunihenn Tpoyraonu koHadyHu enemeHTd. OBo HHje
jemaH of ,,KJaCUYHHMX eJleMeHaTa KOju ce KOpucTH y aHanmuzama npumeHom MKE, amm je
oBjie oja0paH 300r Kopulihema jeJUHCTBEHE NUCKPETH30BaHE MPEke 3a oApehuBame CBUX
peaknmja. Ha cnmnm 3.2 je mpuka3aH TPOyraoHHM KOHA4YHH €JIEMEHT, ca O3HAYEHUM Ocama
IPUPOIHOT KOOPAMHATHOT CHUCTeMa. TpoyraoHu KOHAYHH €JIEMEHT j€ JBOJAWMEH3MOHAIHU
€JIEMEHT, Tako Ja ce Tpeha KoopanHaTa y JOKaJTHOM KOOPAMHATHOM CHCTEMY HE pa3MaTpa
(cmatpa ce na je t=0). Y Tabenu 3.1 HaBeneHe Cy KOOPAMHATE YBOPOBA KOHAUYHOT €JIEeMEHTa
y TPUPOAHOM KOOPAWHATHOM CHCTeMy (Takohe je mpuMemeHa JIOKalHa HyMmepaluja
YBOPOBA).

3a 0oBaj THN KOHAYHOT elleMeHTa HMHTepnoianuoHe ¢GyHkiuje ce neduHunry Ha cieaehu
HAYWH:

h=r
h,=s (3.32)
h=1-r—s

Bekrop negopmanuje € (koju uMa 6 KOMIOHEHTH: €4, €,,, €53, €53, €57, €,,) ce y oapeheHoj

MaTepHjaliHOj TAauKHU YHYTap KOHAYHOT €JIEMEHTa MOXe OJIpeITH MOMONy jelHaunHe:

e=B,U (3.33)

rae je B, marpuna koja canpxu usBone mHTeprnoianuonnx QGyHkunuja. OBa MaTpuiia, UCTO

Kao M MHTEepIoyalioHe (yHKIM]je, UMa JpYyrayuju OOJIMK Yy 3aBUCHOCTH O] THIIa KOHAYHOT
eJeMeHTa. 3a TpOYraoHM KOHAuyHM eJEeMEeHT, 3a Kk -TM uBOp, MaTpula H3BOJA
MHTEPHOJIALUOHUX (PYHKIM]a UMa OOJHUK:

h, O
Br:( = 0 hk,z (3.34)
he2 b
' ' oh,
IIpU YEMY j€ U3BOJ] HHTEPIOIALMOHE (PYHKIIM]E 10 KOOPAUHATU hk, i= g :

]
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HapaBHo, Tpeba HamoMeHyTH KaKo C€ M3padyyHaBajy W3BOJAM MHTEPIOJAMOHUX (QYHKIIH]a O
rio0anHuM koopauHarama. Ilomro cy uHTepnonannone ¢pyHkuuje nepuHucane y GpyHkuuju
JIOKAJTHUX KOOPJMHATA, MOXKE C€ TPUMEHUTH MOCPETHO AudepeHInpame:

M _h o 5

ox, or ox 0s o (3.3
YBoau ce JakoOujan Tpanchopmanuje u3Melhy rimodasHoOr U JJOKAIHOT CHCTEMA:
ox oy
x| |lar or
J=|=|=|d & 3.36
HRER 530
0s 0s
a MOXke ce TeUHICATH U MHBEP3HU JakoOujaH:
or 0s
5 Jor] |ox ox
J1l= [& =lor o (3.37)
o oy
Cana ce u3Boau u3 jennauunne (3.35) Mory Hamucaru:
oh, a4 6h L 0oh
—=1J +J5 =%
ox. P PN (3.38)

]

W3Boau uHTEpIOMaMOHUX (QYHKIIHja [0 MPUPOJIHUM KOOpIUHATAMA CE JIAKO MOTY OJPEANTH
u3 jeqnaunne (3.32). Enementn marpuiie JakoOujaHa ce MOTY OJIPEIUTH 3aMCHOM jeHAYMHE
(3.30) y jennaumnny (3.36):

izl (3.39)

Axko ce u3pa3 3a BekTop aedopmanuje (3.33) 3aMeHu y jeqHaunHU BHpPTyeIHOT paga (3.29),
nobwuja ce:

Tujana Bykuh 37



JlokTopcka aucepranyja [ornassbe 3

T T[RT TES
A, = [&edV =T [BlodV = UTF; (3.40)
\Y; \

CJ'IGI[I/I Jda C€ YHYTpallk<E CUIIC MOT'Y U3padyyHAaTH HAa OCHOBY HallOHA ITPUMEHOM penaunje:
S _ T
Fu —J-BthV (341)
\%

Jla O ce Ha OCHOBY HAIlOHA U3pavyyHaJlIe YHYTpAIlhe CUie, MOTPEOHO je OJPSIUTH HAIOH. Y
oBoM pany je kopumthen Skalak-oB mozmen memOpane nepopMaOUIHE YECTHUIIE, TAKO Jia ce
HAIOH M3padyyHaBa nmpuMeHoM Beh m3BeneHe jeaHaunne (3.28). Tpeba caMo HAITOMEHYTH Ja
Ce HAKOH CIpPOBEJIEHE AMCKPETH3alldje Ha KOHAYHE €JeMEHTE TpaaujeHT nedopmanuje Ha
HHUBOY €JIEMEHTa MOXE U3padyHaT Ha cienehu HaunH:

Sy oh,
Fy=6;,+>.U, ~ (3.42)
k=1 i

NI

X

Cimnka 3.3 - TpoyraoHu KOHAYHHU €JIEeMEHT Y IJI00aJTHOM U JIOKATHOM JlekapToBOM
KOOPJAWHATHOM CHUCTEMY

Melhyrum, y Skalak-oBom Mmogneny memOpane nedopmaOuiIHE dYecTHIIE cMaTpa ce 1a je
MeMOpaHa 3aHeMapJbUBO Majie AcOJpPMHE M J1a C€ MOXKE CMaTpaTd Ja Ce Hamlpe3ame jaBiba
camMo y paBHM MeMmOpane. Ca apyre cTpaHe, IOMepama YBOpPOBAa KOHAYHMX elieMeHaTa Cy
neuHICaHa y TI00aTHOM J[eKapTOBOM KOOPIMHATHOM CHCTEMY M MOTY MMAaTH KOMIIOHEHTE
y mpaBiy cBe 3 oce. 300T Tora je HEOMXOJIHO Mpe OWI0 KaKBHX M3padyHaBama M3BPIITUTH
TpaHchopMalMjy BeKTopa IoMepama U3 rinobamHor JlekaproBor y nokanHu JlekapToB
KoopauHaTHH cucteM. Ha cimiu 3.3 mpuKasaH je jeJaH TPOYraoHW KOHAYHU €JIEMEHT U
O3HaueHe cy oce riobamHor u JjokaiaHor JlekaproBor cucrtema. Jla Ou ce nedunHucane
KOOpJIMHATHE OCe JIOKATHOT CHUCTEMa, HAjIIpe ce OJpe]ie JIBa BEKTOpa KOjH JISKE y PaBHU

Tujana HBykuh 38



JlokTopcka aucepranyja [ornassbe 3

enemenTa. [IpaBar BekTopa i, MOKJama ce ca jeAHOM CTPaHHUIIOM TpPOYIJa, OBaj BEKTOp je

1
JEIMHUYHU BEKTOpP M KOPHUCTU ce Aa ce NedUHUIIe IpaBall KOOpAUHATHE Oce X JIOKAJTHOT
cucTeMa. 3a IpaBall BEKTOpa i, Ce MOXE Y3eTH Jja Ce IIOKJama ca JPyroM CTPaHUIIOM

TpOyrjia, Kao IITO je MpuKazaHo Ha ciaunu 3.3. BekTropcku mpou3BojA OBa JBa BEKTOpa
neduHUIIe BEKTOP HOpMaJie Ha paBaH eJIeMEHTa

_ Xl

1= 7. .
li,x1,|

K (3.43)

U OBaj BEKTOP Ce KOPHUCTH Jia ce AedUHUIIIE [TpaBal] KOOPAUHATHE Oce Z JIOKAIHOT CUCTEMA.

Osnaka |p| Ce KOPUCTH JIa e 03HAYM MHTCH3UTET BEKTOpa P .

Cagna je mako oJIpeUTH BEKTOp KOjuM ce neduHUIIe MmpaBall KOOpJIWHATHE oce Y, MOHOBO
MIPUMEHOM BEKTOPCKOT MPOU3BOIA:

Kk xiy

ey (3.44)

JenuHu4Hu BekTOpU i,, j, M Kk, JeduHumy oce jokanHor JlekapTOBOI' KOOPAMHATHOT

1!
cucrema. CBaku 0l OBUX BCKTOpPa CC MOXKC IIPCACTABUTH Ha cnenehn Ha4uH:

i, =cos i +cos A3, +cos y, K (3.45)

pu 4emy Ccy «,, B, U y, YIJI0BH H3Mel)y jeAMHMYHUX BekTopa i, U i, i, u j, i, u K,
PECTIEKTHBHO.
Mory ce yBecTH O3HaKe:
|, =cosa,; m =cosf,; n, =cosy, (3.46)
Tpeba HarIOMEHYTH /1a BaXKH J€THAKOCT:
2 2 1 n2
I +m +n =1 (3.47)

HcTte jeqnakocTH Baxke U 3a Ipyra JBa jeJUHUYHA BEKTOPA.

Ako ce ca U o3maue momepama k -TOr uBopa y JIOKaJIHOM KOOPAHHATHOM CHCTEMY
(momepame y mpaBlly Oce€ Z C€ MOXKE 3aHEMapUTH TOLITO j€ Y OKBUPY MaTepHjaHOT MoJerna
yBeJleHa TIPETIOCTaBKa Jla C€ Paaud O HaIpe3amy y paBHU MEMOpaHe), OHJa MOCTOJU Be3a
n3Mely momepama y JIOKAJTHOM U TJIO0ATHOM CHUCTEMY:
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_Ull
‘Ur] [, m, n, 000 00 O U}
U, b, m;, n, 0 00 00 0 |U;
U 000 00O 1L m njul
U, 000 0O0O0OI m njul
L2 o
WINA y MAaTPUYHOM OOJIHMKY, 32 je[JaH €JIeMEHT:
U=TU (3.49)
rae je ca T o3HaveHa MaTpulia TpaHchopmanuje.
Jlako ce MOke YTBPJIUTH JIa BaXKU jeTHAKOCT:
TT =1 (3.50)

npu yemy je | jenuHuvHa MaTpulia JUMEH3HUja 6X6.

3a KOHKpETaH ciyJaj KOju ce pa3Marpa y OBOM pajay, HYMEpPHUKH je HajeUKacHHU]e Jla Ce CBE
BEJIMYMHE U3PAYyHaBa]y Y JOKAJTHOM CHUCTEMY, a Jla C€ KOHAYHU Pe3yiTaT (BPEAHOCTH CHIa Y
YBOPHUM Taukama) Ha Kpajy TpaHCHOPMUIITY Y TIIOOATHU CUCTEM.

Tpanchopmartyja (3.49) Baku 1 32 BEKTOp CHJIa Y YBOPOBUMA KOHAYHOT €JIEMEHTA:

F=TF (3.51)

NnIn
F=TF (3.52)

BCKTOp CHJIa y YBOPOBHMA Yy JIOKAJIHOM CHUCTEMY HMa IO JABC KOMIIOHCHTC 3a CBAKHU 4YBODP,
YKYIIHO 6 KOMIIOHEHTH 3a jez[aH TPOYIraOHU CJICMCHT, JOK BCKTOpP Y ri100aJTHOM CUCTCMY HMa
110 TPU KOMITOHCHTC 3a CBAKHU YBOP, YKYIIHO 9 KOMIIOHEHTH 3ajeI[aH TPOYIraOHU CJICMCHT.

1
1

—T — —cl —cN —cN
FUS — [FUS FUSZ . FuSl FUSZ ]

(3.53)
T 1 1 1 N N N
Fus _ [Fusl ES ES Fusl Fus : Fus : ]

u?2 u 3

WuTerpain Ha HUBOY KOHAYHOT €JIeMEHTa Ce€ HyMEPHYKH H3padyHaBajy mpuMeHoM Gauss-ose
WHTErpanuje. Y 0BOM paidy ce pazMarpa mpoOieM Hampe3ama y paBHH MeMOpaHe, na he 36or
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TOTa W WHTErpajd OWUTH padyyHaTH y JIBOAMMEH3MOHAJTHOM JOMEHY. 3a Taj Cciaydaj ce
npumMeHoM Gauss-oBe MHTETpaIyje 1oouja:

ﬁ f(r’s)drdS:ii f(ﬁ’S;)NiW,- (3.54)

he i=1 j=1

rge je N u N; Opoj MHTErpalMOHMX Tayaka y MPABIly OCa MPUPOIHOr KOOPIUHATHOT
cucrema, W, cy TEKMHCKH KOE(pUILMJEHTH, a ca (I‘i,S j) je nedpunucana moszunuja Gauss-ose

Ta4yKe.

Y rtabemu 3.2 cy pare koopauHaTe (GausS-oBUX Tauaka W OJroBapajyhu TEKWHCKH
KOC(UIIMjEHTH, 32 TPOYTaOHH KOHAYHU €JICMEHT.

Tabesa 3.2 — Gauss-oBa HyMepUYKa HHTErPalHja 32 TPOYraoHe KOHAYHe eJeMeHTe

Pen HuTerpannone I' koopauHaTa S Texunckn
MHTETpalyje TayKe KOOpJuHaTa KOe(HIIN]jEeHTH
3 tauke y r, =0.16666667 s, =n w, =0.33333333
r, =0.66666667 S, =0 W, =W,
=0 S3=0 W; =W,
r
7 Tauaka r, =0.10128651 s, =n w, =0.12593918
r, =0.79742698 S, =15 W, =W,
L=nh S3 =1 W; =W,
r, =0.47014206 s, =T, w, =0.13239415
=1 S; =1, Wg =W,
,=005971587 | 5 _. W, =W,
r,=033333333 | 5 _ w, =0.225
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3.2 Mojaenupame peakuuje Ha MPOMeHY 3alipeMUHe

JedopmabriiHa yecTUIla TEKH TOME J]a YHYTpallllha 3allPeMHHA OCTaHE KOHCTaHTHA TOKOM
BpeMeHa, 0e3 003upa Ha jAedopmaliije KojuMa je YeCTHIIA U3JI0’KeHA. Y HyTpalllbha 3alpeMruHa
ce MOJKe U3payyHaTH Ha cliefiehn HauuH:

V=2 An-h (3.55)

IJIe je CyMHpame HW3BPIICHO MO CBUM eleMeHTHMa Mmpexe i=12,...,M, a M je Opoj
enemenara. Y jenmaumnm (3.55) ca N, je o3mauen BekTop KOju Je)MHHMINE YIaJbEHOCT

texuimTa C mocMaTpaHor eleMeHTa oJf ojabpaHe KOOpAWHATHE paBHU (y OBOM paiy je
onabpaHo nma To Oyne paBaH X-Y, IOIITO jeé TO paBaH Koja ce MOKJamna ca JHOM (IyuaHOT

JnoMeHa, ma he curypHo cBe decTHIle OMTH YBEK HM3HAJ OBE paBHH), ca [; O3HAYeH je
jEIMHUYHM BEKTOp HOpMalle MMOCMATPAHOI €JeMEeHTa, a A je MOBpIIMHA MOCMATPAHOT
enemenTa. CBe OBe BEIMYMHE Cy O3HAYCHE Ha CIUIH 3.4.

A

Z

X
Cauxka 3.4 - CkuuupaHe BeJINUHHE Koje cy MOTpeOHe 3a H3pauyyHaBame 3anipeMnHe

yHYTap MeMOpaHe

Vkomuko ce ca V u % o3Haue TpeHyTHa 3ampemuHa aeopMabUIIHE YeCTHIE IIOCIe
onpehene nmedopmainvje W TIOYETHA 3alpEeMHHA, PECIEKTUBHO, OHJIa TakKBa IPOMEHA
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3allpeMUHE M3a3MBa CHIIy Y CBaKOM €JIEMEHTY, Kao INTO je HaBelAeHO y [25], u oBa cuia je
jenHaka:

F’ =—KVv0V An, (3.56)

. vV . .
rae je ca K" o3nmaden mapamerap otmopa, koju ce aeduHmIie 3a onarosapajyhwm Tum
nehopmMaOMIIHE YeCTHIIe.

VY oBOM pajy je pa3MaTpaHa JUCKpeTH3alllja Ha TPOYraoHe eIeMEHTe, I1a ce 300T Tora cuia

U3padyHara 3a eIEeMCHT paBHOMEPHO pacriopel)yje Ha cBa 3 4Bopa MocMaTpaHOT eJIEMEHTA:

FY =F) =F —%pv (357)

3.3 Moaenupame peakuuje Ha IPOMeHY MOBPIINHE
CIoJballlkhbe MeMOpaHe

0 .
Ykonuko ce ca AI n Ai O3HA4€ TPECHYTHA IOBPIIHKHA | -TOI' CJIEMCHTA CIIOJbAIIELE MeM6paHe

nociie oxapeheHe nedopmarnje W IMOYETHA TMOBPIIMHA |-TOT EJIEMEHTa MeMOpaHe,
PECTIEKTHBHO, OHJa TakBa NPOMEHA MOBPIIMHE H3a3MBa CWIIy Y CBAaKOM YBOpPY CBaKOT
eJIeMEeHTa, Kao IITO je HaBeaeHo y [25] u oBa cuiia je jenHaka:

0
A A A_ A
R =—K A w (3.58)
e je ca | O3HAuYeH MHJIEKC €JIEMEHTA, @ | je JIOKAIHUM UHIEKC YBOpa Y OKBHPY TOT €JIEMEHTA

. . A .
(j=12,3), mok je K" mapamerap ornopa koju ce ae(uHuIe 32 CBaKK THII AedopMabuiIHe
uectune. Ca W; 03HaueH je jeIMHAYHM BEKTOP YMjH CE MPaBall MOKIIama ca MpaBoM Koja craja
TEKHUIITE MOCMATPAHOT EJIEMEHTAa Ca MOCMAaTPaHUM YBOPOM enemeHTa. Bexropm W, cy

O3HAUYEHU Ha CIMLM 3.5.
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N,

Cauka 3.5 - CkunupaHe BeJIH4NHe Koje cy noTpedHe 3a neduHUCcabe CHIIA peaKiije Ha
NMPOMeHY MOBPIIHHE

Mehytum, noTpeGHO je y3eTH y 003up M YTHIIA] KOjU IPOMEHa yKYyITHE TOBpIINHE MeMOpaHe
MMa Ha CBAaKU €JIEMEHT MoceOHO. YKOJIMKO ce pa3marpa ciyuaj kaga je aedopmabuiHa
YecTuIla IPBEHO KPBHO 3pHIIC, OH/Ia YKYITHA TPOMEHA MOBPIIMHE UMa MHOTO BehH yTHIIa] HA
CHITy peakiifje Ha aedopmalidjy, o JokajaHe mpomene mospimHe [25]. OBaj ycioB ce y
HYMEpPUYKUM CHMYJIalHjamMa y3uMa y 003up kpo3 cienehy jennaqunny:

= —( KA ATA | g A_OAJW J. (3.59)
A A

Ijie TopmU MHIeKe |  03HauaBa JOKaNHy NPOMEHY IOBPILIMHE, a TOPHM UHIAEKC { 03HAaYaBa
YKYIHY (TOTaJIHy) MIPOMEHY MOBPIIMHE. Y CJIOB KOjH j€ IPETXOIHO MOMEHYT Ce y3uMa y 003up

TaKO HITO C€ IIPUIITNKOM IIC(I)I/IHI/ICEIH»a napameTapa K Al u K A BOIH pavdyyHa O TOMC J1a BAXKHU:

KA >>KA (3.60)

3.4 Monenupame peakuuje Ha caBUjambe MeMOpaHe

Ha 6u ce nedunucano caBujame MeMmOpaHe, rmocMmarpa ce npoMeHa yria usmely nBa
0 .
enemMeHTa. AKo ce ca @ M ¢,; O3Ha4e TPCHYTHU U [OYCTHH yrao u3Mehy eremenara i, u

i, , PECIIEKTUBHO, OHJIa C€ yCcJeJ IPOMEHE YIJa jaBjba CUJIa y CBA TPU YBOpa 00a eJeMeHTa
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[25], mpu uemy je cua y YBOpYy KOjH HHj€ 3ajeIHHYKH 3a OBa JIBa ejeMeHTa (4BOp oOeIekKeH
ca N,, Ha cuim 3.6) jenHaka:

_O ). .
FB _ KB ¢ili2 qplllz n (3.61)

I3 0 h
i,
JIOK j€ cuJjia y 3ajeITHIYHUM YBOPOBHMA jeHAKA:

1
F® =FF =—=FP (3.62)

iz a9

D,

Cauka 3.6 - CkunupaHne BeJIM4NHe Koje cy noTpedHe 3a neduHUCcabe CHIIA peaKlije Ha
caBMjame MeMOpaHe

VYKyIHa cujia KOjoM Ce COJUJ CYIpOTCTaBiba AeopMalliji ce U3payyHaBa y CBaKOM YBOpY,
Ka0 CyMa CHJa M3padyHaTHX 3a CBa YETUPHU IapameTpa aedopmaiuje.

Ft)=F +F +F"+F® (3.63)
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4 Moaeaupame coana-Qayu HHTepPaKUuje

ITocToje onmpehenn mpoOieMH KOJ KOJUX je HEONXOJHO MCTOBPEMEHO pellaBame JBa WU
BuIIe (PU3MUKUX crcTeMa Koju Mel)ycoOHo uHTeparyjy. [Ipumep TakBor npobiiema nocToju u
y 00JIaCTH MOJeNupama CTpyjama Giynaa, kaja ce yHyTap JToMeHa (iayuaa Haja3e 4ecTHIle,
onHocHo comumu. [Ipu tome dayun nemyje ompeheHum cunama Ha COJMUA W TPOY3POKYje
IErOBO KpeTame U Je(hOpMHCame, a BAXKU U OOPHYTO — COJIUJ CE€ CYMPOTCTaBJba YTHIA]Y
duyna ¥ Ha Taj HAUYMH yTHYE Ha CTpyjame. TO MPAKTUYHO 3HAYM Ja CONMUA U (IIyH.I
dbopMupajy jenaH CIPEerHyTH MEXaHWYKH cucTeM. [la Ou ce Mojenupao jeiaH OBaKaB CUCTEM
noTpeOHO je pa3marpatd o0a JIOMEHAa MCTOBPEMEHO W MOJEIHUPATH  COMUA-(IIyH
UHTEpaKIKjy. MeTojie Koje ce KOPUCTE MPUIMKOM MOJICHpara MoHamama coliuaa u Giayuaa
Cy BEOMa pasiMyYUTe, TaKO Ja je MOTPEeOHO KOPHCTUTH HEKW MPHUCTYN Koju he omoryhuru
HBUXOBO CIPE3abe U YKIIANIAkhE Y jeHY LeTUuHY.

3a mopenupame conuA-(QIyHI HHTEpaKiyje KOPUCTE Ce [Ba MPHUCTyHa: ci1ado M jako
cnpesame. Y chydajy cimabor crpesama coiaux U (QiuynJ ce NPaKTUIHO MOACTHPajy
MOjeJMHAYHO, a CBU NOTPEeOHH mapaMmeTpu I00MjeHH M3 COJBEpa 3a jeJaH JIOMEH ce
npociaelyjy conBepy 3a apyru aomeH. [locebaH crospamimby MPOrpaM ynpasiba pellaBambeM
o0a momeHa u o0e30ehyje mpaBwiIHy pasMeHy HHpopMaIyja. Y Cliydajy jakor crpesama oda
JIOMEHa Cc€ MOJICIHMpajy HCTOBPEMEHO, Kao Jia je y MUTalky jelaH MEXaHWYKH CHCTEM.
dopmupa ce cucTeM jeTHauyMHA KOjU CE pellaBa y CBAKOM BPEMEHCKOM KOpaKy M Tako Ce
00e30ehyje na ce cBe BenMuuHe (KAKO 3a COJHJ, Tako W 3a (piayn]) Memajy UCTOBPEMEHO.
Cnabo cnpesame je jeJHOCTaBHU]j€ 3a UMILJIEMEHTAIN]y, aJId jelaH O] IJIABHUX HeJ0ocTaTaka
OBOT' TIPHUCTYIA j€ YHMIEHUIA J]a j€ HEONXOIHO KOPUCTHTH WCTH BPEMEHCKH KOpakK 3a
HYMEpHUYKO pelaBame 00a JIOMEHa, IITO HHUje yBeK Moryhe momTo Cy KapaKTepHCTHUKE
comuna ¥ (Gayunaa pazauuuTe. Jako crpe3ame ce NMpUMemYyje Kajla je MOTpeOHO Mperu3Ho
MOJIENIMPabe KpeTama conuaa y ¢uyuny. [ 1aBHH HeJocTaTak OBOT JAPYroT MPUCTYIA j€ MITO
je coilBep 3HATHO KOMIUICKCHHMjU M HW3BpIIaBamkbe€ OBAaKBOT Mporpama je crnopuje. Jako
crpe3ame je KOopuIIheHO y oBOM paiay 30or Behe Mpenu3HOCTH W MOryhHOCTH NpUMEHe
Pa3IUYUTOT BPEMEHCKOT KOpaKa M pa3IniuTe JUCKpPETU3alrje JOMeHa coiuaa u Guynaa.

CymTuHa TpHUHIMIA JakOT CIpe3ama IMpuKkasaHa je Onok aujarpamom Ha ciunu 4.1
Mopenupame ctpyjama ¢uynaa ce crupoBoau npumenom CFD cossepa (enr. computational
fluid dynamics — CFD), a moaenupame MoHallIamka Coluaa ce crnpoBoau npumeHom CSD
conBepa (enr. computational solid dynamics — CSD). [la 6u ce moBe3ajay TOMEHHU CONHIA U
bayuna, motpedHO je na ce oapehene napopmanuje 100MjeHe U3 ToMeHa (Piyrmaa KOpucTe 3a
npopavyH y AoMmeHy coiuna u oopuyro. CFD conBepy ce mpocnelyjy mojgamnu o TpeHyTHO]
TeOMETPHUjU JToaupHE ToBpmuHE conuna u ¢ayuma. Ca mpyre ctpane, CSD comBepy ce
npocnelyyjy ontepehewa (y oBoM ciydajy cuie) kojuma (ayua aenyje Ha JIOJUpPHE
noBpiHe. Ha Taj HaunH ce moxenupa conua-Gayu1 MHTEpaKinja.
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| npenomeme N ontepehema
"| onrepehema 1 (cune)
Y
CSD
coJBep
CFD KOMYHHUKAI[MOHU
comsep uHTepdejc
A
reoMeTpuja IPEHOIICHE
(mo3uumja conuaa) | MPOMCHE (e

u Op3uHe conmma reoMeTpuje

Cauka 4.1 — Pazmena undopmanuja npuainKkoM MoeMpamba coina-Guayna
HHTepaKuuje

[TocToju HEKOIMKO MPHCTYIa KOjUMa Ce HYMEPUYKH MOJIEIIMPA KPETamhe CONHIA y JTOMEHY
dunynna. Heku on npuctyna cy kopuinhemwe KoopanHaTtHe Tpancdopmarimje [68], kopurheme
MOKPETHE MpEeXe KoHAUYHUX eieMeHarta [69], npumena t3B. ALE dopmynanuje (enr. Arbitrary
Lagrangian Eulerian) [70], npumena Immersed boundary metozne (IBM) [39]. Caku ox oBux
NpUCTyNa MMa CBOje TPEIHOCTH M HemocTatke. ¥ OBOM pany je kopuinheHa Immersed
boundary metona, 360r Tora mTo ce KOa OBE METOJE CUCTEM je[HavnHa 3a QIyda HE Meiba,
Beh ce jaejcTBO conmma Ha (uyw ocTBapyje MPEKo CHoJbalikbe cuiie. Takohe, moryhe je
KOPUCTHTH MPEXKE pa3IMuUTe I'YCTHHE 3a JIUCKPETU3alNjy 00a JOMEHa, MOIITO CE CIpe3ame
BPIIIM MHTEPIIONIAINjOM Y OKOJIMHU CBaKe Tauke 00a JoMeHa. Y HacTaBKy OBOT ITOTJIaBJba
Ouhe omucanu AeTajbu OBE METOJIE.

4.1 Immersed boundary merona

Immersed boundary metoxy (IBM), mpBo je ocmucino u mpeacrasuo Peskin [38]. Kox ose
METOJIe Ce 3a MpejAcTaB/bambe AoMeHa (iayuaa Kopuctu ¢ukcHa JlekapToBa Mpexa, Koja ce
cactoju on Euler-oux Tayaka. OBakaB omnuc ¢Qayuga je 3ampaBo EKBUBAJICHTAH
penpe3eHTannju 1oMeHa Quiynaa koja ce kopuctu y LB meroau, na je jacuo ga ce IBM moxe
MPUMEHUTH Kaja ce cTpyjame (uyumaa moxenupa LB meromom. Ca nmpyre crpane, |IBM
HIOCMaTpa COJHJ Kao TEeJO YPOWEHO Y ToMeH (uiyHna, oTylaa u Ha3uB MeToje (eHr. immersed
boundary 3uaun ypomena rpanuma). Conuj je makie W3aBOjeHH Aeo (ywaa, ca TPaHUIOM
Koja ce mpejcTaBiba CKynmoMm Lagrange-oBux Ttadaka. OCHOBHa ujaeja je na ce (pusmuka
rpanuna u3mely aBa JoMeHa TpeTHpa Kao Jiako jaedopMaOuiIHa rpaHUIla, BEJTHKE KPYTOCTH
[40]. ®nymn nmenyje Ha coiua, OMHOCHO HA TPAHWYHY TOBPIIMHY TPEKO CHJE, Koja
nedopmuie rpaHuily u3Mel)y naa nomena. OBa MeTo/a ce yCIEIIHO NpUMEBYje U y Cllydajy
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YBpCTHUX Tena ypomwenux y ¢uryun [39,40,41], a u y cinyyajy nepopmabunnux tena [36,42]. Y
3aBHCHOCTM O]l TOTa Jia JM je couup aedopmabuiaH Wid He, 3aBUCH KakBa he peakuuja
conmuaa Ha nedopmarujy OuTH. Yciaen oBako HacTamux nedopMmaiidja, y COIUAY Ce jaBiba
YHyTpallllha cuja oTropa, kojoM he comua aenoBatu Ha okonHH (iaywa. Lleo momen durynna
ce pemasa npuMeHoM Hauje-CTokcoBuX jenHaunHa, y3uMajyhu y o03up AejcTBO ypOHEHOT
conua, Koje ce y JoMeH (UIynaa yBOJIU MPEKO CIOJbAIbe CUIIC.

['panryHa MOBpIIMHA COJHA YPOHEHOT Yy (UIYHJ ce TpejacTaBjba ckynoMm Lagrange-oBux
Tauaka, Iy ueMy ce koopauHare | -Te Tauke o3HauaBajy ca XIB(t), 1=12,...,G,a G je 6poj
Tayaka Ha TpaHWU4YHO] mMOBpmMHU. CBe BEIMYMHE KOj€ Cy 3HaYajHe 3a CHUMYIALU]jy
uHTepakiuuje u3Mehy comuma m ¢uiynaa ce padyHajy WHTEPIOJAllMjoM IPEKO Tadaka Ha
IpaHUYHO] TMOBPIIMHU. [lOmTO MOCTOjU MOTrYhHOCT pa3iuyuTe AMCKpPETH3alHje JTOMEHA
bnayuna u conmua, IpoOJieM WHTEPIONANMjEe ca Pa3IMYUTOM JUCKPETU3AIMjOM CE pellaBa
TaKo IITO CE€ 3a JeJIHy I'PaHUYHY TAadyKy KOja MpHUIlaja COJIMAy pa3Marpa ytuiaj Beher Opoja
Tayaka u3 GUKCUpaHe Mpexe JoMeHa (yuaa, Kao MTo je MpruKa3aHo Ha ciuiu 4.2.

="=
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=t
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I 11
3 &

--\-

1 ] O i

Cauka 4.2 - MelhycoOHu yTuIaj Tauaka qoMeHa (pJIyuaa u coamnaa

HuTepnonanuja ce crupoBoau npumerom Dirac-ose nenra QyHKIHje, Koja je anpoOKCUMHUpaHa
Ha crnefehu HauuH:

5(X_XB(t)): Dij (Xij _XIB):é‘(Xij - Xlla)g(yij _YBI) (4-1)

Bpennocr &(r) je nedunucana y mureparypu [38]:

1 ar
5(r)= E(HCOS(ED, r|<2 42)

0, r|>2

rae je ca N o3maueno pacrojame m3mely 2 Tauke ukcHe Mpesxe (y OBOM pajy, TIOMTO je y
nuraky LB metoma, h=1).
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OBako nedunucana Dirac-oBa nmenra dyskiuja obe3behyje ma mHTEproaupaHa BPEIHOCT
Oyze MakcHUMalHa y YBOPOBHMMA JIBE MpEXKE KOjU €€ alCOJYTHO IMOKJIAINAjy W J1a Ce YTHILIQj
MHTEPIOJIMpaHEe BEIMYMHE CMamyje ca mnosehameM pactojama u3Mel)y mnocmaTpaHuX
YBOPOBA, KA0 IITO CE MOXKE BUJIETH Ha ciui 4.3.

0.55

0.50 ~
045 -
0.40 -
0.35
0.30 ~
0.25 A
0.20 ~

0.15 ~

Vrednost Dirac-ove funkcije - 3(r)

0.10 ~

0.05 A

ooo T T T T T T T T T
25 210 A5 S0 05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25

Rastojanje izmedju tacaka - r

Cimka 4.3 — lujarpam npomMeHe BpeaHocTu Dirac-oBe pyHKIMje y 3aBHCHOCTH 0]
pacrojama u3smel)y uBopoBa

VY oxBupy cumynanuje crpyjama ¢uiynaa edexar coiamia KOju je ypomeH y ¢uyua ce
CHMYJIFpa MPEKO TPaHUYHE MOBPIINHE, OJHOCHO MPEKO CIIOJbALIE 3aIPEMUHCKE CHIIE Koja
nenyje Ha QUIyuJ y OKOJIMHM TpaHWYHE MOBpIIMHE. Ta cuja ce MOXKe M3pa3uTH Ha clieaehu
HAYWH:

g t)= [F{t)s(x— X4 (t))ds 4.3)

T

rze je ca F(t) cuma KojoM ce oy CynpoTCTaBiba AejcTBy durynsa. 3pauyHaBame OBe CHiIe
je leTaJbHO 00jallllbeHo Y MOraBiby 3.

Axo ce mpUMeHHM MHTepronamuja npumenom Dirac-ose menrta QyHKIHje, OCTHXKE CE A ce
yTULAj CHJIe y jeJHOj IpaHUYHO] Lagrange-oBoj Tauku COJMUAA MPEHOCH Ha BUIIE Tadaka
Euler-ose mpesxe ¢durynaa (1iro je unycrpoBano Ha ciuny 4.2) u noduja ce:

m

g(xij ’t): ZE (t)Dij (Xij - XIB(t)) (4.4)

1=1
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OcnoBHa npeaHocT IB merozne je mro ce edekar conuaa ypomeHOT y GIIyna CUMYIIHpa camo
IIPEKO JIejCTBA CIIOJbALIE CUJIe, a HUje MOTPEOHO MEHaTH jeHaYMHE Koje Baxe 3a Quyua, y
OBOM Cly4ajy OCHOBHY jenHaunny LB merone (jeqnaunny (2.100)), koja je oBlie MOHOBIJbEHA:

(et Bt D)= F.0t)= -2 (7 ()~ fi(o)(p,u))+(1—2—1_)Fi (p.u) (45)

T T

V 0BOj jennaunHu Tpeba o0OpaTHTH TaXky Ha u3pa3 3a crnosbammy cuiny F . Jla Ou ce

UCIIPaBHO MMILUIEMEHTHPAJIO JIjCTBO CIoJballibe cuiie y LB MeToau, Mopa ce BOAUTH padyHa
Jla Ce HEIITO HE IMOPEMETH Yy CUCTEMY jeJHauyWHa W3BEJACHOM Yy ToriaBby 2. JlerasbHy
aHaJIM3y MOCTYIKAa YKJbYdHBama CIOJballlbe CHie crnpoBend ¢y Guo u apyru [71] u Ha
OCHOBY HMXOBHX 3aKJbydaKa je MMIUIEMEHTHpaHa CHja U y OBOM pajay. M3pa3 3a cuiny mma
cieachu o0mk (TO je 3ampaBo jenHaunHa (2.83) u3 moryiaB/ba 2, Koja je OBJIE MOHOBJbEHA
panu nakmer npahema n3Bohema):

F :a)lp(gic_zu + (E. (';)Ei j'g(x’t) (4.6)

S

Takole je BaxHO HarIacUTH Ja ce JEjCTBO CIIOJbALIHLE CHIIE MOpa Y3€TH y 003Up U MPHIMKOM
padyHama (U3MYKOT TOJba Op3WHE CTpyjama, Tako Ja ce (u3uuka Op3uHa H3pavdyHaBa
NPUMEHOM jeTHAunHE:

=51+ (4.7)

Mo cana je objamrmeHo kako ce Mojenupa edekat conuaa y hmyuny. @nyua takohe nenyje
Ha coluj, a yruuaj ¢iayuaa Ha CONMJ Ce MOAEIMpa Tako LITO cCe cMaTpa Ja Hema
MPOKJIN3aBama Ha rpaHuld u3Mmel)y oBa nBa nomena. Jla 6u OuMo 3a70BOJBEH YCIOB Ja Ha
rpanuim u3mely conupa v Quiynga Hema INpOKIM3aBama, Op3uHa y JToMeHy ¢uyuga y
IPaHUYHUM TayKkama Mopa OUTH jeJJHaKa Op3MHU CONKJA Y TO] UCTO] TPAaHUYHO] TAuKH.

bp3una y Lagrange-osum Taukama ce MHTEPIIOJIMPA Ha OCHOBY OKOJHHX Euler-oBux tayaka
Koje ce Haaze y (payuay (MTO je WIIYCTPOBAHO HA CIHIM 4.2), MTO ce€ MOXE MPEICTABUTH
cienehom jeTHAUMHOM:

Xalt)_ (1) = ot g 0o 49)

S

VYxonuko ce npumenu Beh neduuucana Dirac-oBa nenrta ¢yHkuuja, Op3uHa y CBaKoj
Lagrange-oBoj Tauku ce MOXKe U3padyyHaTH:

UIB(XIB’t):;u(XiJ’t)DiJ (Xij _XIB) (4.9)
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[Mpumenom Euler-ose nnrerpanuje Ha jenquaunny (4.9), noduja ce HOBa MO3UIIMja TPAHUIHUX
Tayaka CoJHJa:

tHAt XIB :tXIB + UIBAt (4.10)

Ha ocHoBy oBHX mojaTtaka oapehyje ce nedopmanuja conuaa u Taja ce IpUMEmbYje TOCTYIaK
OTIHMCaH y IMOTJIaBJby 3, Aa OM ce oApeuiIe CHUile peakiiyje Koje je HoBa aedopmaiiyja u3a3pajia
y comunay. Te cuie ce 3aTuM npeHoce Ha (Gayun, a Gayua moToM u3a3uBa HOBE JAedopMmaliyje
COJIMJIa M TO je MOCTYIaK KOju C€ MOHABJbA, JOK CE€ HE JOCTHTHE KEJbEHU YCIIOB MIIHU 3a/1aTH
0poj urepanuja. Ha cimmm 4.4 je npuka3aH aaropuTaM IMOCTYIKa Clpe3ama JOMEHa Conuaa 1
dnynna mpumenom Immersed boundary meroze.

Y

HeTJba Mo UTeparyjama

MHTEPIIOJIAIH]ja CIIOJbAIIE CHIIe
KOjoM comu ienyje Ha duyun (jeaHauuna (4.3))

pemaBame gomMeHa (urynaa
(cumynanuja cynapa ¥ nponaranuja)
IPUMEHOM jenHaunHe (4.5)

l

onpehuBame MaKpoCKoOIICKe Op3uHe
Gdynaa npuMeHoM jeaHadnHe (4.7)

|

UHTEpIoauja Op3uHa TPAHUYHHUX Tavyaka
conupa (jennauuna (4.9))

QXKypHUpambe MO3ULHja COTHIA

oapehuBame peakiuja conuzaa Ha aedopmanujy
n3a3BaHy J1ejcTBOM (uryuza

Cinka 4.4 - Anropuram Mojaeupama coina-Guynx narepaknuje npumenom Immersed
boundary meroae
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5 Mogennpame cTpyjamkba BUIIEKOMIIOHEHTHOT (pirynaa

Jenna ox mpemHocty LB MeTone HactipaM KilaCHUYHUX METOJa pauyHCKe TUHaMuKe (piayunaa je
JETHOCTAaBHO MOJICHpakE CTpYyjama BUlIeKoMIIOHEeHTHOT (ayuaa. [locroje MHOTH TTpoGiieMu
KOJH C€ MOJIeNMpajy MPUMEHOM HYMEPHUYKHX cUMYyJjaluja BumedasHux Quiyuga wid BHILIE
pasznmuuutux (Giyuna. Heku oa oBakBHX MpuMepa Cy CUMYJallMje CTpyjara BOJE U BOJICHE
nape Wwid BoJie U yjba. OBaKBa CTpyjama Cy KOMIUIEKCHA 3aTO IITO j€ MOTPeOHO MOJEIHpaTH
U MHTEPAKIIN]y n3Mel)y KOMITOHEHTH Ha MUKPOCKOIICKOM HUBOY.

AKoO ce pa3marpa Ha NpHMEp CTpyjame Ba (Giaynaa, y KIACUYHUM METOoJama MOTPeOHO je
Hanucatu AUQepeHIjaTHe jeJHaYnHe 32 00€ KOMIIOHEHTE, Ka0 U jeIHAYNHY KOja CUMYIIUpa
UHTEepakiujy u3Mmely kommoHeHTH. MMIIeMeHTalnMja ¥ HYMEPHYKO peEIIaBamke jeIHOT
OBAKBOT' CHCTEMa jeJIHAYMHA j€ CIIOKEHO U 3aXTEBHO ca coPTBEpCKe Tauke rieaumra. To Huje
ciydaj ca LB wmeromom, momro ce kox LB merome pasmarpa kperame decTHma Ha
MHUKPOCKOIICKOM HHBOY M Ha OCHOBY TOTa ce ojpel)yjy TpakeHe MaKpOCKOIICKE BEIMYHHE.
300r TOra ce 00€ KOMIIOHEHTE MOT'Y CUMYJIMPATH MPHUMEHOM HUCTHX jeIHAYMHA U j€THOCTaBHO
ce onpeheHoM CKyITy YecThiia J0/1eJbyjy KapaKTepUCTHKE jeAHOT, OJHOCHO JApyror (iayuna.
[TorpebHO je camo Ja ce y cHCTEM jelHayMHa JoJa CHiIa HHTepakuuje uMmely aBe
koMroHeHTe. CBa M3padyHaBama Ce BPIIE 32 CBE YECTHUIIC HCTOBPEMEHO, IITO 3HAYU YIIOPEIO
3a 00e KOMITOHEHTE.

VY HacTaBKy OBOT MOrJiaBjba Ouhe neTajbHUj€ ONUCAHU TMOCTYIIM MOJENUpama CTpyjama
BUIIIEKOMITOHEHTHOT (Iyra.

5.1 Moaenupame cTpyjamba BUIIEKOMIIOHEHTHOT (pJIynuaa
npumeHoM Shan-Chen-oBor moaena

VY oBoMm pany je xopumthen Shan-Chen-oB monen 3a mMonenupame MYITHKOMIOHEHTHHX U
myntudasHux crpyjama [72]. OBaj momen je y nuteparypu ao0Opo npuxBahieH M 4ecTo
pUMEemHBaH, 300T jeIHOCTaBHE UMIUJIEMEHTALIM]€ U JaKo JOOPHUX pe3yiTara KOjU ce MOCTHKY
IErOBOM TPUMEHOM. Y OKBHPY OBOT MoOJeNla YKJbyu€Ha je JIOKaJHa CIoJballlha CUila Y
jenqHaurHaMa 3a o0e KOMIOHeHTe Quynaa, Koja y3uma y o03up MehymonekynapHe
uHTepakiuje n3mely komnonentu. OBaj mMozen uma U onapeheHa orpaHuderma, Kao LITO je
NOTEHIMjajTHA HyMEepUYKa HECTaOMIIHOCT CUMYyJallfja y ciy4ajy Jia IOCTOjU BeoMa BeJIMKa
pasnuka y ryctuHH m3Mmel)y nBa ¢uiynaa, and cy W OBa OrpaHWYeHa NpeBazuleHa y HEKHM
no0oJbIIaHUM Bep3ujama oBor Mojena [73]. Mmak u mopen MOMEHYTHX OrpaHHYeHa, OBaj
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MOJICNT je YCHCIIHO TPUMCIHMBAH Yy CcuUMYyJanMjama aBodasHor crpyjama KpBu [74],
TEPMAJIHOT CTpyjama [75], cTpyjama y MUKpoKaHaauma [76] 1 MHOTHM ApYTHM.

Kon cumynanuja ctpyjama BUIIEKOMIOHEHTHOT (uiynaa npuMeHoMm Shan-Chen-osor mozena
KOpHUCTE ce ucTe jenHaunne LB metone 3a cuMmynaiujy cBake KOMIIOHEHTE ITOCEOHO.

bt ()= (1) 9o a1 2 Jeora®) s
T

27°
rac je Ca ropmbUM €KCIIOHCHTOM O O3Ha4u€Ha KOMIIOHCHTA (bHYH,Ha.

Hymepuukum pemaBambeM jenHauuse (5.1) mMory ce m3pauyHaTtu TycTHHA U Op3HMHA CBake
KOMIIOHEeHTe (urynja:

9 _ I
p° :Z fi7 u” :_gzgi fi (5.2)
i-1 P ia

Jla Ou ce cumynmpana WHTEpakiyja u3Mmel)ly IBe KOMIIOHEHTE, Hajupe ce AcHUHHIIE
MOTEHIIM]jaJl HHTEePaKIHje:

V(x,X) =G (%, Xy (7 (x) (53)

IZie je ca ¢ O3HayeHa Jpyra KOMIoHeHTa (ayuaa, a X' ce Takohe OJHOCH Ha TauKy MPoCTopa
y IOMEHY y KOM€ ce HaJla3u JApyra KOMIOHEHTa (iyuaa.

V jennaunnu (5.3) ca G__ je o3nauena Green-osa (yHKIM]ja, KOja CE€ MOXKE APOKCHMHPATH

Ha ciaenehu HaunH:

0 [x—x]>h
Go‘E = (54)

go‘E ’|X_XI|:h

rae je ca N osmaueHo pacrojame u3mel)y 2 Tauke ¢ukcHe Mpexe (kao mrTo je Beh
neduHKCaHO, OWTO je y nmuTay LB meToma, h=1).

Benuunna osnauena ca y° y jennaumnn (5.3) 3ampaBo je jenHaka IyCTMHH (uydaa —
l//O' :pO'

Bpennocr G_; neduHume jaunHy HHTEpakinuje u3Mel)y KOMIIOHEHTH, a 3HaK OBOT

KoeHIIMjeHTa yKa3yje Ha TO Jia JIU ce Pay O MPHUBJIAYHO) MM 0JJ00jHOj BPCTH UHTEPAKIIU]jeE.
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[Tomro je neduHUCaH MOTEHIIM]al UHTEPAKIIH]E, Caa CE MOXKE OJIPEAUTH CHJIa HHTEPAKIIN]je
n3mehy nBa ¢urynna:

F = (Y6 > (e B 65)

Jomr jemHa KopekiMja KoOjy je MOTpeOHO YBECTH je Be3aHa 3a M3pauyHaBamhEe PABHOTEIKHE
dbyHKIMje pacmogene, 3a o00e kommoHeHTe dQuiynna. Hamme, paBHOTekHA (QyHKIHja
pacriojienie ce u3padyHaBa IPUMEHOM T3B. KOMIIO3UTHE Op3HHE:

<= | (5.6)

Kao o je panuje Beh HarnarieHo (y jeanauntama (2.106) u (4.7)), HOTpeOHO je YKIbYIUTH U
edekaT CroJpalllbe CUIIE NPUIMKOM H3padyHaBarba MaKPOCKOICKE Op3WHE, Tako 1a ce
paBHOTEKHA Op3mMHA (KOja ce KOPUCTH 32 M3PAauyyHaBamke PABHOTEKHE (PYHKIIH]E pacIoJIee)
3a CBaKy KOMIIOHEHTY M3padyHaBa Ha ciieqehy HauuH:

TO'FO'
o

yo,

ua(eq) —u'+

(5.7)

OBe M3MeHEe He YTHMUy Ha OCHOBHM JI€O COJBEpa 3a cTpyjame Quiynaa, a omoryhamajy jako
epuKacHy CHMYJalUjy CTpyjama BHIIEKOMIOHeHTHor ¢uynna. Takohe, cBe u3MeHe je
JeAHOCTaBHO MMILIeMeHTUpaTH y LB conBep, a nputoM je u aasbe Moryhe mapainenn3oBaTH
neo codTBep, ¢ 003MpoM Ja je 3aapkaHa M Ta Kapakrtepuctuka LB meronme nma cy cma
U3payyHaBama Be3aHa 3a I0jeMHAaYHEe YBOPOBE, OJTHOCHO Jla Cy Mel)ycOOHO He3aBHCHA U

HECIIPETHYTA, I1a C€ MOKC NPUMCHUTHU TCXHUKA napanenmam/lje KOja je OIrcCaHa Yy IOoTJIaBJby
6.

5.2 Moaenupame cTpyjama Buiie ¢Guiynaa pa3jiayure
BUCKO3HOCTH Pa3iBOjeHMX MEeMOPAHOM COJIH/IA

Tema oBOr pajga je MoJelupame MOHalllakba LPBEHUX KPBHUX 3pHAIlA y MaJUM KPBHUM
cynosuma. Kao mro je Beh objammeHo, CTpykTypa LPpBEHUX KPBHUX 3pHAIla je TakBa Jja OHa
UMajy TaHKy MeMOpaHy U YHYTPallkbOCT j€ HCIYHhEHa HECTUIUBMBOM Te4HOoIIhy,
nuromiasmMom [3]. 'yctuHa 1nurormiasme yHytap henuja U KpBHE IUia3Me y KPBHOM CYIY je
CIIMYHA, TaKo Ja ce 3a Maie Reynolds-oBe GpojeBe Ta pasianka MOKe 3aHEMapHTH. AJH, KOJI
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HOPMaJTHUX KPBHUX 3pHAIla, BUCKO3HOCT IUTOIUIa3ME je oKO 5 myra Beha ol BUCKO3HOCTH
KpBHE I1a3Me Yy Kojy cy henuje ypomene [4,5]. 300r Tora O y HyMEpUYKHM CHMYyJalujama
Tpebano y3etu y o03up u oBaj pakrop. Mehyrum, 3a oBakBe cUMymalyje HHje MPUMEHIbUB
nperxoano onucanu Shan-Chen-oB mMozesn, momTo OBJE HE 0Ja3H 10 MHTEpakiuje usmelhy
nBa paynna. C 003upoM Ja je jenuHa pa3inka y BUCKO3HOCTH (piymja, MOHOBO je moryhe
KOPUCTUTH UCTE jeIHaYMHE, a YaK HHje TOTpeOHO HU Ja Ce pelllaBajy JaBa He3aBUCHA (uIyna,
Beh je 0BOJBHO 1a ce y onpeleHnM Taukama JIOMEHa YecTHIlaMa JOJIeNU Jpyra BUCKO3HOCT.
Hanme, Bucko3Hoct je y LB meronmm moBezana ca BpeMeHOM pelakcanyje 7 (mTo je
nedunncano penarujom (2.103)), Tako 1a je M0BOJbHO Ja oapeheHH YBOPOBH MPEXKE MMajy
Jpyry BPEIHOCT BpPEMEHa pejaKkcaldje W TO ayTOMarcKH 3Hauu Ja he y TMM 4yBOpoBHMA
bayua uMatu Apyry BpeIHOCT BUCKO3HOCTH. OBO je MIEMAaTCKW MpHKa3zaHO Ha cyiumu 5.1.
TokoMm kperama henrje moTpeOHO je KOPUTrOBaTH BPEIHOCTH BUCKO3HOCTH Y YBOPOBUMA KOjU
ce Hajla3e yHyTap ¥ BaH henmjcke MemOpane.

Cauka 5.1 — lllemarckun npuka3 aBa ¢guynaa pa3jiuuure BUCKO3HOCTH Pa3/IB0jeHUX
MeMOpPaHOM COJINAA

[Tocroju BUIIe HaYMHA HA KOjH CE OBO @KypHUPAHE BPEIHOCTH BHCKO3HOCTH Y YBOPOBHMA
MOXE W3BpIIMTH. MOKe ce HalpaBUTH HHIEKCHO TOJbe, Ja OM ce oipeamsa pelaTUBHA
NO3MIIMja CBAaKOT YBOpa JIoMeHa (iayuaa y ofaHocy Ha hemujcky MemOpany. Tryggvasson u
npyru [77] cy y cBoMm pany pemaBaiu POISSON-0By jeqHaunMHy y CBaKo] UTEpaIHju Ja Ou
O[PS MOMEHYTO HHJAEKCHO moJbe. Francois um apyru [78] cy npemnoxunn aa ce
KapaKkTepucTuke (iayuaa axypupajy y ckiaay ca HOpMaJHUM PacTojameM off MeMOpaHe. Y
OBOM pajly je MPUMEH-EH 0Baj IPYTH MPUCTYI, MOIITO j& KOMITjYTepCKH e(pUKacHUju.

Ca I' ce medunmIe BEKTOp KOjU MOBE3yje 4BOp U3 goMeHa (aynaa (u3 Euler-ose mpexe) ca
BEMY HajOMMKUM 4yBOpoM MeMmOpaHe conuaa (u3 Lagrange-ose mpexe). OHO wmITO je
KapaKTepUCTUYHO J€CTe JIa C€ Y3 UHTEH3UTET OBOT BEKTOPA JI0/aje U 3HAK, KOJU yKa3yje Ha TO
Ja v je uBop Giiyunaa yHyTap MeMOpaHe conmaa (Kajga ce y3uMma ia je I TTO3UTHBHO) WiH je
yBOp Quryna BaH MeMOpaHe conuaa (Kaja ce y3uma jaa je ' HeraTuBHO).
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Hedunure ce u Heaviside-ora dynkiuja:

; 0, r<-2h
H(r): H1(1+i+lsinﬂj, —2h£|l’|£2h (5.8)
ia 2 2h 7 2h
1, r>2h

[MpomensbrBa KapakTepucTuka (uiynja, y OBOM Cllydajy BUCKO3HOCT, C€ MOXE MOBE3aTH ca
pactojameM (QIYyUIHOT YBOpa OJ MeMOpaHe COJHujaa, NPUMEHOM OBako jaeduHHCcaHe
Heaviside-ose ¢ynkiuje:

1(X)= o = (o = 11, JH (r(x)) (5.9)

IJie Ce JIOBH MHICKCH IN U OUt OJHOCE Ha BPEAHOCTH BUCKO3HOCTH YHYTap U BaH MeMOpaHe
conuna, pecnektuBHO. U3 jenqnauune (5.8) ce jacHO BuaM J1a C€ TOKOM KpeTama COJIHIa MOTY
MEHATH KapaKTePUCTHKE caMO OHHUX YBOpOBa (IyH/a Yuje je pacTojame Mame 011 2, Tako J1a
je TO JOJaTHO OJIaKIIake W YOp3ame MpH HMIUIEMEHTAIMjH, TOMITO HHUje MOTPeOHO
@KypUpaTH KapaKTEPUCTHKE CBHX YBOpOBAa W3 JOMeHa ¢uiynaa, Beh caMoO OHHUX KOjU ce
Hayia3e BpJIo OJIM3y Comuaa.
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6 Ilapaneau3zaunuja pasBujeHor coprBepa

VY NIpeTxXoAHUM TOTrJaBJbUMa OMKMCaHe Cy TEOPHjCKe OCHOBE METoJa Koje cy kKopumheHe 3a
MoOJIeIMpamke KpeTama aedopMadmiHux Tena y guyuny. Ha ocHOBY mMaTemMaTHukor mojena
pa3BHjeH je MmporpaM KOju je KOopuIIheH 3a M3BpIIABAKE CHMYJalldja Koje Cy MpHUKa3aHe Y
noriaejby /7, a cuMmylnangje oOyxBaTajy TPOJMMEH3MOHATHO CTpyjame Quynga y
KOMILJIEKCHOM JIOMEHY, Kao M KpeTame 1e(opMabUIHUX YECTHIa KPO3 OBAKO KOMILJIEKCAH
noMeH. OBaj co(TBep je BeoMa 3axTEeBaH ca acHeKTa KOMIIJYTEpCKHUX pecypca M jelHa
CHUMyJalyja MOXeE Ja Tpajeé HEKOJIMKO caTu. 300r Tora je HW3BpIICHA Mapayenu3anuja
codrrepa 3a pax Ha GPU ypehajuma.

GPU (enr. Graphics Processing Unit) ypehaju cy caBpemena Bep3uja rpaguyKux KapTHIIA,
MMajy BeNuKH Opoj mpoliecopa U MOTy mapanenHo aa oopalyjy nogarke. To mpakTuyHO 3HaAYU
Ja ce caBpeMeHe rpaduyke KapTHIe Takohe MOry KOPHCTHTH 3a U3BpIIABAmC allIMKaIUja
Koje cy npunarohene 3a usBpwaBawke Ha GPU ypehajuma. GPU ypehaju cy noceGHO
HaMEHEHH pellaBamy IpobieMa Koju ce Apyradrje MOTy ONMCATH Kao U3BPIIABAHE BEIUKOT
Opoja apuUTMETHUYKHX OIepalyja HaJ HEKUM (Takole BEIMKHM) CKYIOM IOjaTaka. YKpaTko,
Kaja Tpeba MCTH HHU3 OIepalydja M3BPIIUTH Ha BEIMKOM OpoOjy eleMeHara, MmapajieliHo, ca
MauM OpojeM MEMOPHJCKUX OIepalrja W BEIMKAM OpojeM apUTMETHYKHX Olepanuja —
noxxesbHO je kopuctutu GPU ypehaje.

Ha cranpapaHom pauyHapy, oBakaB Iporpam O ce M3BpILABAaO CEKBEHILIMjaTHO, JOK C€ Ha
GPU ypehajy nmomaru npeHoce y MeMopHjy ypehaja u mene ce Ha xusbaae HuTH (eHr. threads)
KOj€ Ce TapaJIeJTHO MPOIecCHpajy. AIUIMKAIM]e KOj€ KOPUCTE HU30BE WM MATPUIIE BEITUKUX
JMMEH3Mja Cy MoceOHO MOToJHe 3a mapaieiu3alnujy MpUMEHOM OBOI IPUHIMMA U Taja ce
u3padyHaBama JpacTUYHO yOp3aBajy. Y oBom pany cy npunmmmu GPU mporpammpama
NPUMEHEHN Ha CUMYJAlUjy cTpyjama ¢iaynaa u Kkpetawma nedpopmadbunnux tena. [locrymax
napasnenusalnuje u 1o0ujeHo yopsamwe he OuTH TeMa OBOT MOIJIaBJba.

6.1 CUDA apxurtekTtypa 3a nporpamupame GPU ypebhaja

NVIDIA je jeman on HajBehux cBeTckux mnpousBolaua rpaduukux kaptuma. Tokom cBor
pa3Boja, rpaduuke KapTHUIE Cy MOCTajaje CBE MporpamMadIHM]je, IMITO j€ JOBEJIO 0 TOora Jia
NVIDIA npencrasu cBoj npsu GPU ypehaj, koju je yHanpeheHa Bep3uja lbUXOBUX IpapUUKUX
KapTHLAa U KOjHU MOXe Jla c€ KOPUCTH 3a OIIITe HaMEHe, a He caMo 3a MpuKa3 rpaduke Ha
ekpany. To je o3naumsao mouyerak HoBe TexHosoruje GPGPU (enr. General Purpose GPU).
NVIDIA je y moBemOpy 2006. mpencraBuina u CUDA apxutektypy (enr. Compute Unified
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Device Architecture) [43], koja 3ampaBo mpeacTaBba copTBep MOTpedaH 3a MPOrpaMHUparbe
xapasepa — GPU ypehaja. Ha oBaj HauuH je nporpamupame 3a GPU nocrano ganeko jiakimie u
TO y3 moMoh mporpamckux je3uka BuIler HuBoa, kao mro ¢y C u C++. CUDA apxurekrypa
npourpyje mnporpaMmcku jesuk C, ca CKymoM HOBHUX PE3€pBHCAHUX pedHd MOMONY KOjUX ce
GPU ypehajy 3amajy xomanzae. Benmka npeaHOCT OBe apXUTEKType jeé W TO INTO ce
nporpamupame Moke BpimuTi y Microsoft Visual Studio okpyxemy, kao aa Cy y HMUTamby
CTaHJapJHE aluIMKaluje.

CUDA omoryhaBa nokperame Kojaa Ha JBe pasiauuurte miardpopme, Ha T3B. host cucremy
(xoju mpencraBba CPU mporiecop) u Ha 13B. device cucremMy (KOjU ce cacToju O] jeHOT WK
Buie GPU ypehaja). [Toctojehu mporpam ce mpuiiarohasa 3a paa ca GPU ypehajuma Tako
IITO CE Of[Baja JIeo Mporpama y KOMe ce M3BpIlIaBa BEJIMKUA Opoj apUTMETHYKUX OIepalyja Ha
BEJIMKOM CKYITy IoJIaTaka | Taj eo rnporpama ce u3spmasa Ha GPU. Ha taj naunn GPU paan
Ka0 KOIpoIecop raaBHor mpouecopa. 3a To BpeMe CPU opranusyje u3BpiiaBame nporpama u
KOOpJMHHPA Pa3MEHOM NOTPeOHUX HHPOpMaIIHja.

dim3 dimBlock(16, 16);
dim3 dimGrid(2, 3); :
KernelFunction <<< dimGrid, dimBlock >>> (parameters); :

Mreza blokova

Block (0,0) Block (1,0) Block (2,0)

Block (0,1) | Block (1,1) *iBlock (2,1)

Block (1,1)
Thread Thread Thread Thread
(0,0) % (1,0) % (2,0) % B (15,0) %
Thread Thread Thread Thread
(0,1) % (1,1) % 2,1 % B (15.1) %
Thread Thread Thread Thread
(0,15) % (@ 1s) % (2,15) % (15,15)%

Cinka 6.1 - Wirycrpauuja mpesxe 6;10koBa u HUTH [43]
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Ha 6u ce nmeo mporpama u3BpmaBao Ha GPU ypebajy, morpebHO je umcmporpamuparu
crienyjanHe QyHKIHje, Koje ce Ha3uBajy kepHenu (eHr. kernels). Caka oBakBa (yHkuuja ce
MO3KBa M3 TJIABHOT jenia mporpama o crpane CPU-a u moanporpaM Hamucan y OKBHPY Tela
KepHes (yHKIIMje U3BpIlaBa ce mapaienno Ha Mpexu Huta (edr. grid of threads). [putukom
CBaKoOT TMO3MBa KepHen QyHKIH]je, MOTpeOHO je neduHucaTu Opoj HUTH U JTUMEH3HjE MPEKE
(mTo neduHUIIE HAYMH HA KOJU Cy T€ HUTH pacrnopeheHe) W HapaBHO NPOCICIUTH
oarosapajyhe aprymenre. bpoj Hutu u Bux0B pacnopes je outan ga 6u GPU ypehaj morao
Jla OApeaN KOJMKO pecypca Tpeba ma anraxyje. Ha cmumu 6.1 umycTpoBaH je u3riien Mpexke
0JIOKOBa M HUTH Y OKBHPY jeHOT OJIOKa, 3a jefaH mo3uB KepHen ¢yHkuuje. [IpomeHsbuBoM
dimGrid nedunure ce 6poj 6;10K0Ba y MpexH, a mpoMeHsbuBoM dimBlock nedunutie ce 6poj
HUTH Yy OKBHpY cBakor Ojoka. HapaBHO, MOCTOje M3BECHA OrpaHHYCHa Kaja Cy y MUTAmby
JTMMEH3Hje Mpexe 0J0KoBa 1 cBakor Oyioka u To 3aBucu oj GPU ypehaja Ha kome ce kepHen
¢ynkuuja n3Bpimasa. Kana je y nutamy Tesla C1060 koja je kopuirheHna 3a napanean3aimjy
LB conBepa, 010Kk MOke MMaTH HajBuile 512 HUTH, a MakCHMaliHA JUMEH3HMja MpPEXe
6moxoBa je 65.535 nutn. Bume nerasba o kapakrepuctukama GPU ypebhaja garo je Jonarky

1.

Jla ©u ce y okBHpY KepHEN (HYHKIUje TPHUCTYIIANIO eIEMEHTHMA HHU3a WM MaTpHUIle, TOTPEOHO
je 3HaTH WHAEKC cBake HUTH. CBaka HUT MPUIMKOM NOKpeTama KepHel GpyHKuuje 1o0uja cBoj
nebunucann uaeHtudukanronu 6poj (ID) u Ha ocHOBY mera ce oapelyje TayHO MeCTO Te
HUTH y HU3Y win Matpuuu. CBaku 610k uma cBoj ID Opoj kojuM je oxpehena moszunuja Tor
0JIoKa y Mpexu OJIOKOBa M Ty WH(MOPMAIIN]Y Calp)KH CHCTEMCKH Je(hMHUCaHA TIPOMEHIbUBA
blockldx. Cucremcku nepuHucaHa npoMeHsbuBa threadldx mamMTH MO3ULM]Y HUTH y OKBUPY
onrosapajyher G6moka. [lomohy oBe nBe mpomeHspuBe oapelyje ce riaobdanHu UHACKC HUTU U
noMohy mera ce IpucTyna oAroBapajyheM eixeMeHTy Matpuie (Uiau Hu3a).

6.2 Ilapaneaum3amuja codTBepa Ha 6a3u lattice Boltzmann
MeTo/1e

VY okBupy HyMmepuuke umiuiemeHtauuje lattice Boltzmann merome mocrtoje nBa OCHOBHA
KOpaka — KOpak cy/apa ¥ Kopak mponaraiuje, nepunucanu jeanaunHama (2.101) u (2.102).
OBa 11Ba KOpaka ce Hau3MEHUYHO MOHaBJbajy y oapeheHom Opojy urepanuja. CBaku oa oBa
JIBa KOpaka ce Mopa IPUMEHUTH Ha CBE YBOPOBE MpeXe, Ipe HEro IITO MoYHe cienehn Kopak.
Kopak cynapa je moTmyHo JJOKaJIHOT KapakTepa, MOIITO jeJHaYMHA OBOT KOopaka yka3yje Ja 3a
u3pauyHaBame (PyHKIMje pacrojesne y MoCMaTpaHoOM YBOPY HHUCY MOTPeOHM Mojanu o Ouiio
KOM JPyroM 4BOpY. Y OKBHPY KOpaka Iporaraiyje moTpeOHu Ccy Mojamyd O MocMaTpaHOM
YBOPY M HETOBUM HajONIMKMM CYCEJHHM YBOPOBHMA, alld C€ OIET OIepaluje MOry
U3BpILABATH 32 CBakHM 4BOp mocebHo. [Ipobnem cumynanuje npumenom LB metone ce moxe
CBECTH Ha MPOOJIEM y KOME C€ BEJIMKH CKYII ITOJIaTaKka MOXE TOJEITUTH Ha Mambe MOJICKYIIOBE
U Ha/J CBAKMM IIOJACKYIIOM C€ MOXKE CHUMYJITaHO HU3BpIIaBaTH ojapeheHu Opoj yriaBHOM
apUTMETUYKUX orepanyja. 36or tora je LB MeTona n3y3eTHo morojHa 3a napajieians3anujy u
u3BpiaBame Ha GPU ypehajuma.

Ha cnnmm 6.2 mpukaszan je anroputam pana LB conBepa koju ce n3BpIaBa CEKBEHIIHjalTHO, ca
O3HAYEHHUM JIEJIOM Koju Tpeba mapanenu3oBaTu. Takohe cy HaBeieHHU JeNoBH Koja momohy
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KOJUX C€ HWMIUIEMEHTHPAJy KOpak cyaapa W Kopak mnpomnaramuje. I[lotpebHO je
UCTIPOTPaMUpPATH JBe KepHeN (PyHKIHUje Koje he ce Mo3uBaTH yMECTO OBHX E€KBHBAJICHTHUX
CEKBEHLIMjaTHUX (QYHKIH]a.

[TocToju jenHa BakHA cTaBKa O K0joj Tpeba BOAWTH padyHa Kaja ce mapanenusyje nmocrojehu
nporpaM, a To je MaHunynaunuja memopujom. Hamme, CUDA apxurekrypa je Tako
koHrmnupana 1a CPU (apyrauumje nassan host, y npeBoay ,,jomahun®) u GPU (apyrauwmje
Ha3BaH device, y mpeBoay ,,ypehaj*) umajy oaBojene DRAM memopuje (IITO Y CYIITHHH U
jecte ciyd4aj, ako ce MocMaTpa ca XapjBepcKe CTpaHe) U OBe MeMopHje ce Ha3uBajy host u
device wmemopwuja, pecnektuBHo. CUDA omoryhaBa mporpamy Ja MpHUCTYa OBHUM
MeMopHjaMa HEe3aBHUCHO, ajiil MpU ToMe MocToje oapehena orpanuuema. Jleo nmporpama Koju
ce m3BpiIaBa Ha riaBHoM mpouecopy (CPU) moxe kopuctutu camo host memopujy, IOK
KepHen (yHKIUje Mory mnpucTynatu camo device memopuju. 300or TOora ce Mmopa
UMIUIEMEHTUPATH SKCIUTUIIMTHO aJOIUPALE U JIeaIoUpake MEMOpH]je 3a 00a CUCTeMa, Kao U
Tparcdep monaraka uzmely osa nBa tuna memopuje. [Toctoje mocebne CUDA ¢dyHKIHje Koje
00e30ehyjy npenoc nonaraka ca CPU na GPU u o6pHyTO.

HoYeTaK pajia nporpama
\ YUHTABAbE YIA3HUX [OaTaKa /

\aetbmmcan;e IPaHUYHUX YCJIOBA /

HeTJba 10 UTepannjama

cHMyJanuja cyzapa

Y

HCIIHCUBALE pe3yirara

Kpaj pajia nporpama

Cauxa 6.2 - Auropurtam pajga LB cosiBepa ca 03HaueHUM e 10BUMA Koje Tpeda
napaJjejim3oBaTi
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HajjennocraBHuju HauMH napanenu3amnyje y caydajy LB conBepa 6u 610 aa ce cBu noTpeOHU
noJialid 0 YBOpoBMMA (mojamy o (QYHKIUjU paclojesie, CIoJballllbUM CUjlaMa, TPaHHYHUM
ycIOBHMMA ...) 4yBajy y hoSt Memopuju, a 1a ce mpe CBaKor Mo3uBa KepHes (QYHKIIM]Ee U3BPIIH
npeHoc mojaraka y Oevice memopwjy, ma jJa ce TH IOAal MOHOBO Bpare Hasaa IOCIie
3aBpIIeTKa panga KepHen GyHkimje. MelhyTum, oBaj MpUCTYM je MOTIYHO Morpelian, 300r Tora
mTo je TpaHcep momaraka u3Mmely oBa JBa THIAa MEMOpPH]E M3Y3€THO ,,CKyma‘“ omeparwja,
KOja ,,TpOIIN‘ MHOTO padyyHapckor BpeMeHa. [TotpedHo je nzberaBatu Tpancdepe uzmehy oa
JIBa THIIAa MEMOpPHje KaJ roj je To Moryhe. Y 0BOM KOHKPETHOM CIy4ajy, TO 3HA4H Ja Tpeda
MPUMEHUTH Apyradnju npuctyn. CBu nmoTpeOHM mojaiy Tpeda Hajnpe Ja ce MHHIUjaIU3y]y
Ha CPU, noTtom ce camo jeJHOM rpeHoce y deviCe MeMopHjy U TOKOM U3BpIIaBama Iporpama
ce BuIe He peHoce. Ha taj HaumH je kepHen pyHKIMjaMa 00e30ehen npuctyn noganuma y
device MemMopHju ¥ OBM IMOJAIM CE MOTY MEHATH IO MOTPeOH. 3a MpHKa3MBabE pe3yiTara
(mosba Makpockoricke Op3uHe W MpHUTHUCKA) Haszaa y host memopujy mpocnelyjy ce camo
MMOMEHYTE MaKpOCKOIICKE BEJIIMYMHE, KOje Ce padyHajy momohy moceOHe KepHen (yHKIH]e.
Tpeba mmaTu y BUIy Ja ce Hajuemhe mosbe Op3WHE W NMPUTHUCKA HE MPHUKA3yjy 3a CBAKy
utepaijy LB comBepa, Beh nma 100, 1000 wunm Bume wutepamuja, y 3aBUCHOCTH O]
cumynanuje. Ha oBaj HauMH je QpacTHYHO CMameHAa KOJIMYHMHA T0JaTaka Koja ce MPEHOCH
u3mel)y Memopwuja, mTo 101aTHO yOp3aBa paj mporpama.

VY oxBupy CUDA apxutektype, device Memopuja je opraHu3oBaHa y jeIHY XHjepapXujCKy
CTPYKTYpPY, Tako Ja HUTH TOKOM H3BpIIaBama KepHEN (YHKIHMja MOTY Ja TPHUCTYNajy
nojalnyuMa U3 MeMopHje Ha Bulle HuBoa. CBaka HUT UMa CBOJYy NPHUBATHY JIOKAJIHY MEMOPH]Y,
KO0jOj caMoO Ta HUT uMa npuctym. CBaku OJOK HUTH MMa CBOjy JIeJbUBY MeMopH]jy (eHr. shared
Memory) koja je AOCTyIHa CBUM HUTUMa y OKBUpPY Tor Oioka. M Ha kpajy, cBe HUTU UMajy
npuctyn rinobanHoj memopuju ypehaja. HapaBno, paznuuuTto Bpeme je moTpedHO 1a Ou jenHa
HUT TPHUCTYIWIA TOJNATKy W3 JIOKaJdHE (permcrapcke), NeJbHBE WM TIIoOaIHEe MeMopHje.
HajOpxu je mpucTynm IIOKaiaHOj, 3aTUM JIeJbUBOj, a HAJCIOPHjH je MPUCTYI TIJI00aIHO]
memopuju [43,79] (y HekuMm ciydajeBuMa je W 10 150 myra cropuju Of perucrapcke
mMemopuje). 3ato Tpebda u3deraBaTu NPUCTYN IN100ATHO) MEMOPHU)HU Kaj rof je To Moryhe.

AKO ce OBe UYHICHHIIE Y3MY y 003up MpUIUKOM mapanenusanuje LB conBepa, nonasu ce no
3aKJbydKa J1a je OTOJHH]je J1a C€ YMECTO JBe He3aBHCHE KepHel (yHKIM]je 3a KOopak cyJapa u
KOpak mpornaraiuje, UMIJIEMEeHTHpa jeHa (QyHKIMja Koja craja oBa JBa Kopaka. Ha oBaj
HAuuH Ce HUIITA HE MEHWa Y caMOj TEOPHjCKOj MOCTaBIH, MOIITO CE Ta JABa KOpaka U Jajbe
U3BpILABajy OJIBOjeHO, Beh je To camo muTame uMmiieMeHTanuje. OBakKBUM NPHUCTYIIOM ce
n3beraBa na ce BpenHOcTH (yHKIHje pacmojene u3Mehy oBa aBa Kopaka 3amucyjy y
rnobanHy device MeMmopujy M HOTOM IOHOBO y4HTaBajy, Beh ce mamTe y perucrapckoj
MEMOpUjU CBake HMUTU TOjeAMHa4YHO. be3 003upa Ha HauMH HUMIUIEMEHTalHje, KOpak
MOJIENIMpamka Cy/lapa ce Mopa 3aBpIIMTH 3a CBE YBOPOBE IIPE HEro MITO MOYHE KOpak
nponaranuje. Jla 6u ce To 00e36emuno kopuctu ce cuctemcka CUDA ¢yHkuuja 3a

CHHXPOHHU3AIN]y CBUX HUTH __syncthreads(). OBa ynkimja 06e30el)yje na cBe HUTH 3aBpIIe
ca W3BpIIABAEM CBHX NPETXOJHUX OIepandja, Npe HacTaBKa W3BpIIaBamba KEpHEN

byHKIH]e.
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Cauka 6.3 — Anropuram M3BpHIaBamka napajienu3oBanor LB cosiBepa — moaenupame
KpeTama aedopmMaduHor Tena 'y Gpuayuay
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[Topen napanenusanuje Kopaka cynapa U mnpomnaraiuje, Ouao je HEOIXOAHO Mapajjeu30BaTh
U (QyHKIHje Koje Cy Be3aHe 3a COMUA-(IyHa HHTEPAKIM]y. YKOJIMKO Ou Te QyHKIMje ocTaie
HEeMpoOMeeHe, TO OM TOHOBO Y3poKoBaso TpaHcepe mojaraka u3mely host u device
MEeMOpHje, MTO HHUje n00po pemewe. [loctynak Moaenupama conua-Quyns HHTEpaKIuje y
napajieIn30BaHO] BEP3UjU j€ EKBUBAJICHTAH CEKBEHIIMjATHOM aJITOPUTMY KOjH j€ IPUKa3aH Ha
cmiy 4.4, camo je motpeOHo npumennutd npuHimne GPU nporpamupama U HanmucaTtu TpU
kepHen ¢yHkuje. [IpBa kepHen GpyHKIMja BPIIM MHTEPIIONANN]Y Op3uHa TPAaHUYHUX Tayaka
coNuia M axXypupa MO3UIMjy COJIUJA U OBJIE CBaka HUT oOpaljyje mojgaTke o jeTHOM YBOPY
rpaHMYHe TOBpIIMHE coiupa. Jlpyra kepHen d¢yHKIHMja onapehyje peakuujy coiauga Ha
nedopMaIijy u OBIe CBaka HUT oOpaljyje momaTke o jeAHOM eneMeHTy conunaa. Tpeha Bpm
WHTEPIIONAIN]Y CIOJhAIIE CHIIE KOjOM CONUJ Jeiyje Ha QIyua U oBlie cBaka HUT oOpahyje
MOJIATKE O JeTHOM YBOpY QuIyHa.

Takohe, u3BpIICHA je W Tapajiesu3aiyja Jejia CEKBEHIMjaTHOT IporpaMa KOoju je Be3aH 3a
CHUMYJIaIlMjy BHUIIEKOMIIOHEHTHOT (IyHa, IPOrpaMUupameM AOAATHUX KepHenl (QyHkmuja. Y
ciydajy Mojenupama npuMmenoM Shan-Chen-osor monena, HanpaBibeHE Cy U3MEHE Y KepHEI
GbyHKIMJU KOja CUMyIUpa KOpake cyqapa M mporarainuje, JOK je y cllydajy MOJeTupama
¢uynna pa3nuyuTe BUCKO3HOCTH MMILUIEMEHTHPaHA OJaTHA KepHell (PyHKIMja Koja axKypHpa
KapaKTepUCTUKE (IIyH1a y CBAKOM YBOPY MPEXKE MOCIIe CBaKe UTepalrje.

Ha ciunm 6.3 mpukasaH je anropuTam u3BpllaBama napaieni3oBanor LB conBepa, 3a ciyuaj
MOJIeNIMpama KpeTama aehopMadmIHOT Tena y Quynmy.

6.3 Ilapaneauszaunuja Ha kiaactepuma ca Bume GPU ypebhaja

o cana je o0jammeH MmocTymnak napaienusamnuje coprrepa 3a pan Ha jeqHom GPU ypebhajy.
HapagHo, ykonuko 6u ce ymecto jenHor kopuctuio Bume GPU ypehaja, moryhe je moctuhu
jom Behe yOp3ame mapanenu3oBaHux mporpama. Iloctoje nBe MoryhHOCTH TOKpeTama
nporpama Ha Bumie GPU ypehaja. IIpBu ciyuaj je mokpeTrame Ha KJacTepy KoJl Kora ¢y CBU
GPU ypehaju nosezann Ha uctu CPU mporecop M Koja OBakBe apXUTEKType C€ KOPUCTU
OpenMP mpucryn [80]. [Jpyru cinyd4aj je mokperamwe Ha kiactepy kox kora cy GPU ypehaju
nose3anu ca Buiie CPU mporecopa, Tako /ia MOCTOjU BHIIE T3B. NOUE-0Ba y apXUTEKTYypPH U Y
OBaKBUM ciiy4ajeBuMa ce kopuct MPI npuctyn [81]. Be3 003upa Ha apXUTEKTYypy KiIacTepa,
Mpoliec NapajieTu3alrje je BpJIo CIUYaH. JeauHa pasiidka je y TOME IITO ¢€ KOMYHHUKaIMja
u3melhy GPU ypehaja pasnuuuTo ocTBapyje 3a pa3iuuuTe apXuTeKType.

Ito ce TMuye mporpamupama KepHend (yHKIMja, Y TOM JAely Takohe MMa Majo H3MeHa.
Kopucre ce ucre xepHen QyHKIMje KOje Cy HCIpOTpaMUpaHe 3a MOKpETame Mmporpama Ha
jennom GPU ypehajy. HapaBno, nomro ce xopucre pecypcu Buiie GPU ypehaja y ucro
BpeMe, KepHen (yHKUuje ce Mopajy mo3uBaTH He3aBucHO 3a cBaku GPU ypehaj. To
ayTOMaTCKU 3HauW Jla MOTPeOHHM MOJAly MOopajy OWTH alloIUpaHd U MHUIMJAIU30BaHU Y
device memopuju cBakor GPU-a moceOHO. 3aTo je HEONXOMHO HajUpe H3BPIIUTH
JIEKOMITO3HIIN]y, OJTHOCHO IOy IEJIOT JOMEHa KOju ce cuMynmpa Ha N nmenoBa, rae je N
6poj GPU ypehaja koju ce kopucte y TOKy cUMyanuje. Y OBOM paay JACKOMITO3UIIHAjA j€
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U3BpIICHA y TMpaBIly X Oce, Kao ITO je WIyCTpOBaHO Ha ciuiu 6.4 Ha mpumepy
JBOIMMEH3MOHATHOT JoMeHa. Ha oBaj HaumH ce moctmwke na ceaku GPU Oyne ,,3amykeH™ 3a
caMo jeaH J1eo JOMeHa U Ja oOpalyyje mogaTke Be3aHe 3a Taj €0 JOMEHA.

Kao mto je Ha modeTky nporpama notrpedHo cBe nogatke pacnopeautu Ha N GPU ypebhaja,
TaKO jé M NPWIMKOM HCIUCHBama pe3ynTraTra (1oJba MaKpOCKOIICKE Op3MHE M IMPHUTUCKA)
notpebHO cakynuTHu cBe nogarke ca ceux GPU ypehaja nasan y host memopujy, na 6u moriu
na Oyny IpUKa3aHd WIK OJIITAaMIIaHU y oaroBapajyhem gopmary.

BEEEHEEEEHEHEEEE

————+ +—

BEERHEEEEHEHEEEE
|

 J 0L Lyl 3L 1 Ll Iogloof 11 .
NSNS
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B L i e

X
1 L} L}
Cauka 6.4 — JlekoMIo3unmja 1o0MeHa CHMYJIAlKje YK X oce

Beh je nmuckyroBaHO na je Kopak cuMylalldje cyAapa JOKaTHOT KapakTepa, ma 300r Ttora y
TOKY OBOT KOpaka HHje MoTpeOHa HHKaKBa CHHXpoHU3anuja nojgataka yamehy GPU ypehaja.
Mehytum, y Kopaky mponaraiuje, Kopucte ce M IMoJalny 13 CyCeJHUX YBOPOBAa MpEXe, Ma je
300r TOra HEOMXOJHO Yy CBAaKO] WUTEPAIMjU W3BPIIABATH MPEHOC mMojaaraka ca cBakor GPU
ypehaja Ha meroBa nBa Hajonmka cycena — Ha npsu cycenuu GPU ypehaj ca neBe u neche
ctpane o nocmarpaHor GPU ypehaja, oqnocHo Ha GPU ypehaj ca ID Gpojem 3a jegan
MamkUM U 3a jenaH Behum. Y cBakoj uTepanuju ce Jakje Hajupe U3BpIIaBajy MOTpeOHA
U3pauyHaBama, a 3aTHUM Ce BpLIM pa3MeHa nojataka. [lonamnu koje je morpeOHO pa3sMEHUTH Cy
onpehene koMmnoHenTe GpyHkuje pacrnonene. Ha ciuuum 6.5 cy npukasaHe KOMIIOHEHTE Koje
ce npocielhyjy y cinydajy cumymaiuje JBOJMMEH3MOHAIHOT CTpyjama (iyuaa, 0K Cy Ha
cmuu 6.6 TmpHKazaHe KOMIIOHEHTE Koje ce Tmpocliehyjy y ciydajy cumynaiuje
TPOJAUMEH3UOHATHOT CTpyjama (iyuaa.
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IPEHOC ToJaTaKa
JIECHOM Cycey

5

HPEHOC Io/aTaKa
JIEBOM CYCELy

A
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4

Cauxa 6.5 — Komnonenre pyHkuuje pacnoaese Koje ce pa3memyjy usmely asa cycenna
GPU ypebhaja — cryyaj cumyJianmje ABOAMMEH3HOHATHOY CTPYjama uiynaa

IPEHOC 1noJjiaraka NPEHOC nojaraka
JICCHOM Cyceny JICBOM Ccyceny

Cauxa 6.6 — KomnonenTe pyHKIHje pacnogene Koje ce pa3memwyjy usmely 1sa cyceagna
GPU ypebhaja — cayuaj cumyianmje TpOAMMEH3UOHAIHOT CTpyjama duiyuaa

Kan je y mutamy pa3MeHa mojaaraka, oqHocHO komyHukanuja uamel)y GPU ypehaja, Outan je
TUM apxuTekType. Hajmpe he OuTH 00jamimeHo Kako ce OCTBapyje KOMYHHKAIUja y CIydajy
kana cy ceu GPU ypehaju nosesann ca jenaum CPU mporiecopom. Y oBOM ciydajy mporpam
ce no3uBa camo ca riaasHor CPU mpornecopa, koju koutposauie cee GPU ypehaje u nokpehe
KepHen (QyHKiuje Ha cBUM ypehajuma. Kox oBakBe apxutekrype, nBa GPU ypehaja mory
JTUPEKTHO J1a KOMYHHIPA]y U HUje oTpedHo na CPU mocpenyje y komyHukanuju. Pasmena
nogaraka usmel)y GPU ypehaja kaga ce mpumemwyje OpenMP mpuctyn minycrpoBana je Ha
cmunu 6.7.
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— CPU { CPU —

GPU N

Ciauka 6.7 — Pazamena noparaka usmel)y GPU ypehaja kana ce npumemyje OpenMP
NPHCTYN

VY cayuajy na cy GPU ypehaju nosesanu ca sumie CPU npomnecopa, nmporpam ce nokpehe Ha
suine CPU mnpomecopa u kopuctu ce N MPI uuru (enr. threads) u csaka MPI Hut
kouTpoymie jenan GPU ypehaj. ¥V oBom ciyuajy, nBa GPU ypehaja He Mory AupeKkTHO aa
KOMYHHIIHPajy MehycoOHo, momTo ux He kKoHtponume uctu CPU mponecop. 30or tora ce
noganu ca jemHor GPU ypehaja (o3nauenor ca GPU_1) na apyru (o3Hauen ca GPU_2)
NpeHOCe Y TPU Kopaka:

1. mpenoc nogaraka u3 device memopuje GPU_1 y host memopujy CPU_1

2. mnpenoc noaaraka ca CPU_1 na CPU_2 xopumnthewem MPI pynkuuje MPI_Sendrecv
3. mpenoc nomaraka u3 host memopuje CPU_2 y device memopujy GPU_2

OBaj mporiec je mIycTpoBaH Ha ciwmiu 6.8.

=
I
27
vV
CPU 2

MPI =p-

GPU 2

CPU N GPU_N|

Cauxa 6.8 — Pa3mena nogaraka nzmel)y GPU ypehaja kana ce npumemyje MPI npucryn
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6.4 Ilopeheme Op3uHe paja ceKBeHIUjaTHE U
napaJjiean3oBane sep3uje LB conBepa

V¥ nacraBky he OuTH npuKa3zaHo yOp3ame Koje ce MOCTHKE KaJla ce KOPUCTHU MapajeaTu30BaHa
Bepsnja LB conBepa. Hajmpe je mopeheHo Bpeme uM3BpIlaBama CEKBEHIMjaTHE BEp3Hje ca
jellHe cTpaHe W mapajielIn30BaHe Bep3Huje Koja je mokperaHa Ha jennoM GPU ypehajy ca npyre
ctpane. [lorom je mopeheHo Bpeme u3BpIIaBama mapanenu3oBaHe Bepsuje Ha Buiie GPU
ypehaja npumenom OpenMP npuctyna. Ha kpajy je aHanmu3upano yop3ame Koje ce MOCTHKE
Ha Kiactepy ca Benukum 6pojem GPU ypehaja, y3 mpumeny MPI npucrymna.

6.4.1 Iloxperame napaJjiesu3oBaHe Bep3uje Ha jexnom GPU
ypebajy

Hajnpe he Ha jemnom mpumepy OWUTH HUIYyCTPOBAHO YOp3ame KOje Ce MOCTHUXKE y Clydajy
cUMyJanyje cTpyjama Giynaa, Kako y JBOAMMEH3MOHATHOM, TaKO U Y TPOJUMEH3UOHATHOM
nmomeny Ha jemHoM GPU ypebhajy. Tokxom TecTupama W3BpIIaBaHA je CHUMYyJIaldja
CTallMOHAPHOT CcTpyjama (ayuna y mpaBoj ueBu. bpoj urepauuja je moctasber Ha 20.000.
OBaj 0Opoj utepamuja je omabpaH 3aTo ITO C€ Tajaa IPOrpaM U3BpIIaABA Y PasyMHOM
BPEMEHCKOM HHTEpBaly, a JOBOJAH j€ Ja C€ JOCTHTHE CTalMoHapHO crame. Ca npyre
CTpaHe, IOILUTO Cy 3a CBaKy MTEpalujy MOTPEOHU UCTH PAauyHAPCKU PECYpCH M MCTO BpeMe
W3BpIIIaBamka, PEe3yJITaTH OBOT TECT MpHMEpa Cy PENIEBaHTHH Ja c€ JOHECE 3aKJby4aK O
yOp3amy mapajenu3oBaHe Bep3uje U MOXe ce TMpeIBUICTH BpeMe M3BpLIaBamba
KOMILUIEKCHUJUX CUMYJIaIyja.

Kana ce mopeau Op3uHa paja, moTpeOHO je y3eTu y o03up yTuiaj 6poja YBOpOBa, OJHOCHO
JTUMEH3Hja MaTpulla HaJl KOjuMa ce Bpile ornepaiuje. 360r Tora je ykynan 0poj usopora LB
Mpexe BapupaH M yTBpheHo je na mTo je Opoj uBopoBa Behu, yOp3ame MOCTHTHYTO
npumeHoM GPU ypehaja je Behe, miro je 6110 u 04eKUBaHo.

OnpehuBano je Bpeme U3BpIlIaBama CEKBEHIM]jaTHE U Tapayenn3oBaHe Bep3uje LB consepa
Kako 3a CHUMYJAlHWjy ABOJMMEH3HOHAIHOT, TaKO M 3a CHMYJAIH]y TPOIUMEH3HMOHAITHOT
cTpyjama ¢uynna. [IpomeHa BpemeHa Hu3BplIaBama 00€ Bep3Mje y 3aBUCHOCTH oj Opoja
yBopoBa LB mMpexe 3a TBOAMMEH3MOHAIHO CTPYjame MpUKa3aHo je Ha aujarpamy 6.9, mok je
HCTa MPOMEHA 332 TPOJUMEH3NOHAITHO CTPYjamke MpHKa3aHa Ha jqujarpamy 6.10.
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Cauxa 6.9 — Ynopenuu npuka3 BpeMeHa H3BpIIABamba 3a pa3jinyuT 0poj uBoposa LB
Mpe:Ke; ¢Iy4aj ABOAUMEH3HOHAJIHOT CTPYjamba
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Cauka 6.10 - YnopeaHu npuka3 BpeMeHa W3BPIIABamba 3a pa3jinyuT Opoj uBoposa LB
MpeiKe; ¢Iy4aj TPOAUMEH3HOHATHOT CTPYjama

Ha ciumm 6.11 mpukazano je xkako ce yOp3ame mapanenu3oBaHor LB conBepa y omHocy Ha
CCKBEHIIMjAJTHU COJIBEP MEHa y 3aBUCHOCTH OJ] Opoja uBopoBa LB mpexe. Kako ce 0Opoj
yBopoBa mnoBehaBa, pacte u yoOp3ame. Bpennoctu yOp3ama cy H3padyHaTe Ha OCHOBY
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M3MEPEHOT BpeMeHa M3BpIIIaBamba caMO OHOT Jiesia IporpaMa y KOMe Ce CIIPOBOJIE Omeparuje
u3pauyHaBama (IeTJba MO HTepauujamMa, 0e3 MpHUKa3uBama pesyirara). Y TOM Cilydajy
MakCHUMajHa BpeaHocT yOp3ama m3Hocu 21 u moctmxe ce 3a 80.000 uBopoma. [lame
noBehame Opoja UBOpoBa HEMa yTHIlaja HA yOp3ame.

25

Ubrzanje

0 T T T T T T T
0 20000 40000 60000 80000 100000 120000 140000

Broj cvorova LB mreze

Cauka 6.11 - lujarpam npomeHe yop3ama napaJieqin3oBaHor LB coiBepa y 3aBucHocTu
o1 0poja uBopoBa LB mpexe

Tectupano je u yOp3ame MNapajleld30BaHOI Mporpama, Kajla Ce€ CUMYJIHpa KpeTame
nepopmabuinHor Tena y ¢ayuny. Ilokperan je mpBM mpuMep KOjU je MpPEICTaBbEH Yy
nornaspy 7.4.1 — nedopmanmja dyectuiie moja nejctBoM cMmuuyher mpoduna Op3uHe. bpoj
uTepalmja je MoHOBO (uKcupaH, anu oBora myra Ha 2.000, momTo je TO JOBOJBHO Aa ce
MOCTUTHE oJipehena nedopMaiinja couaa U 1a ce MpeaBuau yop3ame nporpama. Bapupan je
u Opoj uBopoBa LB Mpexe KojoM je IUCKpeTH30BaH JoMeH (iywaa, alid ce Kao H
NPETXOAHUM CllydajeBUMa MOoKa3alo Ja yOp3ame JOCTHKe MakCUMaiHy BpeaHocT 3a 80.000
YBOpPOBa M TIOCJIE C€ BeoMa Majo Mema. Bapupan je u Opoj 4BOpOBa MpEXe KOjOM je
JMCKPETU30BaH JJOMEH COJIMJA M Ty je YOoueHa IpoMeHa yOp3ama, IITO ce MOXe BHJIETH Ha
ciuny 6.12. 3a mawu Opoj YBOpOBa, yOp3ame je CIMYHO, alli ca BEJIMKUM MopacToM Opoja
YBOPOBA, JIOJIA3M JI0 M3pakaja YMILEHUIIA Jla CE CBH YBOPOBU COJUJA y TapalieIn30BaHO]
Bep3uju 00pal)yjy cuHxpoHu3oBaHo. Jlaske noBehame Opoja UBOpoBa COMUAA HUjE JPACTHYHO
noseharno yOp3ame napajiean3oBaHe Bep3uje.
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Cauka 6.12 - Ynopeanu npuka3 yop3ama nporpamMa 3a cuMyJupame KpeTamba
nedopMaduIHOr Tesa y Guiynay 3a pa3anyuT Opoj YBOPOBa Mpeike COTHAA

[Tapanenu3oBaH je U mMporpam KOju CHMYJIUpPa CTpyjame BHIIEKOMIIOHEHTHOT (uynaa. bpoj
utepanuja je puxcupan Ha 2.000, momro je y 0BOM ciaydajy TO JOBOJbaH Opoj UTepanuja aa
ce TeYHOCTH JI0 ozpeheHe Mepe u3Melnajy 1 MoXKe Jia ce CTeKHE YBHUJI Yy paj nporpama. bpoj
YBOpOBA j€ BapupaH, Ja OuW ce yTBpAWJA 3aBHCHOCT yOp3ama oj Opoja 4BOpOBa, Koja je
npuKa3aHa Ha ciauiy 6.13.
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Cauka 6.13 - /lujarpam npomeHe yop3ama napaJieqnzoBaHor LB conBepa 3a
CHMYJIHpame BUILIEKOMIIOHEHTHOT CTPYjama y 3aBUCHOCTH 01 Opoja uBopoBa LB mpeike
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6.4.2 Ilokperame napajenu3oBane Bep3uje Ha Bume GPU
ypebaja, y3 npumeny OpenMP npucryna

[IperxomHo o0jammeHa cuMysayija TPOAUMEH3MOHATHOT CTAllMOHAPHOT CTpYyjama y MpaBoj
IICBU je caja W3BpLIaBaHa Ha KoHpurypauuju koja ce cactoju ox 3 GPU ypehaja Tesla
C1060, xoju cy mose3zanu ca uctum CPU mnporecopom. Kapakrepucrtuke GPU ypehaja Tesla
C1060 matu cy y Homarky LI, y Tabenu I[.2. Kopumhen je OpenMP mpuctyn nma 6um ce
porpaM MpUJIaroMo OBOj apXHUTEKTypu. llpuiankom Tectupama MOHOBO je Opoj uTepaiuja
noctaBsbeH Ha 20.000, a Gpoj yBOpoBa je BapupaHl, /1a Ou ce yTBpAUiIa 3aBUCHOCT yOp3ama 0]
Opoja uBopoBa. Ha mujarpamy 6.14 mpukazaHo je Bpeme U3BpIlIaBama UCTE CUMYJAIUje Ha
jeanom, nBa u Tpu GPU ypehaja. Konauno yOp3ame Koje je HOCTUTHYTO Kaja ce HOopenu
u3BpmaBame LB conBepa Ha jennom u n1Ba GPU ypehaja je 1.9 myra, ok ce LB conBep Ha
tpu GPU ypehaja uszpmara 2.9 myra Opxe o coiBepa Koju ce m3Bpmasa Ha jeqaom GPU
ypehajy. Yop3ame He pacte nuHeapHo ca Opojem GPU ypehaja, mTo je mocnenuna ynmbeHUIIE
na ce onpeheno Bpeme nmorpomu Ha komyHukarujy usmehy GPU ypehaja u mpenoc nmomaraka
u3 jenue device memopuje y npyry. [IpomeHa yOp3ama NpHIMKOM W3BpLIaABamka HA BA U TPU
GPU ypehaja y oqHoCy Ha U3BplIaBame Ha jelHOM ypehajy je npuka3ana Ha ciauuu 6.15, npu
YyeMy je IpHUKa3aHa ¥ 3aBUCHOCT OBUX yOp3ama o] Opoja uBOpoOBa.
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Cauka 6.14 - YnopeaHu npuka3 BpeMeHa W3BPIIABamba 3a pa3jinyuT Opoj uBoposa LB
mpesxe u pa3anaut 0poj GPU ypehaja Ha kojuma ce anuiukanuja u3spuasa
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Cauka 6.15 - /lujarpam npomeHne yop3ama napaJieqin3oBaHor LB coiBepa Ha Buie
GPU ypebhaja y 3aBucHocTH 01 6poja uBopoBa LB mpexe

6.4.3 Ilokperame napaJjejin3oBaHe Bep3uje HA KIacTepy ca
BesinkuM 0pojem GPU ypebhaja, y3 npumeny MPI
NpucTyna

3a Tectupame paga mporpamMa Ha kiactepy ca BenukuM Opojem GPU ypehaja koju cy
NoBe3aHu ca Buile npouecopa, kopuuthen je CURIE cynepkomnjyrep. OH je y BIaCHUIITBY
GENCI wuncturymmje, koja ce Hanmasu y @panmyckoj u aeo je PRACE ynpyxema (eHT.
PRACE — Partnership for Advanced Computing in Europe). Tokom aHraxoBama Ha IpOjeKTy
Llentpa 3a buounxemepunr, omoryhen je mpucryn CURIE kommjyrepckom kmacrepy u
Kopumheme HBUXOBHX pecypca y okBupy Preparatory Access mosuBa 3a mpojekre PRACE
opraam3anuje. Ha CURIE GPU ypehajuma nmokpeTrane cy KOMIUIEKCHE CHMYJIAIHjE CTPYjamba
dnynna kpo3 aprepuje, anu je U Tectupad LB conBep ontumuszoBaH 3a paxa ca Buie GPU
ypehaja koju cy momezanu ca Bume CPU mpomecopa. Jlerammu koudurypamuje CURIE
kinacrepa gatu ¢y y Hoxatrky L. IloHoBO je mokpeTaHa cumynanuja TPOAWMEH3MOHATHOT
CTallMOHAPHOT CTpyjama (aynaa y NpaBoj LEBH, Ka0 My MPETXOAHUM ClydajeBHUMa
Tectupama paga LB conBepa. Ha cmumm 6.16 npukaszano je yOp3ame Koje je MOCTUTHYTO Ha
BeheMm Opojy GPU ypehaja, y nopehemwy ca BpeMeHOM M3BplIaBama Mapajeiin3oBaHe Bep3uje
Ha jeqaom GPU ypebhajy. Ilpukasanu cy 138. Strong scaling pesynratu. To 3Haum 1a je uCTH
CKyn mojaTaka oOpahuBan Ha mpomeHJbuBOM Opojy GPU ypehaja. Ca mmjarpama 6.16 ce
BUAM Ja kako ce nosehaBa Opoj GPU ypehaja, mporpam je mame edukacan (0ACTyHame 01
JuHeapHOTr yOp3ama je Behe). OBo je mocienniia YNHEeHUIE Ja MPUINKOM H3BplIaBama Ha
Behem Opojy GPU ypehaja 300r ucte BenuuuHe CKyla MojaTaka HUCY MCKOpPUITheHU CBU
pacIoNIoKUBHU pecypcH U ca nosehamem Opoja ypehaja, pecypcu cy cBe Mambe HCKOpULTheHH.
300r Tora je yop3ame Mame 0] UICATHOT M BpeMe KOje Ce TPOIIM Ha KOMYHHKaInjy uiMehy
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GPU-oBa mma BuIe yTHIlaja Ha YKYIHO BpeMme m3BpiiaBama. Ha cimmm 6.17 Takobhe je
npuKaszaHo yopsame Ha Behem Opojy GPU ypehaja, anu oBora myra npukasanu cy 13B. Weak
scaling pesymaru. To 3nauu na je ceakom GPU ypehajy momesbeH MCTH CKyN MojaTaka 3a
obpahuBame, OTHOCHO yKymaH CKyn mojaraka je Behu ca Behum Opojem GPU-oBa. Kana ce
noryefa aujarpam 6.17, jacHo je na pa3BHjeHM IporpaM KOPUCTH Ha aJieKBaTaH HAYMH CBE
pecypce GPU ypehaja u nma Bpeme morpomieHo Ha komyHuKainujy usmehy GPU-oa Hema
npeTepaHo HeraTHBaH yTUIAj Ha yKynHe nepdopmance LB comnsepa.

28
26
24
22 4
20
18 -
16 -
14 -
12 4

15.11

—8— Rezultujuca kriva
2 1 2.71 — — Idealna kriva

Strong scaling ubrzanje (u procentima)
(u odnosu na vreme izvrsavanja na jednom GPU uredjaju)

0 T T T T T T T T T T T T T

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
Broj GPU uredjaja

Cauka 6.16 - Strong scaling yop3ame LB cosBepa nzspmasanor Ha Bume GPU ypebhaja,
y nopehemy ca n3Bpmapamem Ha jenHoM GPU ypebhajy

Tujana Bykuh 73



JlokTOpcKa aucepTaimja

TTornassbe 6

Weak scaling ubrzanje (u procentima)
(u odnosu na vreme izvrsavanja ha jednom GPU uredjaju)
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24

Camka 6.17 - Weak scaling yop3ame LB cosiBepa usBpmaBanor Ha sume GPU ypebhaja,
y nopehemy ca uzBpmaBameM Ha jenHom GPU ypebhajy
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[/ Pe3yararu cumyJianuja

Kao neo uctpakupadkor pajaa Koju je MPeTX0Iu0 OBOM JIOKTOpaTy, pa3BHjeH je codhTBEp KOjH
npecTaB/ba HyMEpUUKy UMIUieMeHTanujy LB mMerone, y3 moceOHy MMITJIEMEHTAIH]y COJUA-
bayun mHTEpakuuje U KpeTama aedopMaOuiHor Tena y ¢Gayuay. Y OBOM IOrJaBby Ouhe
MPHUKA3aHU PE3YNITaTH JTOOWMjeHH MIPUMEHOM OBOT coTBepa. Pedynratu koju cy n00HjeHH Cy
nopeheHn WM ca aHAIMTHYKUM pellehuMa, WM ca peliehuMa Koja cy 1001jeHa mpuMeHOM
JPYTrUX METOJA y JUTEPATypH.

CBu mpuMepu ce OJHOCE Ha TPOAMMEH3HOHAJIHE (IIPOCTOpHE) MpolbiiemMe, Tako 1a je 3a
npopavyyH kopumrheHa Mpexa ca o3HakoM D3Q27, umja je crpykrypa npukasana y Jlogarky
b. C o63upom na je LB meronma auckperHa m jaa mocmarpa ¢uiyn] Kao CKyN 4YeCTHIA, Y
OKBHPY OBE METO/I€ ce CBE (hM3NYKE BEINUMHE JCPHUHUILY U KOPHCTE Y CBOM O€31MME3MOHOM
00JIMKY, KOjH je TpuiaroheH TeoprujcKuM OoCHOBaMa came Meroje. 30or Tora he Hajupe Outn
o0jammeHo kako ce y LB Metoan Bpimm u3padyHaBame GU3NIKIX BEIUIHHA.

LB wmeroma ce MOXe YCIEHNIHO KOPHCTUTH 3a CHMYJAIMje CTpyjama KpBU Kpo3
Kap/IMOBACKyJIapHH CHUCTEM YOBEeKa, mMTO he OWTHM mMoKazaHO JOOHMjeHHM pe3yiTaTuMa
cUMyJanuja TPOJAMMEH3HOHAIHOT CTpyjama (QuIyuaa y JbYACKUM aprepujama — y aopTH,
KapoTUHO] M KOopoHapHO) aptepuju. Kpo3 oBe mpumepe he yjenHo OUTH mHpuKazaHe U
MOTYhHOCTH pa3BHjeHOT codTBepa Ja CUMYJIUpPA CTPyjalba KpPo3 KOMIUIEKCHY T€OMETpH]y,
KOja ce MOXKE 3aJlaBaTH Ha pa3jIMyUTe HAaYMHE - Ha OCHOBY MapaMeTapcKor Mojiena, WIN
JUPEKTHO Ha OCHOBY KJIMHMYKHUX IOJaTaka JO0OMjeHUX 3a KOHKpeTHOr nanujenta. [lotom he
OUTH IpUKa3aHU pe3yJTaTH CUMYyJalije Mellama IBe TEYHOCTH y jeqHoM cyny. Ha kpajy he
OUTH TNpHUKa3zaHe cuUMyJalMje KpeTamwa JedopMaOMIHOr Tena y (iayuay, Kako 4YecTHIa
cdepHor 00sIMKa, TaKO U YeCTUIa OOJIMKA [PBEHOT KpBHOT 3pHIA. Hajnpe he 6utu npukazano
HEKOJIMKO MpHMepa Ha KOjUMa je TeCTHpaHa TAYHOCT IEIOKYITHOT HYMEPHUYKOT MOAesa, a
MIOTOM W HEKOJIMKO IIpUMepa CUMYJIallija KOHKPETHUX MPpooiieMa y OMONHKEHEPUHTY.

7.1 Kounsep3uja 0e31MMeH3MOHUX BeJIMYUHA Y PpuU3nuKe
BeJIMYHUHE

VY okBupy LB MeToze npumemyje ce moce0aH MPUHITUIT padyHamka CBUX (PU3NYKUX BETUUIMHA,
Tako JIa C€ CBE MAaKpOCKOICKE BEIWYMHE KOje Cy 3HauajHe 3a CHUMYIalujy (U OHE Koje ce
no0ujajy Kao pe3yaTaT cuMyJiaiuje) 1epUHAITY y T3B. CUCTEMY JeMHUIA Mpeke (eHT. System
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of lattice units). 36or Tora je mpe MOKpeTama CUMYJIAlHUje, TOTPEOHO OJPEIUTH BPEAHOCTH
CBUX TapamMeTapa y O€3IMMEH3MOHOM oO0nuKy. Takohe, NpPUIUKOM HHTEpIIpEeTHpamba
pe3ynraTa, MoTpeOHO je TpanchopMmucaTu OS3TUMEH3UOHE BEIWYHHE Yy peaiHe ,,pu3ndke
BPETHOCTH.

ITocToje TPM MAaKpPOCKOICKE BEIHMYMHE KOjé CE KOPHCTE 33 M3PaKABame CBUX OCTAINX
kg

BenmupHa. To cy Bpeme t[s], myxuna |[m] u rycruna p|—; |. Heka npyra ¢usmuka
m

BenMnyMHAa X (Ha mpuMmep, Op3WHA WIM NMPUTHUCAK) CE MOXE M3Pa3UTH Yy (YHKIMjU OBE TPU
BEJIMYHMHE:

x=F(t,1l,p) (7.2)

Jla 6u ce u3BpuIKIa KOHBEp3Hja O€3IMMEH3HOHUX BEIMYUHA Y (PU3UUKe BeTHUUHE, TOTPEOHO
je ompenntn pakTop ckamupama F,, Tako a ce MOXKe 3aIucaTH penanuja:

Xp =Xq - Fp (7.2)

rac cy ca Xp u Xd O3HAYCHC BPCAHOCTHU (1)I/I3I/I‘IKC BCJINMYHUHC Yy CTaHAAPAHOM CHCTEMY

JenHUIA Uy 0E3TUMEH3NOHOM OOJIMKY, PECIIPEKTUBHO.

JemHa o kapaKTepUCTHYHUX BEJIWYHMHA, KOja ce neduHuIle mnpe nokperama LB cumynanuje
je kapakrepuctuuHa Op3uHa (y 0e3IUMEH3MOHHUM jeIMHUIIaMa MpPEkKe), Koja ce O3HadaBa ca

U,. OBaj mapamerap je jako BaaH, IOIITO ce oAroBapajyhum uz00poM BpeAHOCTH

KapakTepucTuuHe Op3uHe 00e30ehyje ma crpyjame ocrane y obmactu mamor Mach-oBor
O0poja. Ha oBoj mpermoctaBiu ce 0azupa nena LB metona u 1o je y3eTto y 003up TOKOM
u3Bohema jeHauMHa, ma 300r Tora oBaj ycloB Mopa jaa Oyae ucnomroBaH. To Takohe
NPakTUYHO 3Hauu Ja ce (ayua 3aapkaBa y oOJiacTHM Maje CTUIBMBOCTH. Bpeanoct
KapaKTepUCTUYHE Op3KHE MOpa /1a 337J0BOJbH HEJ€THAKOCT:

u<i 7.3
o< (7.3)

S
Kunemarcka Bucko3noct ¢urynaa u Reynolds-oB 6poj moBe3aHu cy peamujom:

Re= Ut (7.4)
14

Hajuemhe ce y cumynamnujama npumeHom LB meTose 3amaje Heka KapaKTepUCTHIHA Ty>KUHA
JIOMeHa, Op3WHa ¥ BHCKO3HOCT (uiynaa y pusnukum jeaunuiiama. Ha ocHOBY OBUX TojaTaka
Moxe ce oapeautu Reynolds-oB Opoj. OBaj Opoj je Oe3muMeH3MOHA BEIMYMHA M OH MOpa
OUTH jelHAK Yy EKBUBAJIEHTHMM CHMyJanujama, 0e3 o0O3upa Ha jeJUHULE Y KOjuMa ce
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u3paxkaBajy mpeocraie BenmuuHe. [lopen momenyTtux mapamerapa, y LB cumynammjama ce
neuHMIIEe W pe30ylnja, OJHOCHO Opoj uBopoBa y LB mpexu y mpaBiy cBake oce. Ha
OCHOBY OBHUX MOYETHHUX Ioj1aTaka Moryhe je M3BPIIUTH KOHBEP3Wjy (HU3MUKHUX BEIUYMHA Y
Oe3muMeH3noHe M 0OpHYyTO. [Ipyrum peumma, Mory ce oapenuTH (hakTopw cKaaupama 3a
IIOMEHYTE TPH MaKPOCKOIICKE BEJIMYHNHE — Iy)KHUHY, BpPEME U T'yCTHHY.

®daxkTop cKaaupama 3a Ay)KUHY je jeHaK:

Ax=—L (7.5)

rae je L, dusnuxa nyxuna, Ly, je medunmcanma pesomymmja N, omHOCHO 6poj uBOpOBa

Ib?

KOJUM C€ TUCKpEeTH3yje mocMaTrpaHa 1y>KHHa.

Jla Ou ce WCIYyHHO YCIIOB HECTHIIJBMBOCTH M Major Mach-oor Opoja, Hajuemrhe ce Oupa
BpenHocT Kapakrepuctuune 6psune U, =0,01. Ha ocHoBy (akropa ckanupama 3a 1yKHHY U

KapakTepucTuuHe Op3uHe, oapehyje ce GakTop ckanmpama 3a BpeMe:

At=u, - AX (7.6)

®dakTop cKalupama 3a T'yCTUHY ce AeQHUHHINE Y 3aBUCHOCTH O]l jJeIMHUIIA KOje Ce KOPHUCTE
OPUINKOM JeduHucama MnpodiemMa. YKOIUKO Cy MaKpOCKOIICKEe BelIMYMHE neduHucaHe y
KAJIOTpaMUMa, METpUMa U CeKyHJama, OHJa je (akTop cKainmpama 3a rycTuHy Ap =1000, a
YKOIIUKO CY MaKpOCKOIICKE BeTMUMHE JepUHHCaHe Y TpaMUMa, IEHTUMETPUMA U CEeKyHJIaMa,
oHza je Ap=1.

[Ipe mokperama cumynaiyje, MOTPeOHO je M3padyHATH U BpPEME pellakcailfje, Kao jelaH O
HaJOMTHUJUX MMapaMeTrapa cumynamuje. TokoM u3Bohema jeqnaunHa LB Meroze, jeqHaunHOM

(2.103) nedunucana je Beza uzmel)y BpeMeHa peakcanuje 1 JUHAMHAYKe BUCKO3HOCTH, T1a Ce
MOYKe HalmucaTu Be3a u3Mel)y KuHeMaTcke BUCKO3HOCTH U BpeMeHa pelakcalyje:

_ 1
Vip =C; T‘Ej (7.7)

Kunemarcka BHCKO3HOCT Yy ((U3MUKMM BeIMYMHAMa CE€ MOXE KOHBEPTOBATU Yy
0e31MMEeH3UOHN 00JIMK MPUMEHOM MPETXO0AHO JePUHUCAHUX (aKTOpa CKaIUpama:

(7.8)
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Ha ocnoBy jennauwnna (7.7) u (7.8), ako je mo3HaTa KHHEMAaTCKa BHCKO3HOCT y (DU3UYKUM
BeIMYMHAMA M aKO Cy NPETXOJHO H3pauyHaTH (DaKTOpU CKAUpamba, MOXKE CE OJIPCIUTH
BpEMe peJraKcaiyje:

-1 AX?
cc P At

S

+% (7.9)

Ja 6u ce o6e306eamna 1oopa crabmiHOCT pemema u LB cumynanuje, norpeGHO je 1a ce BOAH
padyHa Ja 100MjeHa BpeTHOCT BpeMEHa pejlaKcalnje 3a0BoJbaBa HEjeHAKOCT:

05<7<1 (7.10)

¥ J1a OBa BPEIHOCT Oyze mTo OJImKa BpenHOCTH 1. YKOIMKO TOKOM JeHHUCama mapaMeTapa
He OyJe 3aJ0BOJbEH OBaj YCIOB, Tpeba KOPUTOBAaTH HEKU JAPYTH HapameTap, OJHOCHO WA

KapakTepucTuyHy Op3uHy U, wunm Opoj uBopoBa (pezonyuujy) N, ma O6u ce aobuso

3a/10BoJbaBajyhe BpeMe penakcaruje.

7.2 Cumynanmje cTpyjamba KPBH KP03 KapJAUOBaCKYJIAPHU
CUCTEM

KapanoBackymnapHu cucTeM je jeaH O] HajBaXHUjUX CUCTEMa Y JbYACKOM OpraHuszMmy. 30or
Tora he y HacTaBKy OBOT' IOTJIaBJhba Hajupe OWUTH JaT KpaTak yBOJ Y KapAUOBACKyIapHU
CHUCTEM, Ca ONMCOM TIJIaBHMX KpPBHHMX CyJOBa, a 3aTUM he OWUTM NpuKa3aHU pe3yaTaTH
CHUMyJIallHja CTpyjama KPBU KPO3 TOMEHYTE KPBHE CY/IOBE.

[{upkynaTopHH CHUCTEM C€ cacTOju OJ KPBHMX Cy/lOBa 4Hja je TJaBHa YJIOra TpPaHCIOpPT
XPaHJbUBHMX MaTepHja U KMCEOHHUKa /10 nepudepHux TkuBa. Mosxe ce MOoJeIUTH Ha JIBa Jefa:
CUCTEMCKY LHpKYJIalHW]y Koja CIYKH 3a TPAHCHOPT XpaHJBbMBUX Marepuja M IIyhHy
LUPKYJIAUjy Yy TOKY KOje ce BpIIM OKCHAAlMja XeMoriaoOouHa y kpBu. OBa jBa jaena cy
MOBE3aHa MPEKO cplia Koje Jieslyje Kao IMMyMIa KpBHOT CUCTEMA.

CucrtemMcka IUpKyJalyja ce Ha3MBa JOII M BEJIMKHA KPBOTOK WM TepudepHa IMUPKYIaluja,
3aTO MTO CHabAeBa KpBJbY CBa TKMBa M3y3eB rmiuyha. [{upkynmaTopHu cuctem ce Aenu Ha
apTepuje, apTepuosie, Kanuiape, BeHe U BeHylle. ApTepHje MpeHoce KpB U3 cpla y TKUBA.
ApTtepuosie Cy TMOCIEeNmEe Majle TpaHe apTepHUjCKOT CHCTeMa W WMajy YJIOTY KOHTPOJHUX
BajiByJia momMohy Kojux ce oMoryhaBa wiM crpedaBa Mpoja3 KpBH y Kamuiape, y 3aBUCHOCTH
01 TpeHyTHe moTpebe TkuBa. Kammmapu mmajy yimory y pa3sMeHH TEYHOCTH, XPaHJHBHUBUX
MaTepHja, eJIEeKTPOJNTa, XOPMOHA M JIPYyrUX CYICTaHIU. BeHyrne mNpuKymbajy KpB U3
Kamiapa u yauBajy ce y Behe BeHe. Bene TpaHcopTyjy KpB U3 TKHBA Yy CPIIE.
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Cpue nmymmna KpB KOHTHHYaJTHO y aopTy IpH cpenmemM nputucky oa 100 mmHg (12.3 kPa).
OBo myMmame je Mya3aToOpHO M 300T Tora KpPBHH MPUTHCAK y apTepujaMa ocuuiyje usmehy
120 mmHg y cucronu (nepuony xontpakuuje cpua) no 80 mmHg y mamujacronu (mepuomny
penakcanuje cpua). Ca cMambemeM BEIMYMHE KPBHOT Cy/la CMamyje ce M KPBHH IPUTHUCAK, T1a
Ha Kpajy MUPKYJaATOPHOT CHCTEMa y KamlujiapuMa CpelibH MPUTHCAK W3HOCH Oko 17 mmHg.
[TpoceyHu MPOTOK KPBH y IUPKYJIAIHM]H OJIPACIOr YOBEKa M3HOCH 5 nHTapa y MuHYyTYy. Kako
KpO3 CBaKW KPBHH CYJI MTPOJIa3H UCTA KOJMYMHA KPBH Y jEMHULIM BpEMEHA, Op3uHa KPBU Ce
MEHbha Y 3aBUCHOCTH OJI IPEYHHMKA KPBHOT Cyna. Y CTalby MHpOBama Op3WHA KPO3 aopTy
usHocu oko 30 cm/s, a y Kanuiapuma je Op3uHa Xuibay IyTa Mama 1 u3nocu oko 0.30 mm/s.

Y xemMoauHaAMHIIM ce Hajuenihe mpoydaBa CTpyjalkbe KpPBH KpO3 TpH apTepHje, a TO CY:
abnoMuHaANHA aopTa, KapoTuaHa Oudypkamuja u jeBa KopoHapHa aprepuja. OBU KpBHHU
CYJIOBH CYy Haj3HAYajHHjH, Ca jeJHE CTpaHE 3aTo INTO Hajuemhe Moiiexy OoJecTuMa U ca
JIpyre CTpaHe 3aTo IITO HAajOOJhE PENPE3eHTY]y CTPYjame y LEJIOM apTepHjcKOM cTadiry. Y
HACTaBKy OBOI TOTrJaBba Omhe MpuKa3aHW pe3yNTaTd CUMYyINaldja CTpyjamka KPBH KpO3
IIOMEHYTe KpBHE CyaoBe. YjemHo he kpo3 mpuka3 pesyirata OBHX CHMYJaldja OWTH
npencraBjbeHe U MoryhHocTu pasBujeHor LB comBepa kama je y mnuTamy 3a/1aBambe
TrCOMETPH]je PA3IMYUTUM TPE-TIPOLIECUPAHEM TT0IaTaKa.

7.2.1 Moaeaupame CTpyjamba KPBH KPO3 JbY/JCKY a0pTy

AopTa je BelMKH KPBHHU CY/I KOjH MOJIa3H U3 Cplia, TAYHH]jE U3 JICBE CPYAHE KOMOPE U MPOJIa3H
y3 3aJilbU 3U] a0JIOMEHA Y MpaBIly CPE/e JIMHUje. AopTa HOCH U TUCTpUOyHpa KpB Oorary
KHCCOHHMKOM JI0 CBUX apTepuja CUCTEMCKOT KpBOTOKa. M3 mpolmperma MmoYeTHOr Jeiia aopTe
(koju ce HasuBa bulbus) monase aBe KOpoHapHE apTepHje, a U3 JyKa ce IpaHajy apTepuje Koje
CHa0/ieBajy KpBJbY TJIaBY, BPaT U TOPHE EKCTpeMUTeTe. AOpTa KacHUje mpenas3u y TpOyniHy
aopTy, Koja ce pauBa y JIB€ WIHjauyHEe apTepuje KOje CHAOAECBA]y KPBJbY JI0HE EKCTPEMUTETE.
Ha cimunum 7.1 je mpukaszaH IMoJIo)Kaj aopTe W MOMEHYTHX CpUaHUX apTepHja y JbYIACKOM
OpraHH3My.

Jbyacka aopra MMa KOMIUIMKOBaHY I'€OMETpPH]y KOja YKJbydyje 3aKpUBJbEHa KOja HHUCY Y
jenHoj paBHU. 300T TOra je TEUIKO HAIPAaBUTH KOMIIjYTEPCKH TeHEpUCcaH Mojien aopte. Moaen
aopTe noTpebaH 3a CUMYJallKjy HalpaBJbeH j€ TUPEKTHO Ha OCHOBY KJIMHUYKMX I10/1aTaKa O
jenHoM KoHKpeTHOM manujeHty. Haumme, Ha ocHoBy DICOM cHumaka nobujeHux ca 64-
MSCT (multi-slice Computed Tomography) ckenepa wu3BpIIeHa je TpPOJUMEH3UOHAIHA
pexoHcTpykiuja. 3a ananu3zy DICOM cHumaka kopuirheH je moce6HO pa3BHjeH co(pTBep 3a
npe-mpolecupame mnojataka notpedbnux 3a LB comBep. OBaj codrep oapehyje muxcene
CHMMKa KOjH npunanajy aoptu. Ha Ttaj HaunH ce kpeupa T3B. BOKCEIM30BaHU MOJEN, KOjH Ce
KOpUCTH IIpU AeduHucamy reomerpuje y oksupy LB conBepa. Cam Mozen ce orpanuyaBa u
MpaBy ce ,,0KBUP* OKO a0OpTe, TAKO JIa I1€0 IOMEH KOju ce pa3maTpa Oyae y 00JIMKy KBajapa u
OHM YBOPOBHU KOjU OJrOBapajy OOEJeKEHUM IHKCEIMMa ca CHUMKA Cy YBOPOBH Y KOjUMa
nocToju (iIyus, 10K Ce OCTAIM YBOPOBU OBAKO OIPAaHMUYEHOT JOMEHA TPETUPAjy Kao 3U0BU.
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Jlecna
KapoTHHa Jlea
aprepuja KapoTHUIHA
aprepuja
Jlyk
Koponapue aepte
aprepuje Kopen
$ | aopre
: TpOymna
aopra

JlecHa / \ JleBa

WIMjadyHa WIIMjauyHa
aprepuja aprepuja

Cauka 7.1 —Ilos0:kaj aopTe U CPUYAHMX apTepHja y JbYACKOM OPraHU3My

Ha caumm 7.2 mpukasan je usrien nomenyrtor coprsepa 3a ananuzy DICOM cuumaka. Ca
JieBe CTpaHe je MpHKa3aH jeaaH mnpecek (eHr. slice), a ca jecHe je mpukasaHa aopTa Koja je
PEKOHCTpyHCaHa ca CBHX CHHMMaka. L[pBeHHM mNpaBOyraoOHWK O3HA4YaBa IJI€ CE TPEHYTHO
OCMaTpaHM MPECEK HaJIa3u y OKBUPY KPEUPAHOT MOJIEIIa aopTe.

Cauka 7.2 — CodrBep 3a renepucame reomerpuje Ha ocHopy DICOM cHumaxa

[Ito ce Tuue (U3MYKKMX MMapameTapa MOTPeOHHUX 3a CHMYNAINHWjy, CMaTpa ce Ja je KpB
HecTunubuB IhyTHOBCKM (uyma, koju uma ryctuny p©=105¢ / cm® u KuHeMmarcky

2 .
suckosnoct v =0,035 cm / S. I'paHmuHM ycnmoBM Cy 3agaTM Tako Ja je JeuHucaH
napabonuyHu npodui Op3uHe Ha yia3y U Ha U3lla3uMma je AeUHHUCaHO OrpaHHUYeHe Ja HeMa
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MOBPIIMHCKOT HAIllOHa Ha W3la3uma. Takole, Ha 3UJ0BMMA aopTe Op3WHA je jeHaKa HYIIH.
Kapaktepuctuuna 6p3una ¢puyunaa je nocrasbena na Uy, =0,01 . Vkynan 6poj usoposa y LB
mpexu uznocu 3.781.701.

Ha cnumm 7.3 mpukasana je pacmojelna MpuTHCKa JT0O0MjeHa CUMYIAIjoM, JIOK je Ha CIIUIU
7.4 npukasana pacnojena 6p3una. Kako je Op3uHa Ha rpaHuiiama JoMeHa jelHaKka HyJIu, Ha
CIIMIIM Cy TPHUKa3aHe CTPYjHE JIMHH]E, y3 OAroBapajyhoM 060joM 03HAYCH WHTEH3UTET Op3uHE
Iy’K CTPYJHUX JIMHH]A.

Pritisak [Pa]

5651
14000
112000

£10000
18000
6000
E4ooo
§ 2000
0

Cauka 7.3 — Pacnoesia NpuTHCKA Y JbYACKOj A0PTH

Brzina [ecm/s]

E.256626
32
28

=24

20
-16
=12

0.0025277

Cauxa 7.4 — CTpyjHe InHMje 1 pacniojejia 0p3MHa y JbYACKOj A0PTH
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7.2.2 Moaeaupame CTpyjamba KPBH KP03 KaPOTHIHY
onpypranujy

Kapotunne aprepujcke oudypkamuje ce Haasze ca o0e cTpaHe y mpejeny Bpara u cHabaeBajy
MO3aK M JIMIIE KpBJbY. budypkanujy 4nHM 3ajeJHUYKA KapOTHIHA apTepHja Koja ce padBa Ha
YHYTpallky KapoTUIHY apTepHjy Koja cHabjeBa MO3aK M CHOJballllby KOja CHaOjeBa JIMIIC
KpBJbY. ApTepuje ce mocie Oudypkaiuje paupajy Mmoja yriioM o1 oko 25° y OJHOCY Ha OCy
yiazHe aprepuje. Ha caumu 7.5 je memarcku npuka3aHa KapoTHHA apTeprja U BEH MOJI0XKa]
y JbYJCKOM opranusmy. Kapotuana aptepuja je oj moceOHOT 3Havaja jep ce KOJ MmalujeHara y
HajBehem mpoueHTy oBJie jaBiba cTeHo3a. Hajsehn mpeyHuK ce Hama3u oJMax M3a payBarmba Ha
YHYTpAIIK0] KapoOTHIHO] apTepUju U Taj JeO Ce Ha3MBa CHHYC. YIPaBO y TOM ey, Ha
CTIOJBAIIIEM 3U]TY, jaBJba CE aTEPOCKICPOTHYHH TUIAK.

VYHyTtpauima
KapoTH/IHA
aprepuja

\
Crospanima
KapoTH/IHA
aprepuja

3ajeH1YKA
KapoTH/IHA
aprepuja

Cauka 7.5 — Ilono:kaj kapoTuaHe apTepuje y JbyACKOM OPraHu3My

Kaporunna aprepuja ce Moxe mapamerapcku aedunucaru. [IpedyHuk 3ajeqHHUKE KapOTHIE
uzHocu D=0.61cm u OBO je OCHOBHM IapameTap, Ha OCHOBY Kora ce ojapel)yjy cBu octaiu
napaMeTpH KOjuMa ce OIHCYje KapoTHaHa apTepuja. Ha ciammm 7.6 mpuka3aHu cy CBU OCTaIIN
reomerpujcku noganu [82,83]. OBakaB Mojen KapOTH/IEC C€ HE3HATHO pa3jIMKyje OJ peaHe

aHaTOMHM]jE KOJl YOBEKa, ajlk je y CKJIay ca JIMTepaTypoM, CUMYJIallija CTpyjama CIpOBecHA
Ha OBakBOM Mojeny [83,84].
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D=0.62cm
d,=0.7D
d.=0.59D
a=1.2D
b=0.125D
¢=0.375D
d=0.725D

Cauka 7.6 — 'eomeTpHjcKH Mogaiu 3a Mojie]1 KAapoTHIHE apTepuje (PaBaAHCKH NMpeceK)

ITo ce Tnye (PU3MUKMX Hapamerapa MOTPEOHHMX 3a CHUMYyJalHjy, TMOHOBO ce (Kao U y
NPETXOJAHOM IpPHMEPY) cMaTpa ce Ja je KpB HeCTHHIUBMB IbyTHOBCckm ¢(iyma, koju nma

rycruny p =105 g/cm® u kunemarcky Buckosnocr v =0,035 cm?/s . I'paruunn ycnosn 3a

OBaj mpoOJeM Cy 3ajJaTH Tako Ja je Op3WHa Ha 3WJIOBMMa KPBHOT CyAa jelHAKa HYJU, HA
yIasy je 3a1at napaboaudHu mpoduit Op3uHe, a Ha H3J1a3y 00e apTepuje 3a/1aT je YCIOB Ja Cy
MOBPIIMHCKE CHJIE jeTHAKE HYJIH.

OBa cumynanyja je nokperaHa KopuinhewmeM yiazHor ¢ajia Koju ce HHaue KOPUCTH Yy
coprBepckom makery PakF, koju mpenctaBiba HMIUIEMEHTAIM]y METOAC KOHAYHHUX
enemenara (MKE) [2,35]. Haume, TokoM kpeupama coprTBepa Ha 0Oasu LB metone,
omoryheHo je 1a ce 3a neuHucame napaMmerapa CUMyJaluje KOPUCTH U yla3Hu (ajir Koju je
kpeupas 3a PakF. OHo miTo je moTpeOHO I0JaTHO YpaJWTH, a IITO je BaH CTaHAapaHE U J0
caJia oIucaHe Impoleype Kaja je y nmuramy rnokperame LB cumynanuje, jecre Bokcenusalmja
neguHICAHOT JIOMeHa, omTo ce LB cumyanuje cipoBojie Ha Mpexu (pUKCHpaHUX YBOPOBA,
a HE Ha MPEXHU MPOU3BOJHFHO pacmopeheHuX eleMeHara y MpocTopy, Kao IITO je Ciiydaj ca
PakF-om. Bokcenu3aiyja je cpoBeieHa IPUMEHOM TPOIeype onucaHe y auteparypu [85]
npu yemy je ca LB conBepom moBe3an goaaTHu Open-source codreep Binvox koju je pa3suo
Patrick Min [86]. Bokcenn3oBanu Mojen ce Jajbe KOPUCTH J1a Ou ce AeUHHCATN YBOPOBH
LB mpexe. Haume, oHM YBOpPOBHU KOjH Cy MPUIIMKOM BOKCEIHM3allije 03HaYeHu ca 1 (3Hauu aa
Cy YHyTap Mojena), 3alpaBo Cy YBOpPOBU y Kojuma mnoctoju ¢uiynna. Ca npyre crpase,
YBOPOBU KOjU Cy HPUIMKOM BOKcCenu3aiuje o3HaueHH ca 0 (3Hauu jJa Cy BaH Mojena) cy
o3HayeHu kao Bounce-back uBopoBH, y OBHM 4YBOpOBMMa Ce HE pellaBajy KIacHYHE
jeaHaunHe LB MeTonie 1 OHM IpeCTaBIbajy 3UJ10BE 011 KOjUX ce (hiayua onouja.

3a CBaKM KOHAYHHU CJIEMEHT Y OKBHPY I'€OMETpHUje Mojeja KapOTHIHE apTepHje MOXKe ce
OJIPETUTH BEKTOp HopMmasie Tor einemeHta. OBaj BekTOp HOpMaine ce y LB cumynanuju
KOPHUCTH J1a Ou ce Ha oCHOBY jennaumue (2.115) ompenuie BpeaHocTn cMudyher HamoHa y
CBaKoj Tayku 3uja. Pe3ynrartu mpopauyHa LB meromom ce mrammajy KopuiihemeM Mpeke
KOHAYHHUX €JIeMEHaTa, OJIHOCHO HM3padyyHaTe BPEIHOCTU C€ WHTEPIIONUPA]y U TPUKA3Y]y Y
YBOPHMM TadyKamMa MpEKe KOHAYHMX eyleMeHara. Ha Taj HauuH pe3yniraTH ce MpUKasyjy Ha
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TJIATKOM MOJIEITy, a He Ha rpy0JbeM BOKCETM30BAHOM MOJIETY KOjH je KOpUIITheH 3a MpopadyH
Y TIOCTHDKE C€ TIPETJIeIHH]ja BU3yen3allija pe3ysrara.

Pesynraru nobujenu npumenom LB MeTone u MeTo/1e KOHAYHHX eJIeMEHAaTa MPUKA3aHu Cy Ha
ciukama 7.7, 7.8 u 7.9. Ha ciuum 7.7 mpukazaHa je pacriojiena MpUTHCKa, Ha ciuiy /.8
npHUKa3zaHe Cy CTpyjHE JIMHHUje, IpU 4YeMmy je ojaroBapajyhom 0ojoM O3HAYeH HHTEH3UTET
Op3uWHE IyX CTPYJHUX JIMHH]jA, a HA ciumm 7.9 je mpukazaHa pacrojena cMHYyhux HaroHa.
Kao mro ce moxe Buaerd, A0OHjeHO je NOOpO MOKIAName pellema, a rpemike umehy
u3padyHaTHX BpEeAHOCTH y 00a codTBepa cy mane. Paznuka y pacnonenu cmuuyher HamoHa y
JeAHO] W APYroj CHMYJIAIUjU je TOCICAMIIa YWbeHHIIC Jaa je cumynanuja y PakF-y
crpoBolhjeHa 3a ciiydaj Jja cy 3uJJ0BH KapoTHAHE apTepHje 1edhopMabuiIHy, IITO HUje cay4aj ca
LB meTonom.

Pritisak [Pa]
10710

Poooo
£8000
Bc000

Fooo
£2000
| =
50

. BO0E+1
.134E+3
.2@8E+3
.282E+3
.356E+3
.430E+3
.S@4E+3
.S78E+3
.652E+3
. 726E+3
.@80E+4

O 0N U AW N O

Cauka 7.7 — Pacnionesia NpuTHCKA Yy KAPOTHAHOj apTepHju — cUMyJ1anuja npumMeHom LB
Metoze (sieso) u npumeHoM MKE (zecHo)

Brzina [mm/s]

. BO0E+0
.S527E+0
.905E+1
.858E+1
.B811E+1
.763E+1
.716E+1
.669E+1
.622E+1
.S74E+1
.S27E+1

VWO N A WN OO

Cauka 7.8 — CTpyjHe InHHje U pacnofea OP3uHa Y KAPOTHIHOj apTepuju —
cumyJanuja npumenom LB mertone (11eBo) m npumenom MKE (1ecHo)
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Smicuci napon [Pa]
79.185

70

60

50

. BO0E+0Q
.360E+Q
.672E+1
.S@8E+1
.344E+1
.180E+1
.B16E+1
.852E+1
.688E+1
.S524E+1
.360E+1

N UU D WN =D

Cauxka 7.9 — Pacnogena cmuuyhux Hamona y KapoTH/HOj apTepUju — CUMYJIalkja
npumenom LB merone (sieBo) u npumenom MKE (1ecHo)

7.2.3 Moaenupame CTpyjamba KPBH KP03 KOPOHAPHY
apTepujy

Koponapue aprepuje ce jomr Has3uBajy W CpyaHe apTepuje M TO Cy KPBHU CYIOBU KOjU
cHa0zeBajy kpBJby cpuanu muimh. IToctoje nBe KopoHapHe apTepuje — JIeBa U JIeCHA U OHE
nojase u3 moyeTHor aena aopre. Ha cimim 7.10 cy npuka3zane KopoHapHE apTepHje U BUXOB
TMI0JIOKA] Y JbYJICKOM OPTaHU3MY.

JleBa
KOpOHapHa
aprepuja
JlecHa
KOpOHapHa

aprepuja

Cauxa 7.10 — ITos10:xaj KOpoHAPHUX apTepHja Y JbYACKOM OPraHU3My

[Hmws oBe cumynamuje je Aa ce YTBPAM Kako ce CTpyjambe (iayuaa ogurpaBa y JIEBO]
koponaphoj aptepuju (eur. left coronary artery — LCA). KomrmiekcHa TpoauMeH3HOHATHA
reoMeTpuja Mojiesia moTpeOHa 3a CUMYJall]y KperupaHa je 3a jeJHOT KOHKPETHOT TaIlijeHTa.
ITogaru o oBom manmjeHty cy npukyrsbeHn y okBupy FP7 ICT mpojexta ARTreat, y
WNuctuTyTy 3a KnuHWYKY (usuonorujy HammonamHor uctpakuBaukor meHtpa y [lusm y
Hramuju (Institute of Clinical Physiology, National Research Council, Pisa, Italy).
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Cumynanyje cTpyjalkba KpBH Cy y OKBHPY OBOT IpOjEeKTa BpPIICHE MPUMEHOM METOE
KOHAYHMX eneMeHaTa. [{usb cumynanuja je Ouo Ja ce yTBpIe KpUTHYHA MECTa Ha KOjuMa je
JIOLI0O WJIM MOXEe Ja Jolhe 10 HacTaHKa aTepoCKIePOTHYHOr Iiaka. Y OBOM pany he
cUMyJalja CcTpyjama OWTH CHpoBeleHa mpuMeHoM LB merome w pesynratud 3a jemaHoT
nanujenta he Outu ynopehenu ca pesynratuma nodujenum npumeHom MKE. HapaBho, kako
II1Jb OBOT pajia HUCY MPBEHCTBEHO CHMYJIAIIHM]e CTPYjara Y BEIMKUM KPBHUM CYJ0BHUMa, OBAj
npuMep camo Tpeba Ja WiycTpyje MOryhHOCT pa3BUjeHOT copTBEpa 1a CUMYJIUpa U CTpyjamba
KpBU Y BehuM KpBHUM CyZi0BUMa KOMIUIEKCHE T€OMETpH]e.

Ha ocnoBy DICOM cuumaka nob6ujenux ca 64- MSCT (multi-slice Computed Tomography)
CKeHEepa W3BpIICHA j€ TPOJMMEH3WOHAIIHA PEKOHCTPYKIIMja TEOMETpHje YIOTpeOoM
KoMmepuujanHor coprBepa Mimics. Jla 6u ce 10610 00JbM KBAJUTET T€OMETPHjE TCHEPUCAHOT
Mojiea, 0 MOTpeOu je BpIlieHa MaHyellHa KOHTPOJa M KOpEKIrja reoMeTpuje. 3a morpede
cumyInanuje npuMeHoM LB mMeTozie moHOBO je BpIieHa BOKCENH3allja reoMeTpHje, Kao IITO
je omucaHoO 3a ciyd4aj KapoTHIHE apTepHje y moriaBipy 7.2.2. JenuHa pasziuka je MWTOo je Y
OBOM Cly4ajy ymecto ynasHor ¢ajia 3a PakF reomerpuja 3amara xopumhemem STL dajna,
KOjU je yuuTaBaH JUpEeKTHO y LB conBep, na je xopumnihemeM Mpexe TPOyrJioBa BpIICHA
Bokcenm3anuja. Y okBupy STL ¢dajna je 3a cBaku Tpoyrao Beh neduHuCcaH BEKTOp HOpMAJIE,
Koju je y LB conBepy kopumiheH 3a n3padyHaBame cMudyher HarmoHa Ha 3u0BUMA.

®u3KMYKK TTapaMEeTPH M TPAHHUYHHU YCJIOBU CY MCTH Ka0 M y HPETXOAHHM CHUMYyJIalldjama -
cMarpa ce Jia je KpB HecTHILbMB IhyTHOBCKM (uywnn, koju uma ryctuny p=105( / cm® u

kuHeMatcky Buckosnocer v =0,035 cm? / S. I'paHuYHHU YCIOBU Cy 3a7aTH Tako Ja je Op3uHa

Ha 3MJI0BHMAa KPBHOT CyJia jeIHaKa HyJIU, Ha yia3y je 3ajaT napabdoianyHu npodui Op3uHe, a
Ha CBHMM H3J1a3MMa je 3a/1aT YCIIOB JIa CY MOBPIIUHCKE CUJIC jeTHAKE HYJIH.

4.09e+02
3.83e+02

' 3.57e+02

Pritisak [Pa] id 3.31e+02
412.35 3.06e+02
[40 0 ./ 2.80e+02
-300 | , 2.54e+02

2.28e+02
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100 1.77e+02] |

\ 1.25e+02

9.94e+01

\ 7.36e+01
-

4.78e+01

2.21e+01¢
-3.71e+00
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Cauka 7.11 - Pacniogesia NpuTHCKAa y KOPOHAPHOj apTepUjU — CUMYJIAIMja IPUMEHOM
LB metoae (;ieBo) u npumenom MKE (necno)
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Pesynraru nobujenu nmpumeHom LB Merone Mory ce ymopeauTu ca pe3yiraruma J00ujeHUM
MPUMEHOM MeTOoJle KOHayHuX enemeHara. Ha cnumu 7.11 mpukasana je pacmojiena npuTUcKa,
a Ha cmuM /.12 mpukaszaHe cy CTpyjHE JIMHUjE, IPU 4eMy je oarosapajyhom 00joM o3HadeH
MHTEH3UTET Op3uHe AyX CTpyjHUX JuHHja. Ha 0BOj ciuiu ce yjelHO MOXKe BUIETH KakKo
u3riiea BOKcenu3oBaHa reomerpuja. Ha ciommm 7.13 mpukasana je pacmopena cmuuyhux
Hanona. Kao mto ce Moxe BUACTH, JOOUjEHO je J0OPO MOKIIANAkE PellcHha.

Brzina [em/s]
10.7368
Ao

8
6

'
F
)
-
0

Cauka 7.12 - CTpyjHe JMHHUje U pacnogesa Op3UHA Y KOPOHAPHOj apTepuju —
cumyJsanuja npumeHom LB merone

1.07e+01
9.99e+00

Smicuci napon [dyn/cm2] / 9.32e+00
8.65e+00

7.99e+00

- 7.32e+00
6.66e+00

5.99e+00

5.33e+00

4.66e+00

'k 3.99e+00
‘ 3.33e+00

-, 2.66e+00
\m 2.00e+00
" 133e+00

6.66e-01

0.00e+00

Cauxa 7.13 - Pacnogena cmuuyhux HanoHa y KOpOHaApHOj apTEePUjU — CUMYJIALUja
npumenom LB merone (sieBo) u npumenom MKE (1ecHo)
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7.3 CumyJjanmja Meniama JiBe TE4HOCTH

OBpe he OuTu mpuKazaHU pe3yJTaTH CUMYJIAllMje Mellamka ABE TeYHOCTU. TeuyHoCcTH Koje cy

pasmatpane cy Boga (rycrume o, =1000kg/m® u  xumemarcke  BHCKO3HOCTH
v, =8.94-107 mZ/S) U yme (TycTuHe p2:920kg/ M’ M KHHEMATCKe BHCKO3HOCTH

v, =8.804-107° m? / S). O0a ¢uynaa ce Hajaze y OKPYIJIOM CYAy M Ha IOYETKY CHMYJAILHje
ropwmy TOJOBUHY IIOCYAE 3ay3uMa BoJaa, JOK je noine ybe. Ha oba duymma nenyje
rpaBUTAIMOHA CHTa. Mellambe TEYHOCTH je cuMmyiupano npumerHom Shan-Chen-osor mozena,
koju je Beh ommcan y mornasiby 5.1. Ha cnumm 7.14 mpukaszaH je CHMyJIUpaHH TpoIec
MelIama nocie oapeheHor 6poja urepanuja, mpu Yemy je IpUIUKOM BU3yenu3aiuje ypaheHo
HEKOJIMKO IpeceKa Cy/a, Aa Ou ce mperjeHuje MPaTuo TOK CUMYJIallHje.

MIOYETHU TPEHyTaK — nocie | nrepammje nocie 1000 urepanuja

nociie 2000 utepanuja nociie 3000 urepanmja
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nociie 5000 urepanuja nociie 7000 urepanuja

nocine 8000 uteparuja nocne 10000 urepanuja

nocie 12000 urepanuja nocie 15000 urepamuja

Cauka 7.14 — Moneaunpame npoieca Meliamba ABe TEYHOCTH, Y BUIIIe BPeMEHCKUX
TpeHyTaKa
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7.4 Cumyianmje cTpyjamba KPpBU KpP03 KanuJapHe KpBHe
Cya0Be

KpB mpencraBba JBOKOMIIOHEHTHH CHCTEM KOju ce cactoju oxa hemuja (dopmupaHux
henumjckux enemeHaTa) u KpBHE IutazMe. [locToju HEeKOJIMKO TUITOBAa KpBHUX henwja, a To cy
EPUTPOLMTH, JIEyKOIUTH ¥ TpoMOoiuTH. [{pBena kpBHa 3puma (exr. red blood cell — RBC)
WM EPUTPOIUTH Cy 3pee, BUCOKO nudepennupane henrje xoje ce cacroje camo o henmjcke
MeMOpaHe KOjy YHMHHU JBOCTPYKH CJIOj JIMIIUAA W IMTOIUIA3ME, YHYTpalllkhe TCUYHOCTH ca
U3JIBOjJEHUM TPOTEHMHOM XEMOTJIOOMHOM. XeMOTJoOWH O0ju EepUTpPOLUTE Yy I[PBEHO.
KoHIIeHTpalnja UPBEHUX KPBHHUX 3pHAaLA y KpBU Bapupa on 3,7 1o 5,8 x10' mo mutpy.
[IpeyHuK epuTpoOIMTa M3HOCH PUOIIMKHO 8 um y HenedopMucaHoMm cramy. [lomTo npBeHa
KpBHA 3pHIIa YWHE HajBehu IpoIleHaT ol YKYIMHOT Opoja henmuja y kxpBH, 00ja KpBH MOTHYE
yIpaBo o] OBHUX hemnuja.

[lpBeHa KpBHA 3pHIIA TOKOM CBOT KpeTama KpO3 KapAHOBACKYJapHU CHUCTEM Ipojia3e Kpo3
NOTIIYHO Pa3JIHYUTe YCIOBE CTpyjamba KpBH, 0J BHCOKOr Reynolds-osor Gpoja y aoptu, 10
Beoma Mmasior Reynolds-oBor Opoja u Benukor cmuuyher crpyjama y KallWIapHUM KPBHUM
cynoBuMma. Kama ce pasmarpa cTpyjame KpBU KpPO3 BEJIHMKE KPBHE CYJOBE, YHMjH j& MPEUYHUK
Behu o 200 4m , XuapoarHAMHUUKE CHIIE KOje Nenyjy Ha henuje cy Benuke u 3aro hemujcka

MeMOpaHa Tpeba ma Oyjae JOBOJBHO KpyTa M Ja HE MOJJICTHE HBHXOBOM yTuiajy. Ca mpyre
CTpaHe, y MaJUM KpPBHHM cyaoBuMa npednuka on 4 mo 100m, monasu a0 u3paxaja

nedopmadmHocT henmja. OcoOuHe MemOpaHe kKao mTO Cy (DIEKCHOMIHOCT W BelUKa
crocobHoCT Aedopmalje mocedbHO cy moTrpedbHe kaaa hemmja tpeba ma mpohe kpo3 ycke
KalujaapHe KpBHE CYJOBE YMjH j€ MIPEUHUK HCTOT pea BeJIHMUrnHe Kao cama henuja wim 4ak u
J10 /1Ba IIyTa MamH, a IPUTOM MOTY UMaTH U J101aTHA CyKemwa. [I[poceuHo BpeMe 3a Koje jeTHO
I[PBEHO KPBHO 3pHIIE Mpohe Kpo3 I1e0 OpraHu3aMm je jefaH MHUHYT, IITO 3Ha4YM Jla C€ CBE OBE
poMeHe 00JIMKa U yciIoBa y KojuMa ce henuja kpehe aemaBajy Beoma 6p30. 300r cBera Tora,
[[pBEHA KPBHA 3pHIIA MOPAjy Jla MMajy CIIOCOOHOCT Ja ce Op30 u Jlako AedOpMHUIILY ca jeTHE
CTpaHe, a Jja ca Ipyre CTpaHe MOTY Ja 3a/ip>Ke CBOjy CTPYKTYpPY U Jia ce nocie aehopMucama
BpaTe y MOYETHO CTAmE.

[IpBeHO KpBHO 3pHIIE j€ T3B. OMKOHKABHOT 00JMKa. Taj o0IMK U3Iena Kao Ja je je/Ha BeluKa
cdepa ca 1Be cTpaHe y MpaBIy HCTe OCe MPUTUCHYTA ca JBe chepe Mamer MpeyHuKa, ycien
yera je MoBpIIMHA MeMOpaHe KOHKaBHa. 300T OBAaKOr 00JIMKA IIPBEHO KPBHO 3pHIIE MMa OKO
50% Behy moBpmnHy 071 chepHe YeCTHIe EKBUBAJICHTHOT NMpeyHuKa. Buie getasba o 00IuKy
epUTPOLIMTA JaTo je y nmoriasiby 7.4.2. Yeien came CTpyKType OBHX henuja v yciioBa KojuMa
Cy OHE M3JI0’)KEHE TOKOM KpeTara, JaBJha]y €€ YETHPH paszluduTa OTHopa aedopmaiirjama,
KOjU Cy JeTaJbHO aHAIM3MPAHMW Ca TEOPHjCKOT aclleKTa y MOTJiaBiby 3. Y IUTEparypu cy
U3MepeHe BPEJHOCTH Mapamerapa Kojuma ce nedunuiry opu ornopu [87,88]. YV oBom pany cy
3a MOJIeNTUpamk-e MOoHAMamka [PBEHUX KPBHUX 3pHAIla TOKOM KpeTama YCBOjeHE BPEAHOCTH y
CKJIaJy ca OHMMa KOj€ Cy MpeUIoKEHEe Y TOMEHYTO] JIUTEpaTypH, a YjeIHO U ca BPEIHOCTUMA
koje cy xopuctiiu Dupin u npyru [25]. Koedumnmjent otropa 3ampeMuHckoj aedopmaimjun

v 1 . .
mnocn K =50 pN zm™. Koeduuujent ornopa JIOKAIHO] TMPOMEHW IOBPIIMHE H3HOCH
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K =1,67-10"pNzm™, 1ok KoeduIMjEeHT OTIIOpa NMPOMEHH YKYIHE MOBPLIMHE H3HOCH
K" =1,67 pNum™. Koepuuujertu koju cy kopuihenn npuiukom edunucarma Skalak-osor
MaTepujaiHOr ~ Mojena  hemmjcke  MemOpame  msHoce K =0.75-10°pNgm™  wu
3 -1 . .

k, =75-10°pNgm™—, npema smureparypu [37]. Koeduuumjenr ormopa caBujamy MeMOpaHe
usnocu K® =107 pNgm™.

VY HacTaBKy OBOT IorjaBjba he OMTH MprKa3zaHO HEKOJIUKO MpUMepa MOJIeITUpamka MOHAIIAkha
yecruie chepHor obmuKa U 00JMKa MPBEHOT KPBHOT 3pHIA. HaBeneHu xoedujeHTH oTHopa
he 6utn kKopumheHnu y oba ciydaja, Tako J1a ce chepHa YecTuIla 3arpaBo MOHAIIa UCTO Kao

KPBHO 3pHIIC y 1aTUM yciioBuMa. Jlobujenu pesynraru he Outu nopeheHn ca aHATUTHYKUM U
pe3yJTaTuMa Mpe3eHTOBAaHUM Y JIUTEPATYPH.

7.4.1 Mopaeaupame NOHAIIAKA C(PpepHe YeCTHUIle Mo
nejersom cmuuyher npoguia op3une

Y oBoM mpumepy, 1oMeH (ayuia je MOAETUpaH Tako Jia Cy 3aJaTre Op3UHE TOPHET U JOHmEr
3U/Ia ¥ OBE Op3WHE Cy CYIPOTHOT CMepa, Kao IITO je MpuKazaHo Ha ciumm 7.15. Jlumensuje

JIOMEHa y CBa TpH IpaBLa cy jenHake - L, = Ly =L, . Ha rpanunama nomeHa y npasiy X H

Z oce 3ajaT je NMEepUOAMYHU TpaHU4YHM YcioB. IlomynpeyHuk cdepHe yecTHIe jeTHaK je
. . . 1 .
JeaHOj JeceTHHH TUMEH3Hje ToMeHa (iayuaa - I = 0 L, . Yectuna je nocraB/beHa Tako Aa Ha

MOYETKY cuMynaije Oyae y UeHTpy AoMeHa (uiywaa, ma ¢y KOOpJAuHATe IEHTpa jeJHaKe:
L L L

AKO cy BpeJHOCTH Op3MHA TFOpH-Er U JOWEr 3uja O3HayeHe ca U, M aKo je BUCHHA JOMEHa

O3HadeHa ca L, kao Ha ciunu /.15, onja ce Moxke aeduHucaTH U KOeHULNjEHT CMULIaba:

(7.11)

Hajnpe je npernocTaB/beHO Aa ¢y rycTuHe (Quiynia yHyTap M BaH c(hepHe YecTHIle jeHaKe
(pin =p0ut=p), IITO BaXM W 3a KUHEMAaTCKEe BHMCKO3HOCTU. Y TPBOM CIy4ajy je JdaKie

Mel)ycoOHU 0JJTHOC BUCKO3HOCTH je/IHAK JeTUHUIIN:

A=—1=1 (7.12)
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1ok he y HacTaBKy OMTH pa3MaTpaHu U CIy4ajeBU ca Pa3IuIUTUM KoeuuujeHToM A .

Reynolds-oB 6poj ce Moske neduHUCaTH Kao:

S 2
Re=P7T (7.13)
1%

riae je I' monynpeunuk cdepre decruiie. Reynolds-os 6poj je y oBoMm npumMepy Beoma Mal,
MHOTO MamM o] jenan u y LB cumynanujama je kopumhena Bpeguoct 0.025, y ckiany ca
UCTUM IIPUMEPOM KOjH je aHaIu3upaH y iuteparypu [36,42].

Cauka 7.15 — Ilpumep 1 — lllema reomerpuje 1omeHa guayunia

[Toctoju jomr jemaH mapameTap Koju je moTpeOHO aeduHHMCcaTH, a TO je Oe3MUMEH3HOHU
KOC(QHIIMJEHT CMULIambha:

G="— (7.14)

e je K, xoeduumjent ornopa Ha cmuuyhy neopmanujy y paBau Membpane, Koju je Beh

neguHucaH y nornasiby 3.1. ¥V 3aBHCHOCTH O] BPEIHOCTH OBOI MapaMeTpa, Mema ce U
nedopmarija 4ecTHIle o A€jCTBOM (iIyHa.
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Jla 6u ce HajOoosbe KBaHTH(UKOBANA AedopMallja yecTulle, Kopuctu ce Taylor-os mapamerap
00rka, Koju ce nedunuie Ha cieaehn HauuH:

_Ls_Bs

v L 1B, (7.15)

riae ¢y ca Ly u By osmauene myxa u kpaha momnyoca enurice, koja ce no6uja Kao mpecek
cepHe YecTHIlC U PaBHU KoOja je mapajenHa ca KoopauHaTHOM paBHU X0y H Koja mpojasu
Kpo3 Texumte yectuie. [lomyoce enurnice npukazane cy Ha ciaumu 7.16.

A

y

Cauxka 7.16 — IIpecek cepHe yecTuile y TOKY JepopMucama H noJryoce 100ujene
eJuIce

[Tapamerpu koju cy noaenienn y okBupy LB cumynamnuje cy natu y Tadbemu 7.1. Y ckiany ca
HIPUMEPOM H3 JINTEpaType ca KojuM cy nopehena pemema [36,42], mapamerpu cy ogabpanu
TaKo Jla BpPEJHOCT BpeMeHa penakcanyje 7 Oy/e NpubImKHO jeqHaka jeluHUIU. CBH OCTaIH
NoTpeOHU TapamMeTpu Cy U3 (PU3UYKHUX KOHBEPTOBAHH Yy CBOj€ OE3IMMEH3MOHE BPEIHOCTH,
IPUMEHOM TOCTYTIKa KOJH j€ OMKCaH y noriasspy 7.1.

Ta6ena 7.1 — Iloganu 3a LB conBep 3a npumep 1

Ny, 50
u, 0.004
Re 0.025

TokoMm cumynaiuje ce YecTHla MOCTEeNeHo AegopMHuIle, JOK He JOCTUTHE KOHAyaH CTeleH
nedopmarje, Kaua MOYMEE€ POTAIMOHO KpeTame Oko TexumTa. [losse Op3une duymma u
[OJIOXkKa] CONMAAa Y TOM TpPEHYTKY, KaJa BHIIE Hema JofaTHe JedopMalyje 4YecTHIe
NpUKa3aHu cy Ha cauuu /.17, nok cy Ha ciauuu 7.18 mpukasaHe cTpyjHe JHMHHjE, O/aKie ce
jacHO BUM Kako (UIyH] ONCTPYjaBa OKO YECTHIIE KOja pOTUPA OKO CBOj€ OCe.
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Cauxa 7.18 — Ilpumep 1 — CTpyjHe JIuHHje

Bapupamem mnapamerpa G, mobujajy ce pasmuumre Bpemanoctu Taylor-oBor mapamerpa
obmuka D, . Ha cimum 7.19 je mpukasan koHa4HM OOMHMK cepHe yecTule 3a pazmuuuto G .

OO0JIMK KOjU je TprKa3aH UCIIPEKHIaHOM JIMHH]OM je Jo0ujeH mpuMeHoM LB comisepa, 1ok je

Tujana Bykuh 9




JlokTOpcKa aucepTaimja [Tornasse 7

IUTaBOM JIMHHM]OM TMPHKa3aH OOJHK KOjH je Jo0ujeH y nmuteparypu [42] w Kao mTo ce BHIH,
00HjeHO je T0OpOo MOKIIaname.

G=0.0375 G=0.075 G=0.15 G=03

Cauxa 7.19 — Ilpumep 1 — Ilopeheme koHauHor od.1uka cepHe yectune y LB
cumyJianuju (IpBeHa JHHHKja) ca pe3yJraTumMa u3 Jureparype [42] (miaaBa aunuja)

Ha cnumm 7.20 npuka3sana je npomena Taylor-osor mapamerpa o0iinka y TOKy BpeMeHa 3a 4
pazimuute BpenHoctd mapamerpa G. Tauke mpencTaBibajy BpEIHOCTH JOOWjeHE
cumynanujom npuMmeHoM LB conBepa, a nuHHje cy A00HjeHE MPUMEHOM APYTUX METOJA Y
nautepatypu [42]. Bpeme je Ha amjarpamy NpHKa3aHoO Kao OE3IMMEH3HMOHA BEIUYHHA U

U3pavyHaTo je mpuMeHoM Gopmyre:

t, =iter -y (7.16)

r1e je iter TpenytHa urepanuja LB consepa.

05

G =0.0375
G=0.75
G=0.15
G=03

0.0 T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 35

vreme

Cimka 7.20 — IIpumep 1 — [Ipomena Taylor-osor mapamerpa 06JiMKa TOKOM BpeMeHa, 3a
pa3au4uuTe BpeaHocTH napaMmerpa G (myHe JIMHHje MPeICTaB/bajy peliemha 13
auteparype [42], a Tauke pemema LB cumyaanmuje)
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Taxohe, yrao xoju Beha moxyoca enwurce 3akiana ca ocoM X (Buumetu ciuky 7.16) mema ce
TOKOM BpEeMeHa W TOKOM Jedopmaiuje decTuie. BpeaqHocTu oBor yria takohe 3aBuce on
BpeaHocTH mapamerpa G W BHXOBY 3aBUCHOCT Cy ucnutuBaimu Ramanujan u Pozrikidis [18].
Ha cnumm 7.21 cy nopehena muxoBa pemiema ca pesynraTuMa ao0ujeHuM npumeHom LB
coJBepa.

0.25
@ G=005
A G=0.1

0.20 1 B G=02
® G=05

» __e
0.15 1 - A A A A
S
- N

0.10 1

0.05 A

0.00 T T T T T

0 1 2 3 4 5 6

vreme

Cauxka 7.21 - Ilpumep 1 — [Ipomena yriia 3akoliema 4ecTUlle TOKOM BpeMeHa, 3a
pa3iuuuTe BpeaIHOCTH napaMerpa G (myHe JIMHHje NMPeACTaB/bajy pellemha u3
aureparype [18], a Tauke pemersa LB cumynanmje)

Y ucrom pany cy Ramanujan u Pozrikidis [18] pasmatpanu yrunaj ¢duymaa pasmuuure
BHCKO3HOCTH KOjH C€ Halla3W yHyTap dectuie. Haume, onHOC BUCKO3HOCTH (hiIynaa yHyTap U
BaH YeCTHUIIe Koju je nedunucaH jeqHaunHoMm (7.12) Bapupa usmely 5 u 10, xazna je y nuramy
IIPBEHO KPBHO 3pHIIE YPOWEHO Y KPBHY IUIa3My, JOK Y CIIy4ajy KajJa je L{pBEHO KPBHO 3pHIIE
YPOWEHO y CTaHAAp/IHA MEANjyM Yy eKCIIepuMeHTHMa oBaj ogHoc Bapupa u3mehy 0.1 u 1. 3a
pas3IUYHTe BPEIHOCTH Mmapamerpa A, nedopMaiidja yecTuie ce paukyje. Ha ciumm 7.22 je
nprKa3aHa npomeHa Taylor-oor mapamerpa oONHMKa y TOKY BpeMeHa 3a 4 pa3iIHyHTe
BpeaHoctn mapamerpa G, 3a cmyuaj kama je A=0.2, omHOCHO Kaga je BHUCKO3HOCT
yHyTpalmer gaynaa 5 nmyra Mama O]l BUCKO3HOCTH criosbalimer ¢uynna. Mcra npomena je
MpHUKa3aHa Ha cIuIy 7.23, a je caga A =5, 0JJHOCHO BUCKO3HOCT YHYTpaImer Qurynaa je 5
nyta Beha o1 BUCKO3HOCTH crosbammer (payuaa. Tpeba mpuMeTHTH J1a c€ y OBOM CIy4ajy
peuewme ao6ujeHo mpuMeHoM LB wmerome Mmano pasnukyje on peliema JOOHjeHOr Y
autepatypu. To je mocieania YMmbEHUIIE /1a je€ Y OBOM paay y3eT y 003up yTuilaj mpoMmene 4
napamerpa jaedopmariyje, Kao MTO je 00jalllkbeHo Y MOoMIaBiby 3, IOK Cy Y JUTEpaTypH y3era
y 0031p caMo MOBPILIMHCKA Hampe3ama MeMOpaHe.
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0.0 T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 35

vreme

Ciinka 7.22 — llpumep 1 - Ilpomena Taylor-oBor mapamerpa 06.,imKka TOKOM BpeMeHa, 3a
pasiimuuTe BpeaHocTH napamerpa G, A =0.2 (myHe JUHUje NPEACTAB/bAjYy peliemha U3
Juteparype [18], a Tauke pemema LB cumynanuje)

05

00 @ T T T
0 5 10 15 20

vreme

Cimka 7.23 - Ilpumep 1 - [lpomena Taylor-oBor napamerpa 006/1Mka TOKOM BpeMeHa, 3a
pasanyuTe BpeaHocTu napamerpa G, A =5(myHe JUHHje MPeACTaB/bajy peliemnha u3
autepatype [18], a Tauke pemema LB cumynanmuje)

Jla Ou ce GoJbe WIIYCTpOBAO YTHIA] BUCKO3HOCTH YHYyTpallmer ¢guynaa Ha aedopmaiujy
chepHe decThile, Ha M /.24 je MpHKa3aH TPEHYTHU OOJIMK YECTHIlE 3a Ciydaj Kajaa je
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G=0.1, 3a cBe Tpu pa3MaTpaHe BpeaHOCTH mapameTpa A. Bumm ce na je HajBeha
nedopMmaija ocTBapeHa kana je A =5 (nmHHja 1pBeHe 00je), a HajMama kaga je 4 =0.2
(;uaMja aBe 60je), TOK je 3eneHoM 60jom obenexena nedopmaijaza A =1.

Cauxka 7.24 — Ilpumep 1 — Aedpopmanuja yectune 3a G=0.1, 3a pazinuure BpeAHOCTH
KoepuIMjeHTa A LIpBeHA JIMHHja - A =5 ; 3es1eHa quHUja - A =1; nuiaBa JuHUja -
A=0.2

0.30

—— Literatura [42]
0.25 4 e _© @ LB simulacija

0.20 A

0.15 A

D,,

0.10 A

0.05 A @

000 T T T T T T T T T T
00 05 1.0 156 20 25 30 35 40 45 50 55

vreme

Cuauka 7.25 - IIpumep 1 - Ilpomena Taylor-oor napamerpa o006/1mKa TOKOM BpeMeHa, 3a
ciayyaj pacrepehema yecTuie

OHo mTOo je Takohe OWTHO Kama ce pasMarpajy naedopmainuje dYecTuIa Koje Cy
XUMNepeIacTUYHe U Koje ce MOHAIIajy Kao I[pBeHa KpBHA 3pHIIA jeCTe CIOCOOHOCT MOBpAaTKa Yy
MOYETHO CTamke HAKOH MPECTaHKa CHOJhAllllbUX YTHIAja KOjU J0BOJE A0 Achopmucama. Y
autepatypu [42] je OBakBO TMOHAIIame TECTHPAHO YIMpaBO Ha C(EPHO]j YESCTHIM, Koja je
u3NokeHa ytunajy cmuuyher npoduna 6ps3une. [Tocne Hexkor BpeMeHa (y 0e3MUMEH3UOHUM

jemuuuiama, To Bpeme uzHocu ty; =1), ropmu u nomu 3ua HOMeHa mpecrajy aa ce kpehy u

aHaNM3Upa ce TOoHamame decture. [loHoBO ce mpatm mpomena Taylor-oor mapamerpa
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o0nMKa y TOKYy BpeMeHa. Y OBOj cumy’nanuju BpegHocT mapamerpa G wusnocu 0.075, a
Reynlods-oB 6poj u3nocu 0.25. Ha cnuim 7.25 mpukasaHa je oBa MpoMeHa, MPH YEMY CY
pe3yNTaTu U3 JUTEepaType MpHUKa3aHu IMyHOM JIMHUJOM, a Pe3yaTaTu Jo0ujeHn npuMeHom LB
coJiBepa Cy MpHUKa3aHHW LPBEHUM Taukama. Kao mrTo ce Moxe BUACTH, JOOHjEHO je A00po
MOKJIANIAke PeIleha, IITO MOoKa3yje /1a pa3BHjeHH cO(TBEp MOXKe JO0OPO Ja MOJICIHpA U OBaj
BUJI TOHamama Jedopmabminux vectuua. [lociae m3BecHor BpemeHa (y O€3IMMEH3MOHUM

jenuuuiama, To Bpeme msHocu ty; =5), yecruia ce Bpaha y MOTIYHO HMCTO CTambe Kao Ha

MOYETKY CUMYJIAIH]je, IITO j& HIIyCTPOBAHO Ha ciuiy 7.26.

Cauxka 7.26 - IIpumep 1 — dedopmanuja yectune Tokom pacrepehema 3a G=0.075;
nuapa suamja - ty =0; 3enena munuja - t; =1; upsena muuuja - t; =5

7.4.2 Moaenupame NOHANIAKA HPBEHOT KPBHOT 3PHIA MO
aejcreoM cmuuyher npodguiia Op3une

[pBeHo kpBHO 3pHIIE je OMKOHKAaBHOI 00JMKa, IpeyHuka on 6,7 no 7,7 pm, mpocedHe
nebspune ox 1,7 1o 2,5 pm u 3anpemune ox 76 1o 96 fL. O6auk oBux henuja je npunarohen

TaKo Jla OHE MOTYy JIaKO Jia TIpol)y W Kpo3 HajMame KpPBHE Cy/oBe (Kamuiape) 06e3 mpoMeHe
CBOj€ MPBOOUTHE 3alpeMHUHE WM MOBPUIMHE. JeJHAUYUHY KOjOM Ce€ OMHCYje OOJIUK LPBEHOT
KPBHOT 3pHIIa eMIupHjcku cy nedunucanu Evans u Fung [89]:

2 4+ yz _ 2
2 2705 2 2 2 22 (7.17)
S 1 DU G il I PR G G e
2 R, R; R,
IJIe Cy BPEIHOCTH KOHCTAHTH:
R,=3.91Lum; C,=0.207; c,=2.0; C,=-1.123 (7.18)

aca I' je 03HaYCH MOIYIIPEYHHUK IPBEHOT KPBHOT 3pHIIA.
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Mopen 1pBeHOT KPBHOT 3pHIIA KOJH j€ TMCKPETU30BaH Ha TPOYIJIOBE M KOjU je KopuirheH y
cuMynaiyjamMa y OBOM pajay je mpukazaH Ha ciaunu 7.27. Ha uctoj cimuu je mpukaszaH u
MIOTIPEYHH MPECEK SPUTPOIMTA Y paBHU Koja je mapanenHa X0z paBHU M KOja mpoJia3d Kpo3
TEXUIITE KPBHOT 3pHIIA.

Cauka 7.27 — JIlucKkpeTH30BaH Mo/ie]l M MONPEYHH NpeceK HPBEHOT KPBHOT 3pHLA

VY oBoM mpuMepy je JoMeH (uynaa qeuHUCAaH Ha TOTIYHO MCTH HAYMH Kao y IpUMeEpy ca
cdeprom yectuoM (y noriasipy 7.4.1). Ce BpenHOCTH cBUX mapamerapa LB cumynaije cy
ucre. Ha uctu HaumH Kao y mpeTxoaHoM npuMepy AeduHucad je u nmapamerap G u y oBoj
CUMYyJaIju Weroa BpenHoct je m3Hocwia 0.2. M y oBom ciydajy mpaheHa je mpomeHa
Taylor-oBor mapamerpa 00JHMKa TOKOM BpeMeHa M pe3yiaTaTd Ao0ujeHH npumeHoM LB
conBepa cy mopehenn ca pesyaratima Koje cy mybnukoBanu Ramanujan u Pozrikidis [18].
JloOpo mokIaname peniema je T00MjeHO 3a 0JIHOC BUCKO3HOCTH YHYTPAIIET U CIIOJbAIIHHET
bnynna A =1 (WTo je mpuKa3aHo Ha ciumu 7.28), Kao M 32 OJHOC BHCKO3HOCTH A =5 (1ITO
je mpuKasaHo Ha caumm 7.29).

0.8
0.6 -
Z 04
o =
0.2
—— Literatura [18]
@® LB simulacija
00 T T 1§ T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8

vreme

Cinka 7.28 - Tlpumep 2 - [Ipomena Taylor-oBor napamerpa 06,1MKa TOKOM BpeMeHa,
A=1
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0.8

—— Literatura [29]

0.7 1 @ LB simulacija

0.6

0.5

0.4 -

D,

0.3 A

0.2 A

0.1 4

0.0 T T T T T T

vreme

Cinka 7.29 - Ilpumep 2 - Ilpomena Taylor-oBor napamerpa 00/1MKa TOKOM BpeMeHa,
A=5

e 6,20

o/n

0 2 4 6 8 10 12 14 16

vreme

Cauka 7.30 - Ilpumep 2 — [Ipomena yrJia 3aKkoniema HPBEHOT KPBHOT 3PHIA TOKOM
BpPEMEHa, 32 Pa3JM4YUTe BPEIHOCTH NMOYETHOT yIia (IyHe JHHHje NpeacTaB/bajy
peuiema u3 gureparype [18], a Tauke pemema LB cumyaanuje)

[Mopen mpomene obnuka u aedopmaiidje, IPBEHO KPBHO 3pHIE Y OBOM CIy4ajy TOKOM
BpeMeHa 00aBJba U POTAIMOHO KPETAHE OKO CBOjE Oce. Y 3aBUCHOCTH OJ] TIOYETHOT yTIJia KOj!
Beha ,,oiyoca” IpPBEHOT KPBHOT 3pHIIA 3akKjama ca X OCOM, MPOMEHa Yriia poTaiuje ce
pasnukyje. Y cuMmyjanyjama jé OJIHOC BHUCKO3HOCTH YHYTPAIIFEr W CHoJballlikber (iynaa
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MOCTAaBJbEH HA A =5, Kao MITO je peadHH CIy4aj KOoJ LPBEHUX KPBHUX 3pHaIa. Pezynratu
nobujenn nmpuMenoMm LB comBepa cy mopehenu ca pesynratmma u3 auteparype [18] u
J100HjeHO je T0OpOo MOKIIAName pelieka, IMTo ce MoXKe BUaAeTH Ha ciaunu 7.30.

VY TOKy KpeTama LpPBEHMX KPBHHX 3pHama y AoMeHy (ayunaa mox yrtumajeMm cMmudyher
npoduia Op3uHE youaBa ce joul jeaHa rmojasa. L[pBeHO KpBHO 3pHIIE MOXE WIIH J1a POTHPA OKO
cBoje oce Oe3 Behux nedopmanuja (err. tumbling behavior) wnm ma ce pBeHo KpBHO 3pHIIE
HajasM moj oapeheHux yriom, a ja mpuToM MemOpaHa poTHpa oko TexumTa (eHr. tank-
threading behavior), y 3aBucHocTi o1 BpemHoctd T3B. KamuinapHor opoja [90]. Kanunapuu
O0poj Ca ce aeduHHILIE Ka0 OJHOC BUCKO3HOI HAllOHA M HANlOHA KOjU ce jaBJba Ha hemnujckoj
MeMOpaHH, a HanoH Ha hennjckoj MeMOpaHu ce MmoBe3yje ca KOe(UIHjeHTOM €IaCTUYHOCTH
MeMOpaHe.

Ca — Vout}}r
k

S

(7.19)

Kanunapau 0poj je 3ampaBo jeaHaKk Oe3AMMEH3MOHOM Koe(UIMjeHTy cMullakba G KOju je
nedunucan jennaunnom (7.14). Kruger u apyru [90] cy 3akibyuriiu 1a ako je BpeAHOCT OBOT
napaMeTpa HCHOJ| KpPUTHYHE, KpPBHO 3pHIE he poTupatd Oko cBoje oce, 0e3 Behux
nedopMarja, 0K ako je BPEIHOCT OBOT MapaMmeTpa W3HaJa KPpUTHUYHE, OH/Ia he KpBHO 3pHIIE
outn ¢ukcupano, a memOpana he poruparu oko Texumra. Takohe cy W3pauyHamu aa je
kputuaHa BpeaHoctT usmehy 0.2 u 0.3. [Ipomena o6arka KpBHOT 3pHIIa TOKOM BpeMEHa Kaja
je Ca=0.1 npukazana je Ha cnuiy /.31, 1ok je Ha cnuuu /.32 mpukKa3zaHa MpoMeHa o0JIuKa
KPBHOI' 3pHIIa TOKOM BpeMeHa kaza je Ca=0.5. Ha obOe ciuke mnaBa nuHMja O3HA4yaBa
pesyarare koje cy mnobowim Kriger u apyru [90], mok 1pBeHa HCIpeKHIaHa JHHHU]a
IpeJicTaBJba pe3yiTare Koje cy qooujenu npumeHom LB consepa.

Cauka 7.31 - Ilpumep 2 — [IpoMeHna 00.1MKa HPBEHOT KPBHOT 3PHIIA TOKOM BpeMeHa,
kajia je Ca=0.1; maBa JJuHMja — pe3yaratu u3 gurepartype [90]; upBena unuja — LB

cuMyJanmja
t=0 t=5 t=6.25 t=7.5 t=10

Cauxa 7.32 - Ilpumep 2 — [IpoMena 00,1uKa HPBEHOT KPBHOT 3PHIIA TOKOM BpeMeHa,
kaja je Ca=0.5; miaBa quHuja — pe3yiaratu u3 gureparype [90]; upsena qmunuja — LB
cumyJanmja
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CrpyjHe nuHHje 3a 00a pa3maTpaHa cirydaja npukazane cy Ha ciaunu 7.33 (kaga je Ca=0.1) u
Ha cimiy 7.34 (kaga je Ca=0.5).

Cauka 7.34 — Ilpumep 2 — CTpyjHe J1MHHUje 3a ciay4aj kaaa je Ca=0.5

103
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7.4.3 Moaeaupame KpeTama cpepHe YecTHlle Yy NIPAaBOM
KaHaJy

VY oBOM mpuMepy je pa3MarpaHo KpeTame chepHe 4ecTHle Kpo3 MpaBU KaHal, KBaJpaTHOT
HOMPEYHOr mpeceka. [ paHUYHU YCIIOBH Cy MOCTaBJbEHH TaKO Ja Cy Op3WHE Ha 3HI0BHMA
jenHaKe HyJIH, a J1a je Ha yJia3y M U3j1a3y 3a[ara pasjuka IpuTHcaka, Koja JOBOIH 10 KpeTarba
dbnynna. ['eomerpuja momena ¢uynna je mpukazana Ha ciunu /.35, Jly)kuHe nOMeHa y
IpaBIly CBE TP Oce Cy neduuucane Tako na Baxe cnexchu ycmosm: L, =L, u L =2L, .

. L . 1
[Tonynpeynuk cdepHe 4YecTUllEe jeAHAK j€ jJeqHO] YETBPTUHU ULIMPUHE KaHala r:ZLy.

UYecTuiia je mocTaBjbeHa TaKo Ja Ha MOYETKY CHUMYyJalyje Oyae y IeHTpY MpaBor KaHajia, 1ma
L L L

Cy KOOpJIMHATe LIEHTpa jeJHaKe: X, = 7y y Yo = 7" WIS 7y .
y A
L,
=il
- —
~ = p
p+Ap |
—>

z L,

[« >

Cauxka 7.35 - [Ipumep 3 — lllema reomerpuje 1omena payuaa

[Tapamerpu koju cy mojenieHu y okBupy LB cumynanwmje cy natu y Tabenu 7.2 u yckiaheHu
Cy ca MPUMEPOM M3 JINTepaType ca KojuM cy mnopelena peimerma [42]. CBu octanu moTpeOHH
napameTpu Cy u3 (U3MYKAX KOHBEPTOBAHM y CBOje O€3IMMEH3MOHE BPETHOCTH, TPUMEHOM
MOCTYIIKA KOjH je onucaH y noryasiby 7.1. IlocTaBsbeHo je 1a cy BUCKO3HOCTH YHYTpAIIbET U
CrioJpalImker Qiryuaa y 0BOM IpUMeEpY jeaHaKe.

Ha cnumu 7.36 nmpukaszaHo je mosjbe Op3uHe ¢uiyna U MOoJ0Xkaj CONUIa Y JeAHOM TPEHYTKY
cumynanuje nmpuMeHoM LB conBepa, ok je Ha cimiu 7.37 mpuKasaHa NpoMeHa OO0JIMKa
cdepHe yecTHIle TOKOM BpEMEHa, Koja je ynopeheHa ca pesynraruma u3 muteparype [42].
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Tabena 7.2 — Iloganu 3a LB coaBep 3a npumep 3

N, 50
u, 0.02
Re 0.71

Cauka 7.36 — Ilpumep 3 - ITo/be Op3uHe ¢uiyna U TPeHYTHH N0J105Kaj chpepHe YecTHIe

t=0 t=2.5 t=5

Cauxka 7.37 — Ilpumep 3 — [Ipomena o00/1uka cepHe YecTHIIE TOKOM BpeMeHa, Koja je y
LHEHTPY NPaBOr KAaHAJA Yy OYEeTHOM TPEHYTKY; NJIaBa JUHUja — Pe3yJTaTH U3
aureparype [42]; upBeHna Junuja — LB cumynanuja

VY nurepatypu [42] je aHanu3upaHa W MpoMeHa o0NMKa cepHe YecTHIle, YKOJIUKO Ce OHA
noMepu 3a ojJpeheHy Manmy BpeTHOCT Yy OJHOCY Ha IIEHTap NpaBOr KaHaia. PemaTuBHa
MO3UIIHja [IEHTpa YeCTHIIe je AJePuHICaHa Kao:

— LY LY
(v 2 /3] (1.20)
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HapaBHo, y ciydajy koju je mpBO pa3marpaH, cepHa YecTHIa je MOCTaBJbeHa y IICHTap
IpaBor KaHaya, naje y, =0.

Codepna uyectuna je y aureparypu nomepasa 3a y, =0.063 u y, =0.13. Cumynanuje ca

MIOMEPEHOM YECTUIIOM Cy ypaheHe u npumenoM LB conBepa u 1o6ujeHo je 100po MoKIIaname
peliema, Kao mTo ce MOKe BUACTH Ha ciukama /.38 u 7.39.

O D D

t=0 t=2.5 t=5

Cauxa 7.38 - Ilpumep 3 — IIpomena od.1uka cepHe YecTHIIE TOKOM BpeMeHa, Koja je y
MOYEeTHOM TPEHYTKY NoMepeHa 3a y, =0.063; IUIaBa JIMHUja — Pe3yJITATH U3

aurteparype [42]; upBena aunuja — LB cumynanuja

OV D

t=2.5 t=5

Cauxka 7.39 - IIpumep 3 — [Ipomena o001mka cepHe HYecTHIe TOKOM BpeMeHa, Koja je 'y
MO0YeTHOM TPEHYTKY NoMepeHa 3a y, =0.13; IU1aBa JIMHHja — pe3yJITaTH U3 JIUTepaType

[42]; upBena uHuja — LB cumyianuja

7.4.4 Moaenupame KpeTamba IPBEHOT KPBHOT 3pHLA Y
NMPaBoOM KaHAJy

Kperame 1pBEeHOr KpPBHOT 3pHIIA y MPABOM KaHAIy je MojaenupaHo y yquteparypu [91]. V
OBOM MpUMEpYy Cy 3aJaTh HMJEHTUYHH TPAaHUYHHU YCIOBM HITO ce QuiyHja THYe Kao U Y
npumepy 7.4.3, ¢ THM IITO je OBJE 3a/1aTa neT myTa Beha BUCKO3HOCT (iyna yHyTap KpBHOT
3pHLA, Kao IITO je ciay4yaj U y peasHuM ycinoBuma. C o03upoMm 1a je y mpumepy Koju je
oOpahen y mureparypu 3amaT npeyHuK kaHaia 104m u mMakcumanHa Op3uHa (iayuaa Ha
yaasy 0.5mm/s, uctu ycioBHu cy 3agatu 1y LB cumynanuju. Cumynanuje cy CpoBeieHe 3a

JIBa pa3jIM4yUTa MOYETHA MOJ0Xaja KpBHOT 3pHUA. IIpBU moj0Xkaj je Kaga je KpBHO 3pHIE
MOCTaBJHEHO BEPTUKAIIHO, OJJHOCHO TAaKO Ja je yrao u3Mel)y Hajayke oce KpBHOT 3pHIA U X
oce jenHak 90 crenenu, a Ipyru MOJI0XKaj je KaJa je OBaj yrao jenHak 45 creneHu.

Ha ciumm 7.40 je mpukasaHo moske (hyna v 1mojioXkaj KpBHOT 3pHIA y TOKY CHMYJIalnje, 3a
NpBA TIOMEHYTH TI0J0Xaj, JOK je Ha ciumu /.41 mpukazaHo mosbe (uyuaa y TOKY
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CUMyJIalvje, 3a Apyru monoxaj. [Ipomena oGnwka 1pBEHOT KPBHOT 3pHIIA TOKOM BpEMEHa
Koja je mobujena mpumeHom LB comBepa y oba cimyuaja ymopehena je ca pesyinratuma w3

JIUTEepaType U noOujeHa cy no0pa mokianama pellemka, Kao MTo ce BUIU Ha ciiukama /.42 u
7.43.

Cauxa 7.40 - Ilpumep 4 - [lo/be Op3uHe ¢uiyn1a ¥ TPEHYTHH N0J105Kaj KPBHOT 3pHIA —
IIpBu cayuaj

Cauxa 7.41 - Ilpumep 4 - [lo/be Op3uHe ¢uiyn1a ¥ TPEHYTHH MO0J10KAaj KPBHOT 3pHIA —
JApyru cayuaj
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3 o
.

.
o

t=0 t=6 ms t=12 ms t=18 ms

Cauka 7.42 - lIpumep 4 — IIpomena 06,1uKa KPBHOT 3pHIIAa TOKOM BpeMeHa — [IpBu
cJIy4aj; njiaBa JIMHUja — pe3yJraTu u3 Jureparype [91]; upBena nunuja — LB
cuMyJianmja

N

t=0 t=6 ms t=12 ms t=18 ms

Cauka 7.43 - Ilpumep 4 — [Ipomena 00/1Mka KPBHOT 3pHLIA TOKOM BpeMeHa — J{pyru
cJIy4aj; njiaBa JIMHUja — pe3yJTaTu u3 Jureparype [91]; upBena nunuja — LB
CUMYyJIanMja

7.4.5 Mopenupame KpeTama cpepHe YecTHIE KPO3 apTepujy
ca CcyKembeM

ATepockiiepo3a je TporpecuBHa OoJiecT apTepHja KOjy KapaKTepHINe CKYIUbAme JTHIHJA,
XoJIecTeposia, Kannujyma u henmmjckux enemMeHaTa yHyTap 3uza KpBHOr cyzaa. OBaj mporiec
y3pOKyje TOjaBy IUIaka, MPOMEHY IIONPEYHOr Tpeceka KPBHOT CyJa, LITO JOBOAU IO
nopemehaja mporoka kpBu. Paznmmka m3mel)y msriena HopMmaiHe apTepuje W apTepuje ca
CTEHO30M IpHKa3aHa je Ha ciuiu /.44, YipaBo 300r 1ojase 1mjiaka, HeKH KPBHU CYJ0BU MOT'Y
OWTH 3HATHO CY)XKEHH Y OJHOCY Ha CBOj TOYETHH NPEYHUK, Ma je MPWIMKOM IpoJiacKa
YecTuIla Kpo3 OBakaB KPBHH CyJl TOTPEOHO J1a ce YeCTHUIle NOJATHO JedopMHIIy. YIpaBo
300r TOra je jemaH OBaKaB NPHMEpP pa3MaTpaH M MOJCIHMPAHO je TOHAIIamke YeCTUIe Kajaa
IPOJIa3H KPO3 CyXKEHeE.
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Aprepuja
ca CTeHO30M

- ITnax

Hopmanna
aprepuja ‘
Crpyjame _
KpBH

Cauka 7.44 — lllemaTcKku NpUKa3 HOPMAJHe U apTepHje ca CTEeHO30M

Y oBom npumepy he Oute MomenMpaHO KpeTame cCPEepHE YeCTUIe KpO3 jeJHY apTepHujy ca
creno3oM. lllemarcku nmpuka3s reomerpuje JoMeHa (payuaa nat je Ha ciuuy /.45, npu yemy je
KPBHH CyJ KPYXKHOT IMONPEYHOr TIpeceka. J[y)xnHe IOMeHa y TpaBIly CBE TpU OCe Cy
nepunucane tako na Baxe cnenehu ycnosu: L,o=L, m L, =3L,. Cdhepna uecruua je

2L
IMOCTaBJb€HA TAaKO Jia Cy Ha MNOYCTKY CHUMYJIAIM]€ KOOpAWHATE LCHTpa JEAHAKE!: XC = ?y’

yc:7

I'pannunm yciioB je neuHUCAH Tako Ja Cy Op3WHE Ha 3M0BHMMA jelHAKE HYJIH, & OYCTHU
YCIIOB je 3a/1aT Kao mapadoauyau nmpodui Op3nHe Ha yiasy.

2o = ?y [Ipeunnk vectune je 1.2 myra Behu ox mpedHUKa CyKema KPBHOT CyZa.

[TapameTpu koju cy noaeuienu y oksupy LB cumynanuje cy naru y tabenu 7.3. IloctaBibeHo
je J1a cy BUCKO3HOCTH YHYTPAIIET U COJballlber (hIynaa y OBOM MpUMEPY jeTHAKeE.

Tabena 7.3 — [logamnu 3a LB coaBep 3a npumep 5

Ny, 50
u, 0.01
Re 1
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L

z

0.25L,

0.5L,
L

0.25 L, 0.25 L, 0.125 L,

L

X

Cauka 7.45 — Ilpumep S — lllema reomeTpuje 1oMmeHna guiynaa

Ha ciuiu 7.46 npukasaHo je nosee Op3uHe ¢uiynia ¥ 1oj0Xkaj coylnia y HOYETHOM TPEHYTKY
cumynanuje npumeHom LB conBepa, 10k je Ha ciaunu /.47 npuka3aHo MoJbe MPUTHUCKA Takohe
y IMIOYETHOM TPEHYTKY CUMYJIaluje.

Cauka 7.46 — Ilpumep 5 - Tlosbe 6p3uHe iiynaa U MOYETHHU NMOJI0KAj chepHE YecTHIle

Camnka 7.47 - llpumep 5 - Ilosbe npuTHcKa (urynia U NOYETHH MOJ10Kaj cepHe yecTHIIE
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Liu u apyru [26] cy cumysmpanu oBaj mpuMep MPUMEHOM METOJC KOHAYHHX elieMeHATa U
onpehena je mpomeHa maja MpUTUCKA W3Mel)y yiia3a M M3lia3a TOKOM Tpajama CUMYJaIyje.
Uctu mag mputucka je oapehen u y LB cumynanujama u pobujeHo je 1o0po mokianame
peliema, Kao mTo ce MOKe BUACTH Ha ciunu 7.48.

4000

3500

3000

2500 -

2000 A

Pritisak [Pa]

1500 -

1000 -

— Literatura [26]

500 @ LB simulacija

0 T T T T T
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6

Vreme [s]

Cauxa 7.48 — Ilpumep S — Ilopeheme npomeHe naja NPUTHCKA TOKOM BpeMeHa
nodujene npumenom LB conBepa ca pesyaraTuma u3 aureparype [26]

[Iponec nedopmaiuje yecTuile TOKOM BpeMeHa MNpuKa3aH je Ha ciauuu /.49. Ilpuwinkom
mpoJjacka Kpo3 CYXKerme, YeCTHI[a MOopa 3Ha4ajHO Ja TIPOMEHH CBOj OOJIMK, ¢ 003UPOM Ja je
NPEYHUK CY)KEHOT KPBHOT Cy/la MamH OJ] IpeuHHKa yectuie. HakoH mponacka Kpo3 Cyxkeme,
yectuna ce Bpaha y oONHMK CIIMYaH MOYETHOM, C THUM HITO HETOCPEIHO TOCIe M3JIacKa uMa

00K mamo0pana, ca yBy4eHHM JIEIIOM OJIMKe CPEIMHU, KOjH ce KacHHWje mocTerneHo Bpaha y
MIOYETHU OOJIHK.

t=0.1s
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t=0.3s
t =04s
t = 0.45s
t=0.5s
Tujana Bykuh 112 .




JloKTOpCKa aucepTanyja

TTormassbe 7

t=0.6s

t=0.7s

t=1.25s

Cauxka 7.49 — IIpumep 5 - CumyJanuja npojacka cepHe yecTHIe KPo3 apTepHjy ca

CTCHO30M
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7.4.6 Moaenupame KpeTamba PBEHOT KPBHOT 3pHLA U
KaHuep hesaunje Kpo3 MUKPOIYHTHU YHII 32
cenapamujy

[Ipoy4aBame qrHAMUKE MUKPO(MIyHaa MOYENO je jOoIl 0CaMICCETHX T'OJMHA MPOILIOT BEeKa.
On Tana, mpuMeHa ypehaja koju mpoydaBajy rnoHamame (Gaynaa Ha MUKPOCKOTICKOM HUBOY je
3HavajHo mnpommpeHa [92]. Tlocmenwux roauHa mnodenn cy jnga ce uspalyjy T3B.
mukpodyuaau yunosu (enr. microfluidic chip). OBaksu ypehaju ce npumemyjy y MHOTUM
obractuMa, ipe cBera MoJIeKysIapHe OHOJIOTH]je 3a aHAU3Y pa3induTux ocoouna hemuja [93].
Komnjyrepcke cumynamnuje Mory na Oyay o Benuke HOMOhM y TOKY IpOjeKTOBama
MUKPO(QIYHIHUX YUIIOBA, jep MOTY Jla CMame BpeMe IPOjeKTOBama U IeHY, MOIITO Ce CBE
aHanmu3e Moryher moHamama henmuja MOTY KOMITJYTEPCKH MPEIBUACTH M aHAIM3HPATH TpPe
peanHux ekcrepuMeHata. [IpuMEHOM HYMEpUYKUX MOjelia, Kao INTO je MOJEN KOju je
NPEJICTaBJbEH y OBOM pajy, Moryhe je MOAeIMpaTH KpeTame Pa3IMYuTUX oOjekara 4uje ce
MOHAMIAKE TIPATH Y OKBUPY MUKPOQIIYHIHOT YHIIa, KA0 HITO je Ha mpuMep npaheme KpeTama
KpBHUX henuja Kpo3 KpB, KpeTama OakTepuja Kpo3 BOAY, APYTUX MHKpOOpraHH3ama y
TEYHOCTH M ciaudHO. Kako je Tema OBOT pajga NpUMEHa HYMEPUYKUX CHMYJaluja y
OMOMEIMITMHCKOM HWH)KEEPUHTY, y HacTaBKy he OWTH NpUKa3aHO Kako c€ pPa3BHjeHU
HYMEPUYKH MOJIENl MOXKE NPUMEHHTH Ha aHaIM3y MHUKPO(IYHWIHOT YHIa 3a cenapaiujy
kaHuep henmja.

Kannep je tum Gonectu Koja ce KapakTepHile HEeKOHTposmcanuM nosehameM Opoja henuja,
KOje BPEMEHOM IOYMBbY Jia Ce IIUpe M y OKojHa TKuBa. Takohe, ompehenu Opoj kanuep
henuja, T3B. mupkynumyhe hemuje tymopa (enr. circulating tumour cells) ce oaBajajy on
IpUMapHOT TyMOpa, JOCIEBajy Y KPB M Ha Taj HAYWH Jajbeé HACTaBJbajy Jia Cce HIMpE IO
OpraHu3My M Jla MeTacTa3upajy y ApPYyruM oprasuma. Yak M ako ce NpuUMapHU TyMOp
oJicTpaHu, oOBe hemmje ocrajy y opranusmy. [upkymumyhe henuje Tymopa ce mory
UIEeHTU(UKOBATH Y KPBU MallMjeHTa y3UMameM y3opka. JlomaTHa OMONOIIKa aHaIn3a OBUX
henuja Mo’ke 3HaAYajHO Ja JAONpPUHECE JIAKIIEM JUjarHOCTUKOBambYy OO0JIECTH, alld H
onpehuBamy anexkBaTHe Tepanuje crneuruuHo mpuiaroheHe M MauujeHTy U TUIY Tymopa.
Mehytum, oBe henmje ce jako peTKO jaBibajy — Yy IMPOCEKY C€ jaBJba jeJHa MUpKyauiryha
henuja Tymopa Ha 5-10 MuIMOHa IPBEHMX KpBHHUX 3pHama. 300r Tora je mnoTpeOHO
NPUMEHUTH HEKY CaBpEMEHH]y METO/1y 3a U30J1all]y OBUX henuja u3 KpBHOT y30pKa, uMajyhu
IPUTOM y BUJIYy KapakTepuUcTHKe henmuja. Y OBY CBpXY ce NMPUMEY]Y NPETXOAHO MOMEHYTH
MUKpOQIYHIHU YUIIOBH, Y KOjUMa ce o0aBsba cenapanyja henuja. Ha cium 7.50 je mpukasan
MHUKPOCKOTICKH CHUMAK jeTHOT OBAaKBOT MUKPOMIYHIHOT YrIia. MUKpOQIIyHTHI YU 3aIPaBO
npeJcTaB/ba jeJJHYy MUHHUJaTYpHY KOMOpY, KOja je MCIIpeceliaHa mperpanama, uzMely kojux
CTpyju KpB. Jenna moryhHocT je Aa ce y OKBUPY MUKPOGIYUIHOT YHIa MOCTaBe Mperpaje
KOj€ Cy TIPEeKpUBEHE aHTUTENIMMa, Koje he ja mpupiaue kaHiep henmuje u na ux 3aapxKaBajy
[94]. dpyra moryhHocT je nma ce y OKBUPY MHKpPO(DIYHIHOT YHIa MOCTaBe (UKCHpaHEe
mperpaje Ha Ta4yHo yTBpheHOM pacTojamy, Koje he ma o0e30ene Quiarpaivjy Ha OCHOBY
senmunHe henuja [95,96]. Y nacraBky he OuTH Jajbe aHATM3UPaH OBAj APYTH IPUCTYIL.
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SOum 0008 33

Cauxka 7.50 — MHKPOCKONCKH CHUMAK MUKpodynaHor ynna [94]

Bapupamem pasmaka usmel)y mperpazna y uumy, nmoctuxe ce jaa oapehene hemumje mpoby
u3Melyy nperpana, a aa ce npyre 3azapxke. Haume, nupkynumyhe henuje tymopa cy Behe u
yBpmthe o HPBEHMX KPBHHUX 3pHANa, a Mame O]l OenmuxX KpBHUX 3pHamna. [lpumenom aBa
pasnnuuta ¢uarepa, moryhe je Hajupe u3aBojutu HajBehe henmje (OGenma kpBHa 3pHLA), a
3aTUM OHE HajMame M BeoMma jaedopmabuiHe (LpBeHa KpBHA 3pHLA). Jla Ou ce oxpenuo
HAjTIOBOJBHUjU pa3Mak u3mely pukcupanux mperpana, Hajiaakmie je MPHIMKOM IPOjeKTOBAba
MHUKPO(QIYHIHOT YUMa NMPUMEHUTH HyMEpUUKe cuMmyiauuje. BUTHO je TayHO M Mperu3HO
OJIPEIUTH OBO pacTojame Jla Ou ce mocTurao mro Behu npoueHat 3aapkaHux kaHuep henuja.

Hymepuuku Mozen koju je TeMa OBOT pajia pasMmarpa crpyjame (iaynaa Ha MUKPOCKOIICKOM
HUBOY M MOJIEJIMpa MOHAIIalke MOojeJMHAaYHUX henMja y OKBHpY KpBHE IUIa3Me, Ila Ce MOXKe
BEOMa YCIEIIHO TPUMEHUTH Yy OBOM CITy4ajy.

Kapakrepuctuke nupkyaumyhux hemwja Tymopa ce HapaBHO DPasiiMKyjy y 3aBHCHOCTH O]
TUTIA TyMOpa. Y OBOM CITydajy je MOJEIMpaHO TOHAame jeqHe henuje kaHiepa aojke. Y
JUTEpaTypu Cy CIOPOBEACHH EKCIIEPUMEHTH 3a yTBphHBame KapaKTepUCTHKAa OBOT THUIIA
henuje [97,98]. o yrnmeny Ha pan o0jaBibeH y auteparypu [99], jenHe uctpaxkuBauke rpyre
Koja ce 0aBH yImpaBo UCTPAKUBAKBUMA Y OBOj O0JIACTH U aHATTU30M MHUKPOQIYUIHUX YUTIOBA
3a cemapanujy Kauiep hemmja, y oBoM paay cy KopuinheHe HCTe€ KapaKTepUCTHKE KaHIEp
henuja. ¥V Tabenu 7.4 nmpukaszaHe Cy BpeJHOCTH MTapaMeTapa Koje cy KopuliheHe y OBOM paiy.
C o03upoM J1a KapaKTepUCTHKE KaHIEp henwja HHUCY TOJNWMKO HWCIUTHUBAaHE Kao
KapaKkTEepUCTHKE EPUTPOIMTa, HHje mo3Hato na ju ce Skalak-oB momen memOpane Moske
NPUMEHUTH W Ha OBaj Tun henmja. 300r Tora je y OBOM WIpHMEpPY 3a MOJCIIHpamE
MOBPIIUHCKOT Hallpe3ama KaHiep henmje kopuiheH jeTHOCTaBHUjH MOJEI, MPEICTaBIbeH Y
noriasby 3.1, ymMecro mMonenupama IPUMEHOM METOJle KOHAauHUX eneMeHaTta. Takobe, 3a
pa3NMKy O] IPBEHOT KPBHOT 3pHIIA, KOje je OMKOHKaBHOT 00JMKa, KaHiep henuja je chepHoOr
obmuka. [Ipeunuk kanuep henuje je aBa myta Behu o mpeyHHKa MPBEHOT KPBHOT 3PHIIA.
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Tabena 7.4 - BpegnocTu napamerapa 3a kanuep heaujy nojke

[Tapamerap | Bpeanoct

KY 14.5 pNzm™

KA 0.48 pNzm™

KA 0.48-10" pNzm™
K® 0.29-10" pNgm™
KS 1.4375-10" pNzm™

[llemaTcku mpuka3 reomerpuje AoMeHa Quyuaa aar je Ha caumu /.51. JlyxuHe nomeHa y
IpaBIy CBE TPU Oce Cy NeduHucane Tako na Baxe cnenehu ycnosn: L, =L, n L, =3L,. U

KaHuep henmja (MonenupaHa Kao cdepHa YecTHIa), Ka0 W LPBEHO KPBHO 3pHIE CYy Ha

2L
NOYETKYy CHUMYyJalfja MOCTAaB/bEHW TAaKO Jia Cy KOOPAMHATE LEHTpa jeHaKe: X, = ?y ;
L, L, : :
Yo = > VI = > [Ipeunuk npBeHor kpBHOT 3pHIA je 1.35 myra Behu o pacrojama usmehy

duKcupaHUX IMperpeka, JOK je MpeuyHuK KaHuep hemuje, kao mro je Beh momenyro, 2 myra
BehM oJ1 MpevHuKa IPBEHOT KPBHOT 3pHIA. [ paHUYHM ycIIOB je AeuHUCaH Tako Ja ¢y Op3uHe
Ha 3UJI0BHMa jeJHaKe HYJIH, a TIOYETHH YCJIOB j€ 3a/1aT Kao pa3iiuKa MpUTHcaKa nu3Mely yrnasa
1 HU37a3a.

[Tapametpu koju cy noaeuienu y oksupy LB cumynanuje cy gatu y tabenu 7.5. [loctaBsbeHO
je la cy BHUCKO3HOCTH YHYTpAIEer M cHojballmer ¢uiyuga 3a KaHuep heiawjy y oBom
NpUMepy jeAHaKe, JIOK je 3a CiIydaj LPBEHOI KPBHOT 3pHIA MOCTaBJBEHO J1a j€ BUCKO3HOCT
yHyTpalmer (gayuaa net myra Beha oJ1 BUCKO3HOCTH CIIOJbAIIbEr QIIynaa.

Ta6ena 7.5 — [logauu 3a LB coaBep 3a npumep 6

Ny 50
u, 0.01
Re 1
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Cauka 7.51 - Ilpumep 6 — Lllema reomerpuje 1oMmena guyunia

Ha cinumm 7.52 npukasano je nosbe Op3uHe (aynaa U 1mosioxaj kaHuep henuje y nouyeTHOM
TPEHYTKY cuMyjamnuje mpuMeHoMm LB conBepa, nok je Ha cimumu 7.53 mpukasaHo 10Jbe
MIPUTHCKA U TTOJIOXKA] IIPBEHOT KPBHOT 3pHIIA TaKOhe Yy MOYETHOM TPEHYTKY CUMYJIAIHje.

Cauxka 7.52 - IIpumep 6 - Ilosbe 6p3uHe pirynaa U NOYETHH NMOJI0Kaj KaHuep henuje
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Cauxa 7.53 - Ilpumep 6 - [lo/be npuTHCKa (PiIyH/Aa U NOYETHH I10J102KA] LPBEHOT KPBHOT
3pHUa

[Ipouec nmedopmanuje chepHe vecTuile, OMHOCHO KaHiep hemuje, mociie oapeheHor Opoja
uTepallrja npukasad je Ha ciaunu 7.54. Kao mro ce Buau, oBa henvja HemMa 10BOJbHO BEIIUKY
crocoOHOCT nedopMarije, Tako Ja OCTaje 3arjiaBjbeHa y MpoJiasy M HE MOXe Ja mpohe
u3Mel)y nBe mperpaze. 3a pasiiuKy Of] e, IPBEHO KPBHO 3pHIE je BeoMa JedopMaOMIIHO U
JaKo mpoja3u u3Mehy mperpajaa, kao IITO ¢ BUIU Ha CIMLU /.55, T je MPUKa3aHO HEroBo
KpeTame KPo3 MUKPO(IIyHTHH YUI. YTIPaBO OBO M jeCTe IMJb, Ja IPBEHA KPBHA 3pHIIA IPOhy
u3Mel)y nperpazaa, a ga xaniep henuje ocraHy 3ariiaBjbe€He W Jla C€ Ha Taj HAYUH W3BPIIU
JKeJheHa cerapariyja.

nociie 1000 ureparnuja
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nocne 7000 ureparnuja

Ciamka 7.54 - llpumep 6 - Cumyaauuja nposacka kanuep heauje kpo3 MukpogayniHu

YHUII
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nociie 6000 uteparyja
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nocie 8000 urepauuja

Cuamnka 7.55 - [Ipumep 6 - Cumyiaumja nposiacka HpBeHOT KPBHOT 3PHIIA KPO3
MHUKPOGIyHIHH YUIT
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8 Ilopeheme penmier-a HyMepUYKUX CUMYJIalMja ca
eKCIePUMEHTAJHUM pe3yJTaTuma

VY oBoMm mornaBiby he OMTH MpUKa3zaHo nopeheme pe3ynTara KOju ¢y J100HjeHH HyMEPUIKUM
cuMmyIanujama npumMeHoMm LB conBepa ca excriepuMeHTaTHUM pesyiataruMa. CBH MapaMeTpu
cumynanja he OWTH MOJEHICHW TAaKO Ja Yy MOTIIYHOCTH OATOBapajy ycCIOBUMa KOjU CYy
nepuHucaHn y excriepuMeHTrMa. Kpo3 oBe mpumepe he OuT oKa3zaHO Ja ce pa3BUjeHa
HyMEpHUYKa METOJa W pa3BUjeHH COPTBEp MOTYy YCICIIHO KOPHCTUTH 3a MOJICIUPAbe
peanHux nmpobiieMa y OMOMETUITMHCKOM HHKCHCPHHTY.

Hajnpe he OuTn aHamm3mpaHo KpeTame HPBEHHX KPBHUX 3pHAIa KPO3 CTAKIEHY IIEB, IITO
Ipe/CTaB/ba jelaH MpUMEp CKCIIEpUMEHTa KOjU je CHpoBeleH IN-Vitro, y TOTIyHO
nabopatopujckum ycinoBuMma. [lorom he OuT aHanm3upaHo KpeTame HPBEHUX KPBHUX 3pHAIa
Kpo3 Oudypkanujy namona, Koja je nu3BaleHa U3 Tena maioBa U Jp>KaHa je y oAroBapajyhum
naboparopujckuMm yciaoBuma. OBO TMpejacTaB/ba jellaH MpHUMEp EeKCIIepUMEHTa KOju je
CIIPOBEJICH €X-VIVO, y YCIIOBHMA KOjU Cy BPJIO CIMYHH YCIOBMMa y pealHOM opranu3zmy. Ha
Kpajy he OMTH cnipoBe/ieHA aHAlM3a KpeTama IPBEHUX KPBHUX 3pHAIA KPO3 CIUIET PEIMHHUX
BEHA y JXKMBOj 3e¢0pa pubH, IITO MPEACTaBba jeJlaH EKCIePUMEHT IN-VIVO, Tae je mocMarpaH
IPOTOK KPBU KPO3 pealiaH OpraHu3aM y pealHOM BPEMEHY.

8.1 Kperame HpBeHUX KPBHUX 3pHALIA KPO3 CTAKJIEHY II€B
IN-Vvitro

OsBaj ekcriepuMeHT cy crpoBenn Secomb u apyru [100] u y okBUpY OBOr eKCIiepHMEHTa
nocMaTpalid Cy TIOHAIIAmke JhYACKUX LPBEHUX KPBHUX 3pHAIa yHYTap CTaKJICHE IIECBU.
[Tpeunuk crakneHe uesu je 7 pm. Lleo mpoiec je HapaBHO MOCMAaTpaH MOJ MHKPOCKOIIOM.
KpB je y3era on BojoHTEpa, CIIpOBEIECHE CYy OJAroBapajyhe mporeaype MmoueTHe MpUIpemMe
KpBHUX henuja, kao mTo je objammeHo y gureparypu [100] u moTom je kpB mymitaHa U3
IMpe IEeBU y MOMEHYTYy IeB IMpeyHHKa 7 M, Tako Ja jé Ha KpajeBUMa LIEBU IIOCTOjao

¢dbukcupaH najJ NpUTHUCKAa M Tako JAa je Op3nHa IPBEHMX KPBHUX 3pHala Omia mpuOIMKHO
jemHaka 1mmy/s.

Ha cnumm 8.1 mpukasaH je MUKPOCKOTICKM CHHUMAaK Ipojacka IPBEHUX KPBHUX 3pHaIla Kpo3
CTaKJICHY II€B, IIPH YeMy Ce MPOTOK JelaBa ca jieBa Ha aecHo. OBU pe3ynaTaT cy MEpOAdaBHU
¥ 3aTO IITO je AJOOW]jEeH M3TJIEe] KOJH j& BPJIO CIIMYaH PEeaTHOM, IIITO C€ MOXKE BHJICTH HA CIUIIH
8.2. Ha oBoj ciumm je mpuKa3aH MHKPOCKOIICKA CHMMAaK IMPOTOKAa KPBH KPO3 KPBHU CY
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narnoBa. [IpoTok ce m oBjae nemaBa ca jeBa Ha necHo. OBa ciauka je nH0OHjeHAa Yy OKBHPY
eKCIIepUMEHTa KOju ¢y cripoBenu Pries u Secomb [9].

Cinka 8.1 — MMKPOCKOIICKH CHUMAK MP0JIacKa IPBEeHNX KPBHUX 3pHAIA KPO3
crakJjieny mes [9]

—
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Cianka 8.2 — MHKPOCKOIICKH CHUMAK CTPYyjalkba KPBH KP03 KPBHH cya namosa [9]

Tpu pasnuuure cuMynamyje Cy crnpoBeaeHe npuMeHoM LB comBepa, ca pasnmuautum
NOYETHUM TI0JI0XKajeM IPBEHOT KPBHOT 3pHIA. CBH YCIOBH Cy 33JaTH Ha MJICHTUYaH HAYWH
Kao y eKCIIEPUMEHTY — BUCKO3HOCT KpBHE ILIasMe je mocTasibena na v =0,018 cm?/s, y
ckiany ca [101]; 3angara je makcumanHa Op3uHa Ha ynaszy oJ 1 mmy/s; IIUpa CTakJeHa LeB je
Ha MOYETKY NpedHuKa 14 4m, a MoTOM ce Cy)XKaBa J0 eKCIIePUMEHTOM (pUKCHpaHHX 7 gm.
[IpeyHuK 1PBEHOT KPBHOT 3pHIA je 8 4m. Y MpBOj CUMYJANHjH j€ KPBHO 3PHIIE TOCTABJHEHO
Ha CpeQUHYy LIeBH, Yy ApYroj je moMepeno 3a 0.54m Ha rope, 10k je y Tpehoj momepeHo 3a
1um Ha rope. Kako ce kpBHO 3pHIIe Kpehe Kpo3 IeB, OHO IOCTENIEHO Mea OOJIMK, TaKo Ja

1ocTaje KOHBEKCHO Ha TIOYETHOM JIelTy, a KOHKaBHO Ha 3almeM aeny. Takohe, one hemmje
KOje Y MOYETHOM TPEHYTKY HHCY OWie IMOCTaBJbeHE Yy LEHTPY ILEBH, BPEMEHOM Cy J00uIIe
acUMeTpUYaH 00JIMK, N3Ty’KEH Ha OHOj CTpaHU Koja je ommke 3uny. Ha cimmm 8.3 cy ymopeno
NpUKa3aHu OOJMIM KPBHOT 3pHIIA KOjH Cy JOOHMjeHH HYMEPUYKOM CHMYJIAlHjoM IPUMEHOM
LB conBepa u o0auIM KOjU Cy JOOMjeHM EKCHEPUMEHTOM, y cBa TpH ciydaja. O6iuiu
MOOWjeH! CUMYJIAIMjOM Ce MOKJIAnajy ca OOIHUIIMMa KOjU Cy JOOUj€HU eKCIIEPUMEHTOM.
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Cauka 8.3 — Ynopeauu npuka3s 00/J1MKa HPBEHOT KPBHOT 3PHIA 100MjeHHX HYMEPHYKOM

cuMyJanujoM npumenoMm LB conBepa (cimke j1eBo) M eKcriepuMeHTOM (CJIMKe /1eCHO);
pesIaTMBHA MOYeTHA MO3UIMja KPBHOT 3PHIA Y O/IHOCY HA LIEHTApP CTaKJ/eHe LIeBH 010310

na goae - Y, =0 ; y,=05um; y,=1um

Ha cnunu 8.4 npukasano je nosee npuTHcKa 100ujeHo npuMeHoM LB conBepa, kao u Kpajmbu
M0JIO’KA] LPBEHOT KPBHOT 3pHIIA KOje je y TMOYETKY IOCTAaBJhEHO Ha CpeauHy IieBu. Ha
cimkama 8.5 u 8.6 mpukazano je mosee Op3uHe nobujeHo mpumenoMm LB comBepa, xao u
KpajibH 10JI0%a] LPBEHOI KPBHOTI 3pHIIA KOj€ je y MOYETKY TOMEPEHO Y OHOCY Ha CPEIUHY
uesu 3a 0.54m u 1pm, pECIEKTUBHO.

Cauxka 8.4 — o/be mpuTHCcKAa (JIYHAA M KPAjHH-H M0JI0KA] HPBEHOT KPBHOT 3PHIA Koje je
Yy NOY€THOM TPEHYTKY MOCTAB/bEHO HA CPEAUHY CTAKJIEHE I[€BU
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Cauka 8.5 - Tlosbe Op3uHe (IyH1a U KPajib1 M0J10:Kaj IPBEHOT KPBHOT 3pPHLIA Koje je y
M0YeTHOM TPEeHYTKY nmoMepeHo 3a 0.5,m y ogHOCY HA cpeIMHY CTaKJIeHe LeBU

Cauka 8.6 - [lo/be Op3uHe Guiynaa U KpajibH M0JI0Kaj IPBEHOT KPBHOT 3pHIIA Koje je y
NM04YeTHOM TPEHYTKY NOMepeHo 3a 1,/M y 0IHOCY Ha CPeHHY CTaK/IeHe LeBH

8.2 Kperame pBeHHX KPBHUX 3PHAIA KPO3 KAPOTHIHY
oudypkanujy mamona ex-vivo

OBaj eKkCIieprMEHT Cy, Ka0 W MPETXOHH, CrpoBean Secomb u apyru [9], ¢ Tum miTo je oBaj
eKCIIepUMEHT U3BONeH eX-ViVO Ha nanoBuma. M3 Tena mamosa je u3BaljeH jeo abgoMeHa, Koju
j€ TOTOM JIpKaH y OAroBapajyhum ycioBHMa U KPB j€ MUPKYJIUcaAIa Kpo3 apTepuje y OKBUPY
TOT CETMEHTA, a MPOTOK KPBH j&é CHUMAaH TaKo Jia Cy J00MjeHU BUI€0 CHUMLHU U GoTorpaduje.
JleTasbil 1ETOKYIHOT EKCIePUMEHTAIHOT IMOCTyNKa omucaHu cy y muteparypu [9,100].
[ToceOHa maxma je mocBeheHa aprepuju ca oudypkanujom. Ha cimin 8.7 npuka3zana je jeana
apTepuja ca rpaHamkEM M KPBHA 3pHIIA KOja MpoJa3e Kpo3 wy.
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Cauka 8.7 — Kperame npBeHMX KPBHHMX 3pHALa KPo3 apTepujy ca Oudypkanujom

[Ipumenom LB cosBepa cnpoBesneHa je cUMylalyja KpeTamba LPBEHOr KPBHOI 3pHILA KPO3
TEOMETPHJCKH CIMYHY apTepHujy ca Oudypkanujom. Illemarcku mpuka3 reoMeTpuje JOMeHa
dnynna nar je Ha cnunu 8.8. IIpeuHuk ynasHe apTepuje je MocTaB/beH Ha 12 4Mm, MpedyHuK
u3nasHux aprepuja je 10um. YnasHa Op3uHa u3HOcH 1lmm/s, a Op3uHa Ha 3MIOBUMA
aprepuje jeaHaka je Hyiau. [IpuiarkoM Mojenvparma MPBEHOT KPBHOT 3pHIIA, CUMYIIMpaHA je
pasinyuTa BUCKO3HOCT (pynza, Tako Ja je BUCKO3HOCT yHyTpalumer ¢uiynjia Ouia mner myra
Beha 01 BUCKO3HOCTH CHOJballIber (hayuaa.

l
10 um

W

50 pm

Cauka 8.8 - lllema reomeTpuje apTepuje ca oudypkanujom
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Ha coumm 8.9 npukasan je mosoxaj KpBHOT 3pHIA y LB cumynanuju, kao u mosbe npuTHCKa
¢uiynna y moYeTHOM TPEHYTKY, KaJa KpPBHO 3pHIE MOYMIbE Ja ce Kpehe Kpo3 aprepujy.
Mopnenupanu mpolec KpeTrama IPBEHOr KPBHOT 3pHIIA KPO3 apTepujy ca Oudypkammjom
npukasas je Ha ciuny 8.10.

Cauxa 8.9 — Ilo/be npuTHCKa (Pi1yHaa U OYETHH 110JI07KA] LPBEHOT KPBHOT 3PHIA

IMMOYCTHHU TPCHYTAK mocie 5 ms
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nocie 10 ms

mocite 15 ms

nocite 20 ms

rocie 25 ms

mocie 30 ms

mocie 40 ms

Cauka 8.10 - Cumynanuja nmpoJiacka HPBEHOI KPBHOT 3PHIIA KPO3 apTepujy ca

ondyprxanujom
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[Ipomena oOnuka KpBHOT 3pHIIa WiaycTpoBaHa je Ha ciuiu 8.11. JloGujeHo je moOpo
NOKJIanambe OOJMKa ca OHMMA KOjU Cy OOMjeHH y €KIEPHUMEHTY (IITO Ce MOXE BUAETH ca
ciuke 8.7).

$ DO

Cauxa 8.11 — IIpomena 00,iMKa HPBEHOT KPBHOI 3pHIA TOKOM BpeMeHa

8.3 Moaeaupame NPOTOKAa KPBH KPO3 KapAUOBACKYJIAPHH
cucTeM 3eOpa puode

[Iponec eMOpuoHAIHOT CTBapama M KacHU]Jer (PyHKITMOHHCAama KapIMOBACKYyJIapHOT CHCTeMa
je TemKo mpoyyaBaTs iN-Vivo, MpUMEHOM KJIaCHYHEe eMOPHOJIONIKe U reHeTcke aHamuse [102].
Ko knumemaka MOCTOjU pa3BHjeH KapAMOBACKYJIApHHU CHUCTEM, Ca CPLEM KOje MyMIla KpB U
KpPBHUM CyJIOBUMa KOj€ UMajy CcBOje jacHO neduHucaHe 3ujioBe. Melhytum, nocMaTpame 0BUX
KPBHHUX Cy/OBa y >KHBUM €MOpHMOHHMA je TEMIKO WJM 3aTo IUTO ce eMOpPHOHHM DPa3BHjajy
YHyTap MajuMHe yTpoOe WJM 3aTO IITO HUCY JIOBOJHHO TpaHCHapeHTHHU. Bpcra puba mpase
xonubopube (teleostei) u jemna momepcTa Koja ce HasuBa 3eOpa puba (zebrafish) umajy
BEJIMKE MPEeTHOCTH HaclpaM Jpyrux BpCTa Kaja je mpoydaBame y nurtamwy. IIpe cBera, oHe cy
Manux aquMensmja. Onpacia 3ebpa puba Hajuemhe Moxe aa mopacte A0 4 cm. 3aTum, Beoma
Cy IUIOJHE W TOJaxy BeIUKH Opoj jaja. PasMHOXkaBame je CrHoJballllhe, BaH Tejla MajKe.
Taxobe, 3e0pa pube ce Beoma 100OpO MOTY ONTHUYKH AaHAIU3UPATU. 300T MaIUX IUMEH3Hja
3e0pa prube, eMOPHOHHM MOTY Jia PEKUBE U aKO UM CE€ €KCTEPHO J10/1aj€ JaKo Majia KOJUYrHa
KuceoHuka. Mako mocroje u3BecHe BapHjalje y JeTaJbuMa aHaTOMMje€ KapAHOBACKyJIapHOT
cucreMa Koj OBHMX puOa, OCHOBE OBOI' CHCTEMa Cy CIMYHE Kao M KOJ JPYTHX KUUMEHaKa.
300r cBera IMOMEHYTOI, y JUTepaTypu ce Mory Hahu OpojHM pajoBH y KojuMma cy
aHAJM3UPAHU MHOTH acleKTH pa3Boja KapJHOBAaCKyJapHOI CUCTeMa Koj 3eOpa puba, Kao u
OpojHe TeHeTcKe aHaiau3e myTanuja pasnuuntux rena [103,104]. IToctoje u OpojHe cryauje
KOje Cy MpoydaBaje HacTaHaK €PUTPOIUTA KAaKO KOJ KHYMEHaKa, TaKo M KO/ KOmIJboproa
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[105,106,107]. Kopumihemem Ttexuuke KoH(pOKaaHe Mukpoanruorpaduje [104] wmn
NPUMEHOM 3elieHuX (iyopecueHTHUX nmpotenHa (eHr. green fluorescent protein — GFP) koju
ce reHepuiny noceOnum nocrynuuma [108,109], npu Tome ce ocnamajyhn Ha YMBCHUIY J1a
cy 3e0pa pube Manux AMMEH3Hja ¥ BEoMa Mpo3padHe, MOTyhe je cIMKaTH KpBHE CyJI0BE KPO3
neny aebseuHy pube. Ha Taj HauMH ce mocmarpa aHaTOMHja KPBHHX CyJ0Ba M CHHMa C€
NPOTOK KPBHUX 3pHAIa KPO3 KPBHHU Cy/A. 3a Pa3iMKy OJ HEKUX JPYTUX TEXHHUKA aHAIIN3e
BacKyJiaType, IOMEHYTH MPHUCTYI HE YIPOKaBa HU HA KOjU HAYUH caMy pUOYy M CIIHKE Koje ce
n00ujajy 0JHOCE ce Ha MTOTNYHO aKTHUBHY IIUPKYJIAIN]y KPBU.

N, (& ,:_," ,f’
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\ \
N
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Canka 8.12 — da3e emGpuoHAJIHOT pa3Boja 3e6pa pude [110]

3ebpa puba (matuHcku HazuB Danio rerio) je Tporcka BpcTa koja ce Hajuenrhe Moxe Hahu y
jyrouctouHoM Jneny Xumanaja, y aenosuma Wuauje, [lakucrana, banrnagema, Henana u
Bypwme. IIporiec eMOproHATHOT pa3Boja U3 TOJOKEHOT jajeTa je BeoMa Op3 U MpHKa3aH je Ha
cnu 8.12. C o03upoM n1a cy jaja MPOBHUAHA, €0 TMPOIEC ce JaKo Moxe mpaTuTH. OBaj
IpOIIeC je 3ampaBo BPJIO CIMYAH MPOIECY Pa3Boja JbYACKOT eMOpHOHA M YIIPAaBO 3aTO U jecTe
WHTEpECaHTHA OBa BPCTa puba, jep ce aHAIM30M TpoIieca KOJ OBE BPCT€ MOTY M3BYhU BakHH
3aKJbYYLIM KOjH C€ MOTY KacHHje NMPOUIMPUTH U Ha JbYACKU OopraHusaM. TepMHHU Ha CIMLU
8.12 nucy mpeBoheHn u ciuka je y opuruHany mnpeysera ca cajta [110], u oBo je 6uo neo
UCTpaXXuBamwa y OkBUpY YHuUBep3utera y Operony y CAJl, kao u jeHe UCTpaKUBaUKe Ipyrie
VYuuBep3urera Santa Barbara y Kamudopuuju. CBu yHyTpammu opraiu, Kao IITO Cy OYH,
MO3aK, CpIle, YHYTpaIllihe¢ YBO ce pa3Bujajy Beh y nmpBa 3 mana. KapauoBackynapHu CUCTEM je
jemaH o] MPBHUX CHUCTEMa KOJU C€ pa3BHja TOKOM eMOpPHOHAIHOT pa3Boja 3e0pa pube. Beh
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MOCJIC JeTHOT JaHa OJl TPEHYTKa KaJa je JiapBa IMOJI0KeHa, 3e0pa puba je Ha HUBOY pa3Boja
KaJa TOYWEe Ja HUpKynuiie KpB. Jlerasbu camor mpolieca pas3Boja KapAHOBACKYJIapHOT
cUCTeMa HHCY Te€Ma OBOI' paja, a JeTaJbHO 00jalImkere Mpolleca HacTaHKa CBUX Behux
KPBHHUX CyloBa y 3eOpa pubu Moxke ce Hahu y mmreparypu [102,111]. Ha courmm 8.13
nprKa3zaHa je jeaHa ojpacia 3e0pa puba. OBa cimka je A00MjeHa MPUMEHOM 3EJICHUX
duyopecuentaux mporenna [108,109], Tako aa ce 1ako MOry BHAETH INIABHU KPBHHU CYOBH.
KpBHU npuTHCAaK TOKOM KpeTama KPBH KpO3 KapJINOBACKYJIAPDHH CUCTEM OJpaciie 3e0pa puode
ce kpehe o 0.8 mmHg y cpuanum nperkomopama, oko 1-1.6 mmHg y rmaBHUM apTepujama,
na 0 npubmmkao 2 mmHg y cpuanuM komopama [112]. Bp3uHa mpoToka KpBH je H3MEpPEHa y
pubama crapum 3-5 naHa v u3HOCHIA je oko 1mm/s [113].

PHS AA heart CCV JPCV DA DLAV SV SA ¢V

Cimnka 8.14 — KapauoBackyiaapuu cucteM y 3 1aHa crapoj 3e6pa puou [111]

Ha cnunu 8.14 je mMano aetasbHHje 00jallkbeHo Te ¢e KOjU KPBHU CYy/ Halla3W Y OKBUPY 3e0pa
pube. Ckpahenunie cy mpeysere u3 yuteparype [102] - AA o3HauaBa JykoBe aopTe (CHT.
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aortic arches); CV je pernina Bena (enr. caudal vein); CCV je 3ajemnuuka riiaBHa BeHa (€HT.
common cardinal vein); DA je nehna aopra (enr. dorsal aorta); PCV je 3anma riiaBHa BeHa
(enr. posterior cardinal vein); PHS je npumapau cunycHu 4yBop riaBe (eHr. primary head
sinus); SA je mompeuna (cermeHTHa) aprepuja (edr. segmental artery); SV je mompeuna
(cermentHa) BeHa (enr. segmental vein); DLAV je nehuu nomyxuu kpBau cyx (enr. dorsal
longitudinal anastromotic vessel).

VY 0BOM pajly OCMaTpaHo je KpeTame KPBHUX 3pHAIla KpO3 CIUICT penHuXx BeHa (eHr. caudal
vein plexus), koje cy o3HaucHe LPBEHOM CTpeauiioM Ha ciaunu 8.15, koja je mpeysera u3
auteparype [114].

Cimka 8.15 — Crutet penHuX BeHa 3e0pa pubde [114]

Cumynanuje npumeHoM LB comBepa cy ypaleHe 3a 1Ba cirydaja KpeTama KPBHOT 3pHIA Y
BeHaMa, y puOH 4YHja je IMpKysaidja mocMatpana 32 carta nocie depruiusanuje (eur. hours
post fertilization — hpf). Teomerpuja momena ¢uiynaa je KpeupaHa AMPEKTHO HA OCHOBY
onroBapajyhux MHKpPOCKONCKMX CHHUMaka JOOMjEHHX TOKOM €KCIIepuMeHaTa ca 3e0pa
pubama. OBU €KCHEPUMEHTH Cy CIPOBEAECHU Ha MHCTUTYTY 3a aHaTOMM]y, YHUBEp3UTETA Y
bepny, y llIBajuapckoj, 3a moTpede UCTpakuBama y OKBUPY MPOjeKTa HA KOME j€ aHTaKOBaH
U ayTop OBOT paja. ,Jllpope3n* koju ce mory BumeTn Ha ciuiy 8.15 cy T3B. muiapu (eHr.
pillars), koju ce hopmupajy, TOKOM BpeMeHa pacTy M y TOKY KacHHjer pa3Boja omoryhasajy
JlaJbe TpaHamke BEHAa M CTBapamke HOBHX KpBHHX cyaoBa. lllmpmHa crimera BeHa HM3HOCH
1004m, a Op3uHa Ha yna3zy je H3MEpPeHa Ha OCHOBY BHJEO CHHMMaka J0OMjeHUX

eKCIEepPUMEHTAIHO (3ampaBo je pal)leHO MUKPOCKOIICKO CIMKambe pule cBake 2 ms U CHajambeM
THX CJIMKa JOOUjeHU Cy MOMEHYTH CHUMIIM) U U3HOCH 60 m/s . Ha ciunu 8.16 npuxasanu cy

pe3yiTaTu 3a MPBU IIOCMATPAHU MOYETHH I0JIOKA] KPBHOT 3pHIIA, 32 HEKOJIMKO BPEMEHCKHUX
TpeHyTaka. JIeBo cy mpuka3zaHe MUKPOCKOIICKE CIIMKE CIieTa BeHa 3e0pa pube, mpu uyemy je
KOHKPETHO KPBHO 3pPHIIE 03HAYECHO JKYTUM KPYTOM, JIECHO Cy MPHUKa3aHU pe3yaTaTu JOOHjeHN
npuMeHoM LB conBepa, 10K cy y CpeIuHHM HU3ABOJEHH CaMO OOJIMIU KOHPETHOT KPBHOT
3pHIIa, pajy JIaKIIer mopehema (tiaBom 00joM je o0enekeH o0auK J0OHjeH CUMYIIAIH]OM, a
pBeHOM 00jOoM OOJIMK M3BYYEH ca MHKPOCKOIICKOT cHUMKa). Ha cimim 8.17 mpukazanu cy
UCTHU pe3yiITaTH, caMoO 3a IPYyTrd MOCMaTpaHHW MOYETHH I0JIOKAj KPBHOT 3pHIA, Takohe 3a
HEKOJIMKO BPEMEHCKMX TpeHyTaka. Kao mTo ce BuaM ca M3ABOjEeHUX OOJIMKa ITOCMaTpPaHOT
KPBHOI' 3pHIA, pe3yATaTH CUMYyJalldja ce BeoMa J00po ClIaxy ca EeKCHepUMEHTAIHUM
pe3yiTaTtuma.
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MOYETHU TPEHYTaK

O O

rmociie 8 ms

OO

O O

nocie 28 ms

RN
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nocie 40 ms

Cauxa 8.16 — Ilopeheme pe3yirara 100ujeHUX U3 ekcriepuMeHTa u LB cumyaanuje 3a
NPBH NOYETHH M0JI0KA] KPBHOTI 3PHLA; JIEBO — MUKPOCKOIICKH CHUMAaK 3e0pa puoe, ca
03HAYeHNM KOHKPEeTHUM KPBHUM 3pPHIEM; Y CPeIMHU — H3/IBOjeHH 00JIHIH KOHKPETHOT
KPBHOTI 3pHIA (HPBEHO — €KCIIEPHMEHT, IIJIABO — CUMYJIAIlHja); IECHO Pe3yJITATH
nodujenn npumenoMm LB cumynanuje

IMMOYCTHU TPECHYTAK

NS

nocie 5 ms

o O
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nocie 15 ms

/)
)

nocie 21 ms

©
§

Cauxa 8.17 - Ilopeheme pe3yJitaTta 100MjeHHX U3 ekcriepuMenTa U LB cumyianuje 3a
APYTH MOYETHH M0JI0KAaj KPBHOT 3PHLA; JIEBO — MUKPOCKOIICKU CHUMAaK 3e0pa pude, ca
03HA4YeHNM KOHKPEeTHUM KPBHUM 3PHIIEM; Y CPeIMHU — U3/IBOjeH! 00/ IMIM KOHKPETHOT

KPBHOTI 3pHIA (LPBEHO — eKCIePUMEHT, IJIaB0 — CHMYJIalHja); 1eCHO pe3yaTaTH
nodujenn npumerHom LB cumynanmje
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9 3akspyuak

KapauoBackynapHu cucTeM je jefaH o/ HajBaKHHUjUX CHCTEMA y JbYACKOM opranusmy. Haunn
Ha KOjH KPB CTPYjU KpPO3 MHOTOOpOjHE Majie KpBHE CYI0BE Y MUKPOLUPKYIAIHjU JbYIACKOT
OpraHM3Ma je OJ BEJIMKOT 3Hayaja 3a MCIpaBHO (YHKIMOHHCAkEe OpraHa. AHaiau3a mpoieca
KOjH Ce OBJIE JIEIIaBajy je BeoMa OuTHa 300T BETUKOT yTUIaja MUKPOCKOIICKUX I10jaBa Ha L[E0
opraam3am. OBH MPOIIECH C€ TEIIKO EKCIIEPUMEHTATHO HCIUTY]Y U 300T TOora y OBOj 00JIacTH
HyMepHUKe CHMYyJanuje Mory na Oyny jako xopucHe. [locToju Benmuka mpuMeHa OBaKBHX
HYMEpUYKUX CUMynanyuja y henmjckoj OMOJOTHjH, XeMHjCKOM WH)KEHEPUHTY, MEIULIUHU U
OMOMEIMIIMHCKOM HHXEHEpUHTy. Mozenupame Kperama qeGopMabuiIHuX Tela ypomheHUX Y
bayua je HajBaXXHUjU KOpaK Ka MOJEIHpamky MHOTO KOMIUIEKCHUjUX MpoOsieMa, Kao IITO je
¢mrTpanuja kaHnep henuja u ncnopyka JeKoBa Kpo3 KPBOTOK. YIIpaBo 300T TOra je oBa TeMa
oOpahuBaHa y OKBHPY OBOT paja.

VY okBUpY OBOI pajia MpPEACTaB/bEH je KOMIUICTaH HYMEPUYKH MOJEN KOjU YCHEIIHO
CHUMYJIHpa TPOJAMMEH3UOHAIHO CTPYjambe KPBH KPO3 KPBHE CYJOBE Yy JbYJICKOM OpraHU3MY.
OBo je moKa3aHO HA HEKOJIMKO IpPUMEPA, TIIE jé MOJACIHPAHO CTPYjame KPBH KPO3 JbYACKY
aopTy, KapoOTHIHY U KOPOHApHY apTepujy, NPH YeMy je TeOMEeTpHja CaMUX KPBHHX CYI0Ba
Ouia WM mapaMeTapcKd 3ajaTa WM KpeupaHa Ha OCHOBY PEaTHMX KIMHWYKUX ITOJIaTaKa O
NalyjeHTy, IITO je d0JaTHa BpeIHOCT pasBujeHor codTBepa. Takohe, mpencrtaBibeH je
HYMEPUYKH MOJIENl KOjU CHUMYJIMpa KOMIUIEKCHO KpeTame Ae(hopMaObMIIHUX YecTulla Koje cy
U3JI0’)KEHE 3HAuajHUM IpOMEHaMa O0JIMKa y KalmuilapHUM KpBHUM cyznoBuma. llopehemem
pesyiTara COpoBEIEHUX CUMYyJalfja ca pe3ylTaTuMa Koju Cy 00jaBJbeHH y JIUTEPaTypH, Kao
U Ca EeKCIIEpUMEHTAIHUM PE3yITaTuMa, IOKa3aHo je J1a Ce pa3BUjeHU COPTBEP MOXKE YCIEIIHO
NPUMEHBUBATA y CHMYJalldjaMa peaTHuX npodiieMa y OMOMEIWIIMHCKOM WH)KEHEPUHTY Ha
MHUKPOCKOIICKOM HUBOY. CUMYIIHMpPaHO je YKYNHO 9 pa3auuuTUx npodiaema, o1 KOJuX Cy HEKH
BeOMa 3HaYajHU y 00J1acTh OMOMEIUITMHE, K0 IITO € KpeTame IPBEHUX KPBHUX 3pHAIla KPO3
Ooudypkanujy win apTepujy ca CTeHO30M, Ka0 U KpeTame IIPBEHUX KPBHUX 3pHalla U KaHIEp
henuja kpo3 MHMKpoQUIyHIHM 4YHMI 3a cemapaunujy kaHuep henuja. Takobhe, y oOkBupy
HyMEpHUKE MeETOJe OMOryheHo je Ja ce Mmojenupa Kperame aepopMalbuiIHEe YECTHIIE,
OJTHOCHO IIPBEHOTI KPBHOI' 3pHLA, KOj€ j€ HCHYHEHO (IynaoM KOjU je pPa3sIUuYuTHX
KapaKTEepUCTHKA OJ1 OKOJIHE KPBHE IJIa3Me, IITO j€ allCOIYTHO UIEHTHYHO PEaHUM yCIOBHMA
y JbY/ICKOM OpraHHu3My.

C o03upom fda jegan oBakaB cO()TBEp 3a HayyHE CHMYyJIalldje 3aXT€Ba MHOTO PavyyHapCKUX
pecypca U J1a U3BpILABAKE jeIHE CUMYJalMje Tpaje 10cTa Iyro, MPHUINKOM UMILIEMEHTAal)e
HYMEpHUYKE METOJIe U TOKOM pa3Boja codTBepa KopuliheHa je moceOHa TEXHOJIOTHja KOjy je
pasBuwia NVIDIA, 138. CUDA apxurektypa. Ha Taj HaunH je omoryheHo na ce pa3BujeHH
copTBep Moke TMOKpeTaTd Ha KoMmmjyTepckuMm kinactepuma ca GPU ypehajuma, mto
omoryhaBa JpacTHIHO yOp3ame moctojehux mporpama. Y oBoM pany je nmpumenom CUDA
apXUTEKType KOMILIeTaH co(TBep napajgenn3oBaH U nopehena je Op3uHa pasia CeKBEHIIMjaTHe

Tujana HBykuh 136




JlokTopcka aucepranyja [ornasibe 9

U napajenu3oBane Bep3uje. Ha crenmjanuzoBanom Tesla ypehajy mocturayro je yopsame o
yak 20 myra, 10k je y okBupy mehynaponnux PRACE npojekara npucrynano u kiactepuma
ca BenmukuM Opojem GPU ypehaja u mocTurnyTto je u MHOTO TyTa Behe yop3ame. Cumynanuje
cTpyjama Gaynna u conun-Gayna MHTEpAKIFje, 3a Koje je paHuje Tpedaio U MO HEKOJIHKO
caTd, caja Ce W3BpPINABajy 3a HEKOJMKO MHHYTA. TO MpaKkTUYHO 3HAYM Jla C€ pe3yaTaTu
CHUMyJanja M KpeTame JeGOopMaOMIHUX YECTHIA Cajia MOTY HHTEPAKTHBHO NPATUTH Y
peasHOM BpEeMEHY.

Kpaju 1mib oBor pama OWMO je Aa ce Kpeupa HYMEPUYKH MOJCHI KOJjU CHUMYJIUpa
MUKPOIMPKYJIALN]Y Y JbYIACKOM OpraHu3My, A0 KPBHUX CYAOBa BEJIMYHUHE MHUKPOMETPA,
YKJbY4yjyhu mpu TOME KOMILJIETHO CUMYJIMpamke TMHAMHUKE KpeTama henrja. Behnna monena
KOjU Cy JIO caja TpeICTaB/beHU Y JIUTEpaTypu Cy OTPaHUYCHH HA CHMYJALHUjEe Y
TEOMETPH]CKH JeTHOCTABHUM KPBHHUM CyA0BUMa. MeTo/1a Koja je MpeACTaBJbeHa Y OBOM Pady
U pasBUjeHH CcOPTBEp MOTYy Jla C€ KOPUCTE 3a MOJCIUPAkE CIOXKEHOT KpeTama
BHCKOEIACTUYHHX TeJa, Kao MITO Cy I[PBEHA KPBHA 3PHIIA, Y KalMIAPHUM KPBHUM CYJOBHMA
YHja je TeOMEeTpUja KOMIUIEKCHA. Y OBOM pajlly jé pa3MaTpaHO KPETame jeTHE YECTHUIE KPO3
bnyun. Y3 Bpio mane ajanraiuje, A0AaBameM OAroBapajyhe cuie uHTepakiuje usmelhy
KPBHUX 3pHaIa, Moryhe je MoJeupaTy u KpeTame BUIIE YECTHIIA UCTOBpeMeHo. Takole, Ha
CIMYaH Ha4YMH OW MOIJIO Ja Ce€ MOJEIUpa M KCTOBPEMEHO KPETalke CBUX KPBHHX
KOHCTUTYEHATa, ITO OW JOMPHHEIO Ja HyMEpHUYKe CHMYJanuje Oyay jonr OJMKe peaTHuM
mpolecuMa y JbyJIcKoM opranu3my. OBO je CBaKako je/iaH o]l JaJbHX IIpaBala UCTPAKUBAKA U
ycaBplllaBama pa3BujeHe MeToie U codTBepa.

[IpencraBbeHM HyMEpUUKH MOJAET M cOPTBEp MOry 3HA4ajHO Ja IIOMOTHY y OosbeM
pa3yMeBamy M pelIaBamky OpOJHHUX pEaNHUX MpodieMa y OMOMEIUIIMHCKOM WH)KEHEPUHTY,
Kao U y yHanpehuBamwy MEAMLHUHCKUX TPETMaHa, Kao LITO Cy Ha IPUMEp MPOLIECH CTBapama
IUIaKa U TpoMOa, OHaIIamke, KpeTame U QpuiTpanyja kaduep henyja, kKao 1 MOJIeIMpambe CBUX
JpYrux Tpoleca KOju ce JeNIaBajy y OKBUPY JIa0OpaTOPUjCKUX MHUKPOQIYHIHUX YHIIOBA,
3aTUM aHalM3a W YyHampeheme mpoleca HHTpaBacKyjJapHe TUCTpUOyLHje M HCHOpYKe
MaTHYHUX henuja, JexkoBa M TEHETCKOI MaTepujana J0 LUJbaHUX opraHa. Y CBHM OBUM
mpoliecuMa HHje Tako JeJHOCTaBHO W Je(THMHO CHPOBOJIUTH EKCIIEPUMEHTE, a OBAaKBE
HyMepUYKe CUMYJIalije HyJle jako Jo0py U e(puKacHy alnTepHaTUBY. 300T HyMepUUYKe METO/1e
KOja JIOCTa peajHO OCJIHMKaBa YCIIOBE Y JbYJICKOM OpraHHW3My, BEJMKE TAadHOCTH Koja je
NoKa3aHa Kpo3 nopeheme ca eKClepuMEHTAJIHUM pe3ylTaTuMa U OpOojHUM JPYIHM
pelemUMa U3 JUTeparype, Kao U 300r Op30r M3BplIaBamba HAa KOMIJYTEPCKUM KilacTepuma,
Koje je oMoryheHo mapajienu3aiijoM, HyMepuika MeTojAa MpeACTaB/beHAa y OBOM paay H
pasBUjeHH co(TBEp MMajy BEIMKM IOTEHLHjaJl Kaja je ped O MPAKTHUYHO] HMPUMEHH Yy
cuMyJaliyjama peaJlHux npodiema y OMOMHKEHEPUHTY.
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Homarak A

Boltzmann-osa jennaumna ce tpancdopmuie y HaBuje-CTOKCOBe jeHAUYMHE TAaKO INTO CE
Hajmpe yBeje oneparop | kao mHTErpa:

hloct)=— s [le)r (x s the (a1

)
~~
X
~

rae je h(g) umrerpabmnna ¢yHkumja, a o rycruxa ¢uynna. JepHaumHa Koja ce mobuja 3a
h =1 oarosapa macw, a jeHa4YrHa Koja ce 100Hja 3a h =& oaroBapa KOJHYUHH KPETamba.

Mory ce wu3padyHaTH BpPEIHOCTH Ne(hUHHCAHOI HHTErpaia 3a oaroBapajyhe BpemTHOCTH
¢yukuuje h [55]:

I]=1; 1f]=u; |[§é]=;+uu (A2)

raecy ca U u P o3HaueHu BEKTOp Op3MHE U TEH30p HAIlOHA, PECIEKTUBHO.

Axo ce obe crpane Boltzmann-oee jeanaunne momHOXe ca h(§) W MHTerpaje Mo IoJby
Op3une, 1o6Hja ce:

I(%+¢%+g%)hdg:_%j(f—f<°>)hdg (A3)

JlecHa ctpana jemHakocT (A.2) je jeHaKa HYJIM, 3a HaBeJAcHE BpeaHocTH QyHKIMje h,
MIOIITO MOPAjy /1a BayKe 3aKOHM OJIpJKara Mace M KOJMYMHE KpeTama 3a WiealHe cynape, a
TaKBH C€ OBJIC pa3MaTpajy.
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JleBa cTpaHa ce aa/be MoOXe TpaHchopmucatu (IpU TOME ce uMa y BUay aa (yHkmmja h
3aBHCHU caMo oJ1 Op3uHe & W MPUMERY]Y Ce IpaBUia 3a U3BOJ MMPOU3BO/IA):

Jihd§+.{é‘;-ﬂhd§+_{g-ihd2’;=

aqfhd§+—q§fhd§ jf—(gh d§+—([gfhd§ I é(gh)olg

) (A.4)
( jfhdg) ( Iifhd§j+jghfndy_£“g_€( \de =

N Y I M p{ i

ot ox ot

h(&)}

3ameHOM h(§)=1 y ropmoj jexnaunnu, ysumajyhu y 063up BpeaHoctu aepunucane y (A.2),
no0uja ce jeHaurHa O/IpKamba Mace (jeTHaYrMHa KOHTHHYHUTETA):

—+—(pu)=0 (A.5)

3ameHOM h(§)=§& y ropmoj jeqHa4HHH, TOHOBO y3uMajyhu y 063up BpexHocTn nedrHuCaHE
y (A.2), nobuja ce jegHauMHa OJpKama KonnuuHe kperama (Hasuje-CtokcoBa jeqHaunHa):

0 0
E(PU)+&(P+PUU)—P'9 (A.6)

Tpeba HarmoMeHYTH Ja je TeH30p HalloHa HEMOo3HaT U NMOTPEOHO Ta je HaKHAAHO AeduHucary,
mTo je ypaheno y nornasipy 2.2.
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Jlomarak b

CTpykTypa Mpexe ca ( pa3lMuMTHX IpaBana Op3uHa y d -AMMEH3MOHOM IIPOCTOpPY ce
o3HayaBa kao DdQq wmpexa (enr. lattice). 3a cumynanuje crTpyjamba H30TEPMAIHOT

HecTHIIbUBOT (urynna kopuctu ce Hekonuko 2D u 3D crpykrypa Mpexe U OHH Cy OBJE
HaBEJICHU. 3a CBaKW THII j€ JlaTa ClIMKa Koja WIyCTpyje mpasie Op3uHa. Takohe, natu cy u

TEKUHCKH KOSPUIMJEHTH (), W BEKTOPU KOjU CE€ KOPHCTE 3a Je(hMHKCALE allCIIUCHUX oca & .

Tpeba HAMOMEHYTH 1A je 3a CBE HaBEACHE CTPYKTYpe KOCMUIM]EHT CKaMparma O3HA4YEH Kao
,,Op31Ha 3ByKa Mpexe** C, MCTH ¥ N3HOCH:

=l
ST 3
D2Q9 49 i=0
=119 i=1234
6 2 5 1/36 i=5,6,78

\ Y72 i=7,.14
A
¥
(0,0,0) i=0
* » g =1(£3,00)0+43,0500+43) i-1..6
-\ £3,443,443) i=7,...14
SN
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D3Q19 1/3 i=0
o ={]/18 i=1...6
CF % Y36 i=7,..18
> (0,0,0) i=0
. o g = { (£+3,0,0(0443,0);(0,0.£43) i=1...6
' (£3,443,0) 0443443} (£ 3,0443) i=7....18
D3Q27 827 =0
2/21 i=1...6
“y216 i=7,.14
A 154 i=15,...26
* » (0,0,0) i=0
(£+3.0,0):(0443,0)(0,0,£V3) i=1...6
= (£ 3,£43,+43) i=7,...14
(£3,443,0)04v3,+43): (+ V3,0443) i=15,...,26
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HMonaraxk 11

Behnna caBpemeHux rpaduukux KapTuiia, KOjU Cy J1Ie0 KOH(UTypalyja JaHaIIbhX
MePCOHAITHUX padyHapa, Mory ce kopuctutu kao GPU ypehaj. Kapakrepucruke jenne Take
rpaduuke kaptune NVIDIA GeForce GT 630 nate cy y Tabenu 11.1.

Ta6ena L.1 — Kapakrepuctuxke NVIDIA GeForce GT 630

CUDA Bep3uja ypehaja (enr. compute capability) 2.1
VYKyIHa pacnojoxuBa riiodaiHa MemMopuja 1024 MB
bpoj myntumnpouecopa 2

bpoj CUDA jesrapa (8 mo MynTumpouecopy) 96

Pagau takt GPU ypehaja 1.62 GHz
g;g;aﬁ Opoj perucrapa Ha pacroiaramy jeJHOT 39768
Maxkcumanatn 6poj HUTH y jeTHOM OJIOKY 1024
MakcumanHe TuMeH3Hje 0i10ka 1024 x 1024 x 64
MakcumaiHe TuMeH31je Mpeke 0JI0KoBa 655356;5255535 X

Nmnak, NVIDIA y cBojoj monyau uma u cnenujanuzoBane GPU ypebaje, takosany Tesla
cepujy ypehaja. OHH Cy TpUMapHO HAMEHEHH 32 M3BPIIABAKE KOMIUIEKCHUX HAYYHUX
cumymaija. OcHoBHA pa3nuka u3mel)y kimacuune rpaduuke kapruiie u Tesla ypehaja je y
tome 1mro Tesla mema moryhHOoCT mpukasa ciuke Ha ekpany. Konduryparmja koja je
kopuithena npuivkoM napanenusanuje LB conBepa u Tectupama nporpama Koje je ommucaHo
y nornassby 6.4.2 caapxu 3 GPU ypehaja Tesla C1060, koju cy mose3anu vHa CPU mporecop
Intel Xeon E5520, pagsor Takta 2.27 GHz. Kapakrepuctuke oBor GPU ypehaja npukaszane
cy y Tabemnu 11.2.
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Ta6esa 1.2 — Kapaxrepucruke NVIDIA Tesla C1060

CUDA Bep3uja ypehaja (enr. compute capability) 1.3
VYKyIHa pacnojoxuBa riiodaiHa MemMopuja 4096 MB
Bpoj myntumnponecopa 30

bpoj CUDA jesrapa (8 mo MylITHIPOIIECOPY) 240

Pagnu trakt GPU ypehaja 1.30 GHz
éf;gl?;H Opoj perucrapa Ha pacroyiaramy jeHOT 16384
Makcumanan Opoj HUTH Y JeTHOM OJIOKY 512
MaxkcumanHe JuMeH3Hje 6Jo0ka 512 x 512 x 64
MaxkcumaiHe TUMEH3Hje Mpexe 0JI0KOBa 65535 x 65535 x 1

Y okBupy OBOr pajaa, 3a U3BpIlIaBambe KOMIUIEKCHUX MpopauyHa kopuiihen je CURIE
cynepkommjyrep, koju je y Bracaumutey GENCI uncturymje, xoja ce Hanasu y ®@paHIiryckoj
u aeo je PRACE ympyxemwa (ear. PRACE — Partnership for Advanced Computing in
Europe). Tokom anraxoBamwa Ha mpojekty lLlenTpa 3a buoumxemepunr, omoryhen je
MPHUCTYII OBOM KOMITJYTEPCKOM KJIacTepy M KOpHUIINEHE HUXOBHX pecypca y OKBHPY
Preparatory Access nosuBa 3a npojekte PRACE opranuzanuje. CURIE xnacrep uma Buiie
cerMeHara, a y OKBUPY OBOT' pajia ¥ MOMEHYTOI MPOjeKTa KOpPHIINEHW Cy T3B. XUOPUIHU
yBoposu (eHr. hybrid nodes) kmacrepa. OBaj neo kinactepa caapxu 144 xuOpuaHa 4Bopa, a
cBaku yBop uMma 1o 2 CPU mporecopa Intel Westmere X5650, pagunor takra 2.66 GHz u 2
GPU ypehaja Tesla M2090. Vkynuo y menom kiactepy uma 288 GPU ypehaja, a
kapakrepuctuke oBux GPU ypehaja cy nare y tabenu L1.3.

Taodena 11.3 — Kapakrepuctuke NVIDIA Tesla M2090

CUDA Bep3uja ypehaja (enr. compute capability) 2.0
VYKyIHa pacnojoxuBa riiodanHa MeMopuja 5375 MB
Bbpoj mynrumpomecopa 16

Bbpoj CUDA jesrapa (8 mo MyITHIPOIIECOPY) 512
Paguu takt GPU ypehaja 1.30 GHz
é/;g/;;H Opoj perucrapa Ha pacroyiaramy jeHOT 32768
Maxkcumanat 6poj HUTH y jeTHOM OJIOKY 1024
MakcumanHe TuMeH3Hje 0JI0Ka 1024 x 1024 x 64
MakcumaiHe JUMEH3Hje Mpexe 0JI0KoBa 655356;5%%535 X
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