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Saжetak

Onda kada funkcija nije poznata analitiqki, ve� su poznate samo ǌene
vrednosti dobijene eksperimentalno u nekim taqkama, ili pak ǌen integral
nije elementarno izraqunǉiv, na raspolagaǌu su razliqite metode kvadra-
ture, tj. numeriqke integracije. Mnoge od ovih metoda odre�uju pri-
bliжnu vrednost integrala korix�eǌem vrednosti funkcije u pojedinim
taqkama - qvorovima. Problemi koji se pri tome javǉaju su raznovrsni:
od pronalaжeǌa optimalnih qvorova i teжinskih koeficijenata (koji su
qesto tako�e numeriqki odre�eni), preko xto taqnijeg izraqunavaǌa vred-
nosti funkcije u tim qvorovima (ako je u ǌima funkcija uopxte defini-
sana), do procene grexke kvadraturne formule (koja zavisi kako od kvad-
raturne formule, tako i od prirode funkcije).

Jedna od metoda procene kvadraturne grexke koristi Gaus-Kronrodova
raxireǌa Gausovih kvadraturnih formula. U ovoj disertaciji je raz-
matrana jedna modifikacija Gausovih kvadratura, u vidu tzv. uopxtene
usredǌene gausovske kvadrature, koja moжe posluжiti kao zamena onda
kada Gaus-Kronrodova kvadratura ne postoji ili nije praktiqna. Za ove
kvadrature dati su neki uslovi pod kojima su svi ǌihovi qvorovi unutar
intervala integracije. Tako�e su posmatrane Gaus-Kronrodove formule
za tzv. Bernxtajn-Segeove teжinske funkcije i u tim sluqajevima su date
eksplicitne ocene kvadraturne grexke.
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Abstract

When a function is not known analytically but only by a set of sampled values,
or its integral is not an elementary function, various methods for quadrature, i.e.
numerical integration can be used instead. Many of these methods use the values of
the function at a finite set of points (nodes) to compute the approximate value of
the integral. A variety of problems can arise throughout the process. These include
finding optimal nodes and weights (often numerically, as well), evaluating the function
accurately enough at the nodes (provided that these nodes are actually in its domain),
or finding effective bounds for the quadrature error (which clearly depends on natures
of both the quadrature and the function itself).

One useful method of estimating the quadrature error involves Gauss-Kronrod
extensions of Gaussian quadrature formulae. This thesis discusses a modification of
Gaussian quadratures, known as generalized averaged Gaussian quadratures, which
may serve as a substitute when Gauss-Kronrod quadratures are not available. For
these quadratures, some conditions are given under which all their nodes lie inside the
domain of integration. Also, the thesis studies Gauss-Kronrod quadrature formulae
in the case of Bernstein-Szegő weight functions and gives explicit bounds for the
quadrature error.
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Predgovor

Xiroka klasa kvadraturnih formula za pribliжnu integraciju zas-
niva se na korix�eǌu interpolacionih funkcija jednostavnih za inte-
graciju. Naroqito qest izbor tih interpolacionih funkcija su polinomi.
Nemaqki matematiqar Karl Fridrih Gaus je 1814. godine uveo interpola-
cionu kvadraturnu formulu sa najve�im mogu�im stepenom taqnosti, ko-
riste�i rezultate svog rada o hipergeometrijskim razvojima. Ova for-
mula, nazvana po ǌemu, kasnije je zauzela centralno mesto u numeriqkoj
integraciji i razvijana je u raznim pravcima i istraжivana sa razliqitih
aspekata matematike (teorije aproksimacija, teorije mere, funkcionalne
analize, itd.). Problematika istraжivaǌa Gausovih kvadratura je i danas
veoma aktuelna. Veoma znaqajan problem je ispitivaǌe ostatka u Gauso-
vim kvadraturnim formulama. Godine 1964. ruski matematiqar i inжeǌer
Kronrod je u tom ciǉu uveo kvadrature, kasnije nazvane Gaus-Kronrodove,
optimalnim dodavaǌem qvorova postoje�im Gausovim kvadraturama. Ove
kvadrature su qesto nazivane kvadraturama 20. veka. Ipak, u novije vre-
me se ispostavilo da u mnogim sluqajevima ovakve kvadrature sa real-
nim qvorovima i pozitivnim teжinskim koeficijentima ne postoje, pa su
traжene ǌihove alternative. Jednu od ǌih je 2007. godine predloжio
Spalevi� u [40] u vidu usredǌenih optimalnih gausovskih kvadratura.
Ove formule postoje i mogu se efikasno konstruisati u mnogim sluqaje-
vima kada za Gaus-Kronrodove formule to nije sluqaj. Kada broj qvorova
raste, one poprimaju osobine Gaus-Kronrodovih formula. Xtavixe, doka-
zano je u [44] da se za jednu xiroku klasu teжinskih funkcija ove kvadra-
ture zapravo poklapaju. Jedna varijanta usredǌenih gausovskih kvadra-
tura naxla je primenu u ispitivaǌu osobina elektronskih mreжa, kako
direktnih (Tviter, Vikipedija, itd.), tako i indirektnih (i-mejl, inter-
net, Fejsbuk, itd.), o qemu se moжe proqitati u [34]. U nedavno objavǉenom
radu istraжivaqa sa Berklija [38] ove formule se koriste za ubrzavaǌe
konvergencije predloжenih metoda.

Na poqetku prve glave definisani su ortogonalni polinomi u odnosu
na datu teжinsku funkciju i dokazana ǌihova osnovna svojstva, sa poseb-
nim osvrtom na klasiqne i Bernxtajn-Segeove teжinske funkcije. Ostatak
glave bavi se kvadraturnim formulama i ǌihovom vezom sa ortogonal-
nim polinomima. Pokazana su osnovna svojstva Gausovih kvadratura i
uvedene odgovaraju�e simetriqne trodijagonalne Jakobijeve matrice JG

ℓ .
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Numeriqki stabilan postupak Goluba i Velxa za konstrukciju Gausovih
kvadratura, predloжen 1969. godine u [13], zasnovan je na osobinama Jako-
bijevih matrica. Dati su uslovi pod kojima kvadraturni proces kon-
vergira taqnoj vrednosti integrala. Jedan takav uslov je pozitivnost
kvadrature, te su navedeni rezultati Perstorfera o uslovima pod kojima
je kvadraturna formula maksimalne taqnosti sa datim qvorovima pozi-
tivna. Potom su uvedene Gaus-Kronrodove kvadrature i navedeni neki od
rezultata u vezi s ǌima. Na kraju glave pokazana su neka tvr�eǌa o oceni
grexke u kvadraturi, prvo za neprekidno diferencijabilne, a onda i za
analitiqke funkcije.

Druga i tre�a glava disertacije sadrжe originalne rezultate, objav-
ǉene u radovima [2] i [3].

U drugoj glavi razmatrane su uopxtene usredǌene kvadrature, uvedene u
[40]. Ovde se razmatra proxireǌe Jakobijeve matrice JG

ℓ dodavaǌem novih
vrsta i kolona do simetriqne trodijagonalne matrice Jk+ℓ,ℓ reda k + ℓ.
Ovakve kvadrature ponekad daju ve�u taqnost od odgovaraju�ih Gausovih,
ali mogu da imaju i jedan spoǉaxǌi qvor (tj. qvor van intervala inte-
gracije). Zato su u [35] uvedene skra�ene verzije ovih kvadratura, dobijene
uklaǌaǌem posledǌih vrsta i kolona matrice J2ℓ−1,ℓ−1. Ove kvadrature su
ispitane korix�eǌem rezultata Perstorfera [27] o pozitivnim kvadratu-
rama. Zatim su detaǉno ispitane skra�ene uopxtene usredǌene kvadrature
dobijene dodavaǌem samo jedne vrste i kolone matrici JG

ℓ , i u sluqaju kla-
siqnih teжinskih funkcija ispitani su uslovi pod kojima su svi qvorovi
ovakve kvadrature unutraxǌi. Na kraju glave prikazani su numeriqki
rezultati koji ilustruju strogost izvedene analize i ponaxaǌe ispitanih
kvadratura.

Tre�a glava se bavi ocenama grexke u Gaus-Kronrodovim kvadraturama
pomo�u konturnih integrala po konfokalnim elipsama Eρ sa zbirom polu-
osa ρ. Ove ocene su zasnovane na ocenama jezgra Kn koje je blisko povezano
sa ortogonalnim i Stiltjesovim polinomima, πn i π∗

n+1. U sluqaju Bern-
xtajn-Segeovih teжinskih funkcija, ovi polinomi su eksplicitno opisani
u [24]. U ovoj glavi dati su eksplicitni izrazi za modul jezgra sa Bern-
xtajn-Segeovim teжinskim funkcijama. Analizirano je asimptotsko pona-
xaǌe modula jezgra i dokazano je da se za dovoǉno veliko ρ modul jezgra
maksimizuje na realnoj ili imaginarnoj osi, osim za male vrednosti broja
qvorova n koje su odvojeno ispitane. Numeriqkim rezultatima na kraju
glave upore�ene su dobijene ocene grexke sa onima u [24].
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Glava 1: Ortogonalni polinomi i

kvadraturne formule

1.1 Teжinske funkcije i ortogonalni polinomi

Teorija ortogonalnih polinoma je nastala u drugoj polovini 19. veka
iz radova Qebixova1 o veriжnim razlomcima.

Funkciju w : (a, b) → R definisanu na konaqnom intervalu (a, b) zovemo
teжinskom funkcijom ako je nenegativna i integrabilna sa strogo pozi-
tivnim integralom. U sluqaju da je interval (a, b) beskonaqan (tj. a = −∞
i/ili b = ∞), dodatni uslov je da integrali

Ck =

∫ b

a

xkw(x)dx (k ∈ N)

apsolutno konvergiraju. Integrale Ck zovemo momentima funkcije ω.

Na vektorskom prostoru P svih algebarskih polinoma moжe se uvesti
skalarni proizvod formulom

〈P,Q〉 =
∫ b

a

P (x)Q(x)w(x)dx.

Prirodno uvodimo i normu:

‖P‖ =
√
〈P, P 〉.

Tako za niz polinoma (Qk(x))
∞
k=0 kaжemo da je ortogonalan u odnosu na

teжinsku funkciju w ako je
degQk = k

i
〈Qk, Ql〉 = 0 ako i samo ako je k 6= l.

1Pafnuti� Lьvoviq Qebyx�v (1821-1894), ruski matematiqar
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Svaki polinom stepena n je linearna kombinacija polinoma Q0, Q1, . . . , Qn

sa jednoznaqno odre�enim koeficijentima:

P (x) =

n∑

k=0

ckQk(x), gde je ck =
〈P,Qk〉
〈Qk, Qk〉

.

Odavde vidimo da je polinom Qn ortogonalan na sve polinome stepena ma-
ǌeg od n.

Ispostavǉa se da niz ortogonalnih polinoma u odnosu na teжinsku
funkciju w postoji ako i samo ako su sve moment-determinante

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

C0 C1 · · · Ck−1

C1 C2 · · · Ck

...
...

. . .
...

Ck−1 Ck · · · C2k−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

razliqite od nule. Zaista, ako napixemo uslove ortogonalnosti u ekviva-
lentnom obliku 〈xi, Qk〉 = 0 za i = 0, 1, . . . , k − 1,

〈xk, Qk〉 = K,

onda za koeficijente polinoma

Qk(x) =

k∑

i=0

akx
k

dobijamo sistem jednaqina

Cia0 + Ci+1a1 + · · ·+ Ci+kak = 0, 0 6 i < k,

Cka0 + Ck+1a1 + · · ·+ C2kak = K,

a on ima jedinstveno rexeǌe (ai) upravo ako je ∆k 6= 0. Ovako dobijamo
polinom Qn u obliku

Qn(x) =
1

∆n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

C0 C1 · · · Cn

...
...

. . .
...

Cn−1 Ck · · · C2n−1

1 x · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

U skladu sa ovom jednakox�u, ima smisla uvesti sistem ortogonalnih
polinoma u odnosu na niz

c = (Ci)
N
i=0.

Ovi polinomi zavise samo od niza c, ne i od same teжinske funkcije w.
Ipak, i za niz c postoje izvesna ograniqeǌa.

Posmatrajmo linearni funkcional na skupu realnih polinoma stepena
najvixe m:

αc

(
N∑

i=0

aix
i

)
=

N∑

i=0

Ciai.
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Prirodno se zahteva da vaжi

αc(q) > 0 kad god je q 6= 0, deg q 6 m i q(x) > 0 za x ∈ [a, b].

Za ovakav niz c kaжemo da je pozitivno definitan. Izme�u ostalog, jasno
je da je niz momenata teжinske funkcije pozitivno definitan.

Kaжemo da je polinom Pn =
∑n

i=0 aix
i ortogonalan u odnosu na pozitivno

definitan niz c (2n− 1 6 m 6 N) ako je

αc(x
kPn(x)) =

n∑

i=0

aiCk+i = 0 za k = 0, . . . , n− 1.

Ortogonalni polinomi (kako u odnosu na teжinsku funkciju, tako i u
odnosu na pozitivno definitan niz) su me�usobno povezani rekurentnom
vezom drugog reda.

Teorema 1.1. Ortogonalni polinomi Qk zadovoǉavaju rekurentnu relaciju
oblika

Qk+1(x) = (αkx+ βk)Qk(x)− γkQk−1(x) (1.1)

za neke koeficijente αk, βk, γk ∈ R.

Dokaz. Odaberimo αk tako da Qk+1(x) − αkxQk(x) bude polinom stepena k.
Ovaj polinom se moжe napisati kao linearna kombinacija polinoma
Q0, . . . , Qk:

Qk+1(x)− αkxQk(x) =

k∑

i=0

riQi(x).

Tada za j = 0, 1, . . . , k − 2 vaжi

0 = 〈Qk+1, Qj〉 − αk〈Qk, xQj〉 = 〈Qk+1 − αkxQk, Qj〉

=

k∑

i=0

ri〈Qi, Qj〉 = rj〈Qj , Qj〉,

pa je rj = 0 za j 6 k − 2. Ostaje

Qk+1(x)− αkxQk(x) = rkQk(x) + rk−1Qk−1(x),

pa se moжe uzeti βk = rk i γk = −rk−1. ✷

Ako sve polinome Qk podesimo tako da budu moniqni, vaжi�e αk = 1 za
sve k, pa gorǌa rekurentna veza postaje

Qk+1(x) = (x+ βk)Qk(x)− γkQk−1(x).

Pri tome je

βk =
〈xQk, Qk〉
‖Qk‖2

11



i

γk =
〈xQk−1, Qk〉
‖Qk−1‖2

=
‖Qk‖2

‖Qk−1‖2
> 0.

Me�utim, ne postoji jednostavna eksplicitna formula za ove koeficijente
u opxtem sluqaju.

Vaжi i tvr�eǌe obratno tvr�eǌu teoreme 1.1.

Teorema 1.2. Ako niz polinoma (Qk) zadovoǉava rekurentnu relaciju (1.1)
za neke nizove koeficijenata (αk), (βk) i (γk) takve da je γk > 0 za sve
k, onda postoji teжinska funkcija w ograniqene varijacije u odnosu
na koju su polinomi (Qk) ortogonalni. ✷

Ovo tvr�eǌe je poznato kao Favarova2 teorema (1935), iako se veoma sliqno
tvr�eǌe pojavǉuje i u Stiltjesovim3 radovima o veriжnim razlomcima
nekoliko decenija ranije.

Navodimo tzv. Kristofel4-Darbuov5 identitet.

Teorema 1.3. Ortogonalni polinomi zadovoǉavaju relaciju

n∑

k=0

Qk(x)Qk(t)

‖Qk‖2
=

1

αn‖Qn‖2
· Qn+1(x)Qn(t)−Qn(x)Qn+1(t)

x− t
. (1.2)

Dokaz. Mnoжeǌe relacije (1.1) sa Qk(t) daje

Qk+1(x)Qk(t) = (αkx+ βk)Qk(x)Qk(t)− γkQk−1(x)Qk(t). (1.3)

Zamenom mesta x i t u (1.3) i oduzimaǌem dobijene jednakosti od (1.3)
dobijamo

Qk+1(x)Qk(t)−Qk(x)Qk+1(t) = αk(x− t)Qk(x)Qk(t)

−γk[Qk−1(x)Qk(t)−Qk(x)Qk−1(t)].

Ako ovde oznaqimo

Rk =
Qk+1(x)Qk(t)−Qk+1(t)Qk(x)

αk‖Qk‖2
,

prethodna jednakost nakon deǉeǌa sa αk‖Qk‖2 postaje

(x− t)
Qk(x)Qk(t)

‖Qk‖2
= Rk −Rk−1.

Ostaje samo da se ova jednakost sumira po k. ✷

2Jean Favard (1902-1965), francuski matematiqar
3Thomas Joannes Stieltjes (1856-1894), holandski matematiqar
4Elwin Bruno Christoffel (1829-1900), nemaqki matematiqar i fiziqar
5Jean-Gaston Darboux (1842-1917), francuski matematiqar
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Jox jedno vaжno svojstvo ortogonalnih polinoma je da su sve ǌihove
nule realne i razliqite i me�usobno isprepletane.

Teorema 1.4. Ako sa ξ
(n)
i (i = 1, . . . , n) oznaqimo nule polinoma Qn, onda su

ξ
(n)
i realni brojevi i vaжi

ξ
(n+1)
1 < ξ

(n)
1 < ξ

(n+1)
2 < ξ

(n)
2 < · · · < ξ(n+1)

n < ξ(n)n < ξ
(n+1)
n+1 .

Dokaz. Smatra�emo da su polinomi Qi moniqni.

Koristimo indukciju po n. Baza n = 0 je trivijalna. Pretpostavimo
da tvr�eǌe vaжi za n− 1, tj.

ξ
(n)
1 < ξ

(n−1)
1 < ξ

(n)
2 < · · · < ξ(n−1)

n < ξ
(n)
n+1.

Odavde sledi da su

Qn+1(ξ
(n)
i ) = −γnQn−1(ξ

(n)
i ) i Qn+1(ξ

(n)
i+1) = −γnQn−1(ξ

(n)
i+1)

suprotnog znaka, pa izme�u ξ
(n)
i i ξ

(n)
i+1 postoji nula polinoma Qn+1.

Najzad, Qn+1 ima po jednu nulu u intervalima (−∞, ξ
(n)
1 ) i (ξ

(n)
n ,∞),

jer je

Qn+1(ξ
(n)
n ) < 0 i (−1)n−1Qn+1(ξ

(n)
1 ) < 0,

qime je indukcija zavrxena. ✷

Ispostavǉa se da vaжi i obratno tvr�eǌe: ako su nule dvaju polinoma
Pn i Pn−1 stepena n i n−1 realne i me�usobno isprepletane, onda ovi poli-
nomi pripadaju sistemu ortogonalnih polinoma u odnosu na neku teжinsku
funkciju.

1.2 Klasiqne i Bernxtajn-Segeove teжinske

funkcije

1.2.1 Klasiqne teжinske funkcije

Teжinska funkcija w naziva se klasiqnom ako zadovoǉava diferenci-
jalnu jednaqinu

d

dx
[A(x)w(x)] = B(x)w(x),

gde je B(x) opadaju�i linearan polinom, B(a) > 0 i B(b) < 0 (ako je a,
odnosno b konaqno) i

A(x) =





(b− x)(x− a), |a|, |b| < ∞,

x− a, |a| < b = ∞,

b− x, |b| < −a = ∞,

1, −a = b = ∞.
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Rexeǌe ove diferencijalne jednaqine je

w(x) =
C

A(x)
e
∫ B(x)

A(x)
dx =






(b− x)α(x− a)β , |a|, |b| < ∞,

(x− a)serx, |a| < b = ∞,

(b− x)te−rx, |b| < −a = ∞,

e
∫
B(x)dx, −a = b = ∞,

gde je
B(x) = rx+ q

i

α =
B(b)

b− a
− 1, β = −B(a)

b− a
− 1, s = B(a)− 1 i t = −B(b)− 1.

Ako bez smaǌeǌa opxtosti pretpostavimo da je (a, b) jedan od intervala
(−1, 1), (0,∞), (−∞,∞), za teжinsku funkciju se moжe uzeti

w(x) = (1− x)α(1 + x)β , w(x) = xse−x, w(x) = e−x2

,

pri qemu su α, β, s > −1.

Razmotrimo posebno sluqaj

w(x) = w(α,β)(x) = (1− x)α(1 + x)β, x ∈ [−1, 1].

Iz diferencijalne jednaqine nalazimo da je

B(x) = (β − α)− (α+ β + 2)x.

Odgovaraju�i ortogonalni polinomi P
(α,β)
k (x) se zovu Jakobijevi6 polinomi.

ǋihovi specijalni sluqajevi su (do na mnoжeǌe konstantom):

• za α = β = 0: Leжandrovi7 polinomi Pk(x)

• za α = β = −1
2 : Qebixovǉevi polinomi prve vrste Tk(x);

• za α = β = 1
2
: Qebixovǉevi polinomi druge vrste Uk(x);

• za α = β = λ− 1
2 : Gegenbauerovi8 polinomi Cλ

k (x).

Qebixovǉevi polinomi prve, druge, tre�e i qetvrte vrste, redom, dati
su formulama

Tn(cos θ) = cosnθ, Un(cos θ) =
sin(n+ 1)θ

sin θ
,

Vn(cos θ) =
cos(n+ 1

2)θ

cos 1
2
θ

, Wn(cos θ) =
sin(n+ 1

2 )θ

sin 1
2
θ

(1.4)

i zadovoǉavaju istu rekurentnu vezu:

Pn+1(x) = 2xPn(x)− Pn−1(x),

gde je P bilo koje od slova T, U, V,W .

6Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), nemaqki matematiqar
7Adrien-Marie Legendre (1752-1833), francuski matematiqar
8Leopold Gegenbauer (1849-1903), austrijski matematiqar
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1.2.2 Bernxtajn-Segeove modifikacije

Umesto klasiqnih, mogu da se posmatraju Bernxtajn9-Segeove10 teжinske
funkcije koje se dobijaju deǉeǌem klasiqnih teжinskih funkcija w(α,β)(t)
(|α| = |β| = 1

2
) proizvoǉnim kvadratnim polinomom ρ(t) koji je strogo pozi-

tivan na intervalu [−1, 1]:

w(± 1
2 )(t) =

(1− t2)±
1
2

ρ(t)
i w(± 1

2 ,∓ 1
2 )(t) =

(1− t)±
1
2 (1 + t)∓

1
2

ρ(t)
.

Realan polinom ρ(t) taqnog stepena 2 je pozitivan na intervalu [−1, 1]
ako i samo ako je oblika

ρ(t) = β(β − 2α)t2 + 2δ(β − α)t+ (α2 + δ2),

gde je 0 < α < β (β 6= 2α) i |δ| < β − α. Ova karakterizacija je pokazana u
[9]. Specijalno, za δ = 0 polinom ρ(t) se svodi na

ρ(t) = α2

(
1− 4γ

(γ + 1)2
t2
)
,

gde je α
β = 1

2 (γ + 1).

Prirodno se oqekuje da ortogonalni polinomi π
(± 1

2 )
n i π

(± 1
2 ,∓ 1

2 )
n u odnosu

na Bernxtajn-Segeove teжinske funkcije budu u jednostavnoj vezi sa orto-
gonalnim polinomima za odgovaraju�e klasiqne teжniske funkcije. Za-
ista, ispostavǉa se da vaжi

π(−1/2)
n =

1

2n−1

[
Tn +

2δ

β
Tn−1 +

(
1− 2α

β

)
Tn−2

]
(n > 2),

π(1/2)
n =

1

2n−1

[
Un +

2δ

β
Un−1 +

(
1− 2α

β

)
Un−2

]
(n > 1),

π
( 1
2 ,− 1

2 )
n =

1

2n−1

[
Wn +

2δ

β
Wn−1 +

(
1− 2α

β

)
Wn−2

]
(n > 2),

π
(− 1

2 ,
1
2 )

n (t;α, β, δ) = (−1)nπ
( 1
2 ,− 1

2 )
n (−t;α, β,−δ),

uz zasebne sluqajeve

π
(−1/2)
1 (t) = t+

δ

β − α
i π

( 1
2 ,− 1

2 )
1 (t) = t+

α+ δ

β
.

9Serge� Natanoviq Bernxte�n (1880-1968), ruski/sovjetski matematiqar
10Gábor Szegő (1895-1985), ma�arski matematiqar
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1.3 Numeriqka integracija

Pretpostavimo da treba da izraqunamo integral

∫ b

a

f(x)dx,

gde je f realna neprekidna funkcija na intervalu [a, b]. Smatra�emo bez
smaǌeǌa opxtosti da je [a, b] = [−1, 1].

Navedeni integral moжe da ne bude elementarno izraqunǉiv. Tako�e,
funkcija f moжe da bude zadata samo tabelarno, npr. na osnovu nekih ekspe-
rimenata ili mereǌa. U takvim sluqajevima se mora pribe�i numeriqkoj
integraciji.

Prirodna ideja je da se funkcija f aproksimira polinomom. Jedna
mogu�nost je da to bude Lagranжov11 interpolacioni polinom. Za datu
funkciju f i qvorove x1, x2, . . . , xn ∈ [−1, 1], Lagranжov interpolacioni
polinom pn−1 je jedinstveni polinom stepena najvixe n − 1 koji u taqkama
xi (1 6 i 6 n) uzima vrednosti f(xi). Taj polinom je dat formulom

pn−1(x) =
n∑

i=1

Li(x)f(xi),

gde je

Li(x) =

n∏

j=1
j 6=i

x− xj

xi − xj
. (1.5)

Oqekujemo da je tada

∫ 1

−1

f(x)dx ≈
∫ 1

−1

pn−1(x)dx,

xto daje kvadraturnu formulu, ili skra�eno kvadraturu, reda n:

∫ 1

−1

f(x)dx ≈
n∑

i=1

wif(xi), (1.6)

gde su

wi =

∫ 1

−1

Li(x)dx (1 6 i 6 n)

kvadraturne teжine. Primetimo da vrednosti wi ne zavise od funkcije f ,
ve� samo od qvorova kvadrature xi.

U specijalnom sluqaju kada su qvorovi ravnomerno razmaknuti, tj.

xi+1 = −1 +
2i

n− 1
za i = 0, 1, . . . , n− 1,

11Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), italijansko-francuski matematiqar i astronom
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dobija se ǋutn12-Koutsova13 kvadraturna formula reda n.

Primer 1.1. Razmotrimo ǋutn-Koutsove formule za malo n.

U sluqaju n = 2 je x1 = −1, x2 = 1, L1(x) = 1−x
2 , L2(x) = 1+x

2 i w1 =
w2 = 1, pa tada dobijamo trapeznu formulu

∫ 1

−1

f(x)dx ≈ f(a) + f(b).

U sluqaju n = 3, kada je x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1, dobija se Simpsonovo14

pravilo: ∫ 1

−1

f(x)dx ≈ 1

3
(f(−1) + 4f(0) + f(1)) .

Detaǉnije o ǋutn-Koutsovim formulama moжe se videti u [19].

Kaжemo da kvadratura (1.6) ima algebarski stepen taqnosti k ako je
taqna kad god je f polinom stepena ne ve�eg od k. Jasno je da stepen taq-
nosti formule (1.6) nije maǌi od n− 1. Ipak, uz pogodan izbor qvorova xi,
mogu�e je posti�i da stepen taqnosti bude ve�i od n− 1.

Umesto Lagranжovog, moжe se koristiti Ermitov15 interpolacioni po-
linom. Za date qvorove interpolacije xi i realne vrednosti yi i zi (i =
1, . . . , n), Ermitov interpolacioni polinom p2n−1 je jedinstveni polinom
stepena 2n− 1 takav da je

p2n−1(xi) = yi i p′2n−1(xi) = zi,

i dat je formulom

p2n−1(x) =

n∑

i=1

(yiHi(x) + ziKi(x)) ,

gde su
Hi(x) = Li(x)

2[1− 2L′
i(xi)(x− xi)],

Ki(x) = Li(x)
2(x− xi),

a Li je definisano kao u (1.5).

Pretpostavimo da je f neprekidna i diferencijabilna funkcija na in-
tervalu [−1, 1], i da je teжinska funkcija w pozitivna, neprekidna i inte-
grabilna na (−1, 1). U ovom momentu, qvorove kvadrature xi ne�emo fiksi-
rati. Ako funkciju f aproksimiramo Ermitovim polinomom, u kvadratur-
noj formuli za pribliжno izraqunavaǌe integrala

∫ 1

−1

f(x)w(x)dx

12Isaac Newton (1642-1727), engleski matematiqar, fiziqar i astronom
13Roger Cotes (1682-1716), engleski matematiqar
14Thomas Simpson (1710-1761), engleski matematiqar
15Charles Hermite (1822-1901), francuski matematiqar
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u opxtem sluqaju uqestvova�e izvodi f ′(xi) qije vrednosti nije uvek lako
odrediti. Zaista,

∫ 1

−1

f(x)w(x) ≈
∫ 1

−1

p2n−1(x)w(x)dx

=

n∑

i=1

Wif(xi) +

n∑

i=1

Vif
′(xi),

gde su

Wi =

∫ 1

−1

Hi(x)w(x)dx i Vi =

∫ 1

−1

Ki(x)w(x)dx.

Poжeǉno je da imamo kvadraturnu formulu u kojoj se izvodi ne po-
javǉuju, tj. u kojoj su koeficijenti Vi jednaki nuli. Imamo

Vi =

∫ 1

−1

Li(x)
2(x− xi)w(x)dx = C

∫ 1

−1

πn(x)Li(x)w(x)dx,

gde je C realna konstanta i

πn(x) = (x− x1)(x− x2) · · · (x− xn).

Prema tome, da bi vaжilo Vi = 0 za sve i, dovoǉno je da polinom πn bude
ortogonalan na sve polinome stepena maǌeg od n u odnosu na teжinsku
funkciju w(x). Samim tim, πn �e biti ortogonalan i na polinom Lk jer
je degLk = n − 1, te �e biti Vk = 0. Tako dobijamo Gausovu16 kvadraturnu
formulu: ∫ 1

−1

f(x)w(x)dx ≈ Gn(f) =
n∑

i=1

Wif(xi). (1.7)

1.4 Gausove kvadraturne formule

I u ovom odeǉku smatramo da je interval integracije [−1, 1].

Gausova kvadraturna formula (1.7) ima stepen taqnosti 2n − 1 i to je
jedina kvadratura sa tim svojstvom.

Teorema 1.5. Kvadraturna formula (1.6) ima stepen taqnosti 2n − 1 ako i
samo ako su qvorovi xi nule polinoma Qn u sistemu ortogonalnih
polinoma (Qi)

∞
i=0 u odnosu na teжinsku funkciju w(x).

16Johan Carl Friedrich Gauß (1777-1855), nemaqki matematiqar
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Dokaz. Smer ,,ako” smo ve� dokazali.

Za smer ,,samo ako” dovoǉno je primetiti da za polinom

πn(x) =
n∏

i=1

(x− xi)

vaжi ∫ 1

−1

xmπn(x)dx ≈
n∑

i=1

wix
m
i πn(xi) = 0

za m = 0, 1, . . . , n−1 (jer je stepen polinoma xmπn(x) ne ve�i od 2n−1),
xto upravo znaqi da je polinom πn ortogonalan. ✷

Poxto je Hi(x) = Li(x)
2 − 2L′

i(xi)Li(x)
2(x− xi), integracija sada daje

Wi =

∫ 1

−1

Hi(x)w(x)dx =

∫ 1

−1

Li(x)
2w(x)dx− 2L′

i(xi)Vi =

∫ 1

−1

Li(x)
2w(x)dx.

Odavde je Wk > 0 u (1.7).

Teorema 1.6. (a) Teжine Wi u Gausovoj kvadraturi mogu se izraziti formu-
lom

Wk =
αn

γn
· ‖Qn‖2
Qn−1(xk)Q′

n(xk)
, k = 1, . . . , n,

gde su αi, γi koeficijenti iz rekurentne veze (1.1).

(b)
1

Wk
=

n−1∑

i=0

Qi(xk)
2

‖Qi‖2
.

Dokaz. Ako se u Kristofel-Darbuovoj formuli (1.2) zameni t = xk, a zatim
se dobijena jednakost pomnoжi sa w(x) i integrali na [−1, 1], dobija
se

n∑

i=0

Qi(xk)

‖Qi‖2
∫ 1

−1

Qi(x)w(x)dx =
−Qn+1(xk)

αn‖Qn‖2
∫ 1

−1

Qn(x)

x− xk
w(x)dx,

pa kako je leva strana jednaka 1, odavde je

Wk = − αn‖Qn‖2
Q′

n(xk)Qn+1(xk)
.

Traжena jednakost sledi iz jednakosti Qn+1(xk) = −γnQn−1(xk).

Jednakost (b) dobija se stavǉaǌem x → t = xk u Kristofel-Darbuov
identitet. ✷
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1.4.1 Konstrukcija Gausovih kvadraturnih formula

Prirodno se postavǉa pitaǌe konstrukcije Gausovih kvadratura. Na
prvi pogled, potrebni parametri xi i Wi mogu se dobiti rexavaǌem sis-
tema jednaqina

n∑

i=1

Wix
k
i = Ck za k = 0, 1, . . . , 2n− 1,

gde su Ck momenti teжinske funkcije w. Me�utim, ovakav pristup nije
pogodan, najpre zbog slabe uslovǉenosti ovog sistema - drugim reqima,
male promene ulaznih veliqina (npr. u ovom sluqaju koeficijenata) mogu
da izazovu velike promene u rexeǌu.

Drugaqiji pristup je opisan u [13]. Sistem moniqnih ortogonalnih po-
linoma (Qk)

∞
k=0 zadovoǉava relaciju

Qk+1 = (x− βk)Qk − γkQk−1.

Posmatrajmo sada, umesto moniqnih, ortonormirane polinome

Q̄k =
Qk

‖Qk‖
.

Znamo da je tada
‖Qi‖ =

√
γ0γ1 · · ·γk.

Tako se rekurentna veza za polinome Qk svodi na

√
γi+1Q̄i+1(x) = (x− βi)Q̄i(x)−

√
γiQ̄i−1(x),

pri qemu je

Q̄−1(x) = 0 i Q̄0(x) = C
−1/2
0 .

Prema tome, vektori

~qn(x) =
[
Q̄0(x) Q̄1(x) . . . Q̄n−1(x)

]T

zadovoǉavaju jednakost

x~qn(x) = Jn~qn(x) +
√
γnQ̄n(x)~en,

gde je ~en = [0 . . . 0 1]T i Jn je trodijagonalna simetriqna matrica:

Jn =




β0
√
γ1 0

√
γ1 β1

√
γ2

√
γ2 β2

. . .

. . .
. . .

√
γn−1

0 √
γn−1 βn−1




.
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Matrica Jn je tzv. Jakobijeva matrica.

Primetimo da za qvorove xk vaжi

Jn~qn(xk) = xk~qn(xk),

tj. xk je sopstvena vrednost, a ~qn(xk) sopstveni vektor matrice Jn.

Teжine Wk se tako�e mogu odrediti ako su nam poznati (ortonormirani)
sopstveni vektori v1, . . . , vn matrice Jn koji odgovaraju vrednostima x1, . . . ,
xn, redom. Zaista, znamo da je

1

Wk
=

n−1∑

i=0

Q̄i(xk)
2 = ~qn(xi)

T ~qn(xi);

pri tome je
~qn(xk) = αvk

za neko α ∈ R koje se moжe odrediti posmatraǌem posledǌe koordinate:

Q̄n(xk) = ~qn(xk)
T · en = αvTk · en.

Na ovaj naqin, problem odre�ivaǌa parametara Gausove kvadrature se
svodi na nalaжeǌe sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora simetriqne
trodijagonalne matrice, npr. QR-algoritmom.

1.5 Konvergencija kvadraturnih formula

Posmatrajmo niz kvadraturnih formula

I(f) =

∫ b

a

f(x)w(x)dx = Kn(f) +Rn(f), n = 1, 2, . . . ,

gde je

Kn(f) =

n∑

i=1

A
(n)
k f(x

(n)
k ). (1.8)

Ovde su x
(n)
i qvorovi takvi da je

a 6 x
(n)
1 6 x

(n)
2 6 · · · 6 x(n)

n 6 b,

a A
(n)
k odgovaraju�i teжinski koeficijenti.

Numeriqka integracija gubi smisao ako se ne moжemo nadati konvergen-
ciji niza Kn(f). Zato je vaжno ispitati pod kojim uslovima ostatak Rn(f)
teжi nuli, tj. kada vaжi

lim
n→∞

Kn(f) = I(f). (1.9)

Podsetimo se slede�eg osnovnog tvr�eǌa iz funkcionalne analize, poz-
natog i kao princip uniformne ograniqenosti.
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Teorema 1.7 (Banah17-Xtajnhaus18). Neka je X Banahov prostor, Y normiran
prostor, a F neka familija ograniqenih linearnih operatora iz X u
Y . Ako za svako x ∈ X vaжi supA∈F ‖Ax‖ < ∞, onda je

sup
A∈F

‖A‖ < ∞. ✷

Drugim reqima, ako je familija ograniqenih operatora ograniqena u
svakoj taqki, onda je ona uniformno ograniqena.

Teorema 1.8. Potreban i dovoǉan uslov da jednakost (1.9) vaжi za svaku ne-
prekidnu funkciju f na intervalu [a, b] je da (1.9) vaжi kad god je f
polinom, i da pritom postoji konstanta M > 0 takva da je

n∑

i=1

|A(n)
i | 6 M za svako n ∈ N.

Dokaz. Jednakox�u (1.8) zadat je linearan funkcional Kn. Ovaj funkcional
je ograniqen na prostoru C[a, b] jer je

|Kn(f)| 6
n∑

i=1

|A(n)
i | · |f(x(n)

i )| 6
n∑

i=1

|A(n)
i | · ‖f‖ = M‖f‖,

gde je
‖f‖ = ‖f‖∞ = max

a6x6b
|f(x)|.

Prema tome,

|Kn(f) 6 ‖Kn‖ · ‖f‖ za svako f ∈ C[a, b], (1.10)

pri qemu je

‖Kn‖ 6

n∑

i=1

|A(n)
i |.

Da bismo taqno odredili normu ‖Kn‖, izaberimo funkciju g ∈ C[a, b]
takvu da je

(i) g(x
(n)
i ) = sgnA

(n)
i za svako i;

(ii) g je linearna na [x
(n)
i , x

(n)
i+1];

(iii) g je konstantna na [a, x
(n)
1 ] i [x

(n)
n , b].

Tada je ‖g‖ = 1 i

Kn(g) =

n∑

i=1

A
(n)
i sgn A

(n)
i =

n∑

i=1

|A(n)
i |,

17Stefan Banach (1892-1945), poǉski matematiqar
18W ladys law Hugo Dionizy Steinhaus (1887-1972), poǉski matematiqar
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pa iz (1.10) za f ≡ g dobijamo ‖Kn‖ >
∑n

i=1 |A
(n)
i |, te je zapravo

‖Kn‖ =

n∑

i=1

|A(n)
i |.

Kako je skup polinoma svuda gust u C[a, b], tvr�eǌe teoreme sledi na
osnovu Banah-Xtajnhausove teoreme. ✷

Posledica. Ako su teжinski koeficijenti A
(n)
i nenegativni za sve n i i

(1 6 i 6 n), onda jednakost (1.9) vaжi za svako f ∈ C[a, b] ako i samo
ako vaжi za svaki polinom.

Dokaz. Zamenom f(x) ≡ 1 u (1.9) dobijamo

n∑

i=1

A
(n)
i = b− a,

pa je uslov prethodne teoreme ispuǌen za M = b − a, xto zavrxava
dokaz. ✷

Iz prethodnog odmah sledi da Gausove kvadraturne formule konvergi-
raju ka I(f).

S druge strane, uslovi tvr�eǌa nisu zadovoǉeni u sluqaju ǋutn-Kouts-
ovih formula, jer su u ǌima za n > 8 neki od teжinskih koeficijenata nega-
tivni. U slede�em primeru iz [47], vrednosti koje nam daju ǋutn-Koutsove
formule zapravo divergiraju - ovo ponaxaǌe je poznato pod imenom Rungeov
fenomen.

Primer 1.2. Pri pokuxaju numeriqkog izraqunavaǌa integrala

I =

∫ 5

−5

dx

1 + x2
(1.11)

primenom ǋutn-Koutsovih formula sa n qvorova, ravnomerno raz-
maknutih u intervalu [−5, 5], dobijaju se rezultati In dati tabelom
1.1.

Videli smo da ǋutn-Koutsove kvadrature daju vrednosti integrala
Lagranжovog interpolacionog polinoma pn(x) stepena n za funkciju f
sa qvorovima x0, . . . , xn. Me�utim, ispostavǉa se da Lagranжovi in-
terpolacioni polinomi ne obezbe�uju dobru aproksimaciju funkcije
f(x) = 1

1+x2 u ovom primeru: vaжi

lim
n→∞

max
−56x65

|f(x)− pn(x)| = ∞.

Ovo svojstvo je posledica ponaxaǌa funkcije f(x) u kompleksnoj ravni
- van intervala integracije [a, b] = [−5, 5]. Naime, ako je f analitiqka
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Tabela 1.1: Vrednosti dobijene izraqunavaǌem integrala (1.11) ǋutn-
Koutsovom formulom sa n qvorova.

n In

1 0,38462
2 6,79487
3 2,08145
4 2,37401
5 2,30769
6 3,87045
7 2,89899
8 1,50049
9 2,39862
10 4,67330
11 3,24477
12 −0,31294
13 1,91980
14 7,89954
15 4,15556

funkcija u oblasti D u kompleksnoj ravni u qijoj se strogoj unutrax-
ǌosti nalazi interval integracije, pokazuje se da vaжi

f(x)− pn(x) =
1

2iπ

∫

C

f(z)

z − x

n∏

j=0

x− xj

z − xj
dz,

gde je C granica oblasti D. Specijalno, ako se uzme r > |b− a| i
D = {z | (∃t ∈ [a, b])|z − t| 6 r},

a M = maxz∈D |f(z)|, odavde sledi

|f(x)− pn(x)| 6
(
r +

b− a

π

)
M ·

(
b− a

r

)n+1

,

xto teжi nuli kada n → ∞. Dakle, pod ovim uslovima niz polinoma
pn ravnomerno konvergira ka funkciji f , pa i ǋutn-Koutsove kvadra-
ture konvergiraju.

Za funkciju f(x) = 1
1+x2 ovi uslovi ne mogu biti zadovoǉeni: ona ima

polove, tj. nije analitiqka u oblasti D ni za jedno r > |b− a| = 10.

1.6 Generisaǌe pozitivnih kvadratura

Za kvadraturnu formulu
∫ b

a

f(x)w(x)dx =
n∑

i=1

dif(xi)
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kaжemo da je pozitivna ako su ǌene teжine di pozitivne.

U odeǉku 1.5 smo videli da pozitivne kvadrature obezbe�uju konver-
genciju kada n → ∞, xto nam je veoma vaжno. Pozitivnim kvadraturnim
formulama se bavio Perstorfer u svom radu [27]. U ovom odeǉku bi�e
prikazani neki od ǌegovih rezultata. Ovde bez smaǌeǌa opxtosti sma-
tramo da je interval integracije (a, b) = (−1, 1).

Razume se da �e u opxtem sluqaju kvadratura

∫ 1

−1

f(x)w(x)dx =

n∑

i=1

dif(xi),

gde su
−1 < x1 < · · · < xn < 1,

imati maǌi stepen taqnosti od Gausove. Zva�emo je (2n− 1−m,n, w)-kvad-
raturom ako je taqna za sve polinome f stepena ne ve�eg od 2n− 1−m.

Kaza�emo da polinom Pn stepena n generixe (2n−1−m,n, w)-kvadraturu
ako Pn ima n jednostrukih nula x1 < · · · < xn u intervalu (−1, 1) i kvadra-
tura maksimalne taqnosti sa ovim qvorovima ima taqnost bar 2n− 1−m.
Poznato je da polinom Pn generixe (2n− 1−m,n, w)-kvadraturu ako i samo
ako je ortogonalan na sve polinome stepena ne ve�eg od n− 1−m.

Polinomu qn taqnog stepena n pridruжi�emo polinom q
[1]
n−1 dat izrazom

q
[1]
n−1(x) =

∫ 1

−1

qn(x)− qn(y)

x− y
w(y)dy.

Polinom q
[1]
n−1 ima taqan stepen n−1. Tada su teжine di u gorǌoj kvadraturi

date formulama

di =

∫ 1

−1

Pn(x)

(x− xi)P ′
n(xi)

w(x)dx =
P

[1]
n−1(xi)

P ′
n(xi)

,

gde je

Pn(x) =

n∏

i=1

(x− xi).

Prema tome, pozitivnost teжina di je ekvivalentna isprepletanosti nula

polinoma Pn i P
[1]
n−1.

Lako se proverava da je

P
[1]
n−1(x) = αc

(
Pn(x)− Pn(y)

x− y

)
,

gde je

αc

(
N∑

i=0

aix
i

)
=

N∑

i=0

Ciαi,
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a Ci su momenti teжinske funkcije w. Ovi polinomi P
[1]
n zadovoǉavaju

rekurentnu vezu sa koeficijentima pomerenim za jednu poziciju:

P
[1]
−1(x) = 0, P

[1]
0 (x) = 1

i
P

[1]
n+1(x) = (x− βn+1)P

[1]
n (x)− γn+1P

[1]
n−1(x).

Ponavǉaǌem ovog postupka mogu da se uvedu i nizovi polinoma

P [k]
n =

(
P [k−1]
n

)[1]

za svako k > 1. Oni oqigledno zadovoǉavaju veze

P
[k]
−1(x) = 0, P

[k]
0 (x) = 1

i
P

[k]
n+1(x) = (x− βn+k)P

[k]
n (x)− γn+kP

[k]
n−1(x).

Ovi polinomi su u me�usobnoj vezi:

P
[k]
n+1 = (x− βk+1)P

[k+1]
n − γk+2P

[k+2]
n−1 .

Tako�e, za 2j 6 n vaжi

P [k]
n = A · P [k]

n−j −B · P [k]
n−j−1 ⇐⇒ A = P

[n+k−j]
j , B = γn+k−jP

[n+k+1−j]
j−1 .

Pokazuje se da vaжi

Pn−1P
[1]
n−1 − PnP

[1]
n−2 = γ1γ2 · · ·γn−1,

xto s obzirom na isprepletanost nula polinoma Pn i Pn−1 daje tako�e

isprepletenost nula Pn i P
[1]
n−1. Xtavixe, nule polinoma P

[k]
n su realne i

isprepletane, kako sa nulama P
[k]
n−1, tako i sa nulama P

[k+1]
n−1 .

Teorema 1.9. Neka su m,n ∈ N0, m 6 n, i neka je Pn moniqan polinom stepena
n. Slede�a tvr�eǌa su ekvivalentna:

• Pn generixe pozitivnu (2n− 1−m,n, w)-kvadraturu;

• Pn je ortogonalan polinom u odnosu na neki pozitivno definitni
niz (Ci)

2n−1
i=0 takav da je

Ci =

∫ 1

−1

xiw(x)dx za i = 0, . . . , 2n− 1−m;

• Pn se je qlan nekog niza datog uslovima P−1 = 0, P0 = 1 i rekurent-
nim vezama

Pi+1(x) = (x− β′
i)Pi(x)− γ′

iPi−1(x),

pri qemu je

γ′
i > 0, β′

i = βi za i 6 n− [m+1
2 ] i γ′

i = γi za i 6 n− [m2 ],

i jox Pi(1) > 0 i (−1)iPi(−1) > 0;
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• ako je k = [m+1
2

], postoje moniqni polinomi qk i gk−1 stepena k i
k−1 qije su nule u (−1, 1), jednostruke i me�usobno isprepletane,
takvi da je

Pn = gkπn−k − γn−kgk−1πn−k−1,

pri qemu je

γ′
n−i > 0, γ′

n−i = γn−i za m = 2i− 1,

i jox Pn(1) > 0 i (−1)nPn(−1) > 0. ✷

1.7 Gaus-Kronrodove kvadraturne formule

Jedan naqin da se proceni grexka Rn(f) u Gausovoj kvadraturi je da se
posmatraju dve formule, sa m i n qvorova (m > n) i da se uzme

|Rn(f)| ≈ |Gn(f)− Gm(f)|.

Nedostatak ove ocene je potreba za izraqunavaǌem vrednosti funkcije u
relativno velikom broju novih qvorova da bi se dobila prihvatǉiva ocena
Rn. Npr. za m = n+1 potrebno je izraqunati vrednosti funkcije f u n+1
novih qvorova samo da bi se dobila kvadratura Gn+1 taqnosti 2n+1 umesto
2n − 1. Odavde proistiqe potreba za uvo�eǌem optimalnih kvadraturnih
formula u kojima su neki od qvorova unutar intervala integracije fik-
sirani. Ovaj sluqaj je razmatrao Kronrod19 (1964).

Posmatrajmo Gausovu kvadraturu

∫ b

a

f(x)w(x)dx =

n∑

i=1

Aif(xi) +Rn(f) (1.12)

koja ima algebarski stepen taqnosti 2n − 1. ǋeni qvorovi su nule orto-
gonalnog polinoma Qn. Pretpostavimo da traжimo kvadraturu sa ve�im
stepenom taqnosti koja koristi sve vrednosti funkcije koje su korix�ene
i u (1.12). To bi bila kvadratura oblika

∫ b

a

f(t)w(t)dt =

n∑

i=1

Bif(xi) +

m∑

j=1

Cjf(x
∗
j ) +R′

n(f) (1.13)

sa m novih qvorova x∗
j . Treba odrediti ovih m novih qvorova i n + m

teжina Bi (i = 1, . . . , n) i Cj (j = 1, . . . , m) tako da stepen taqnosti formule
(1.13) bude maksimalan. To daje ukupno n+2m nepoznatih, pa oqekujemo da
maksimalan stepen taqnosti bude n+2m−1. Da bismo poboǉxali Gausovu
kvadraturu (1.12), mora da vaжi n+ 2m− 1 > 2n− 1, tj. m > [n2 ] + 1.

19Aleksandr Sem�noviq Kronrod (1921-1986), sovjetski matematiqar i informatiqar
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Posmatrajmo polinom

Q∗
m(x) =

m∏

i=1

(x− x∗
i ).

Neka je f proizvoǉan polinom stepena ne ve�eg od n + 2m − 1. Postoje
polinomi g(x) i h(x) takvi da je

f(x) = Qn(x)Q
∗
m(x) · g(x) + h(x), (1.14)

i deg h 6 n +m− 1 (tada je i deg g 6 m− 1). Kako u (1.13) imamo R′
n(h) = 0,

zamenom (1.14) u (1.13) sledi da formula (1.13) ima stepen taqnosti n+2m−1
ako i samo ako je polinom

Qn(x)Q
∗
m(x)

ortogonalan na svaki polinom g stepena ne ve�eg od m − 1. Ovo se svodi
na uslove ∫ b

a

xkQn(x)Q
∗
m(x)w(x)dx za k = 0, 1, . . . , m− 1.

Ispostavǉa se da ovaj sistem uslova moжe biti ispuǌen samo za m > n+1.

Od interesa je sluqaj m = n + 1. U tom sluqaju odgovaraju�i polinom
Q∗

n+1 je tzv. Stiltjesov (moniqan) polinom, a novi qvorovi x∗
i su ǌegove

nule. Dobijena formula

∫ b

a

f(t)w(t)dt = Qn(f) +Rn(f), (1.15)

gde je

Qn(f) =

n∑

i=1

Wif(xi) +

n+1∑

i=1

W ∗
i f(x

∗
i ),

zove se Gaus-Kronrodova kvadraturna formula. Ove formule je u [17, 18]
uveo Kronrod sa ciǉem procene grexke u Gausovim kvadraturama.

Stepen taqnosti Gaus-Kronrodove kvadraturne formule Qn je d > 3n+1.
Oqigledna prednost upotrebe ove kvadrature u odnosu na Gausovu kvadra-
turu Gn+1 je xto sada (uz pretpostavku da nam je Gausova kvadratura Gn poz-
nata) izraqunavaǌem n+1 novih vrednosti funkcije f dobijamo kvadraturu
taqnosti bar 3n+ 1.

Me�utim, glavni problem je xto Gaus-Kronrodove kvadrature ne pos-
toje za svaku teжinsku funkciju. Naime, za razliku od ortogonalnih poli-
noma, nule Stiltjesovih polinoma Q∗

n+1 ne moraju da budu ni realne, a ni
sadrжane u intervalu [a, b].

Sege je dokazao u [48] da Gaus-Kronrodove formule postoje za Gegen-

bauerove teжinske funkcije w(x) = (1− x2)λ−
1
2 na intervalu [−1, 1] kad god

je 0 6 λ 6 2. S druge strane, Perstorfer i Petras su dokazali u [29] da za
λ > 3 i dovoǉno veliko n ovakve pozitivne formule ne postoje.
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Kronrod se prvo bavio sluqajem teжinske funkcije w(x) = 1 na inter-
valu [−1, 1]. Mada je tada formula (1.15) taqna za sve polinome f stepena ne
ve�eg od 3n+1, ispostavǉa se da je za parno n algebarski stepen taqnosti
formule zapravo 3n+ 2.

Tako�e se postavǉa pitaǌe kako efikasno konstruisati polinome Q∗
n+1.

Za w(x) = 1, odgovaraju�e polinome Q∗
n+1 je jox 1894. godine razmatrao

Stiltjes, koji je dokazao da je za n > 1

1

κn(x)
= Q∗

n+1(x) +
∞∑

i=1

ai
xi

za neke ai ∈ R,

gde je κn Leжandrova funkcija druge vrste. Funkcija y(x) = κn(x) zadovo-
ǉava Leжandrovu diferencijalnu jednaqinu

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0

i ima oblik

κn(x) = A(x) ln
1 + x

1− x
+B(x),

gde su A i B redom polinomi stepena n i n− 1.

Monegato se u [20, 21] bavio pozitivnox�u Kronrodovih formula u op-
xtem sluqaju i dokazao da su u sluqaju w(x) = 1 koeficijenti Wi i W ∗

i u
(1.15) pozitivni.

U sluqaju teжinskih funkcija w(x) = (1− x2)−1/2 i w(x) = (1− x2)1/2 na
intervalu (a, b) = (−1, 1), Monegato je dokazao da su stepeni taqnosti redom
4n− 1 i 4n+ 1. Pri tome, u sluqaju w(x) = (1− x2)1/2 vaжi

Q∗
n+1(x) =

1

2n
Tn+1(x),

gde je Tn Qebixovǉev polinom prve vrste (1.4). U tom sluqaju je

∫ 1

−1

f(x)(1− x2)1/2dx =
π

2(n+ 1)

2n+1∑

i=1

(1− x2
i )f(xi) +R2n+1(f),

gde su

xk = cos
kπ

2(n+ 1)
za k = 1, . . . , 2n+ 1.

Zanimǉivo je (videti [8]) da je jox Skuq20 u [39] (1894) ukazao na mogu�-
nost dobijaǌa formule stepena taqnosti 3n + 1 dopunom Gausove kvadra-
ture sa n + 1 qvorova. On je tako�e naveo da se stepen taqnosti Gausove
kvadrature ne moжe popraviti umetaǌem maǌe od n + 1 qvorova, xto je
kasnije dokazao Monegato u [22]. Skuq je svoju tvrdǌu potkrepio nume-

riqkim izraqunavaǌem integrala
∫ 1

−1
dx
x+3 = ln 2 na 11 decimala. Nepoznato

je da li je Stiltjes znao za ovaj rad; tek, u svom posledǌem pismu Er-
mitu, on je razmatrao ortogonalne polinome u odnosu na teжinske funkcije
promenǉivog znaka, koji zaista imaju veze sa Kronrodovim kvadraturama,
ali same kvadrature nije pomiǌao.

20Rudolf Skutsch (1870-1929), nemaqki inжeǌer
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1.8 Ocena grexke u kvadraturi

Videli smo da se pri numeriqkoj integraciji javǉa grexka - ostatak
kvadraturne formule Rn(f):

∫ b

a

f(x)w(x)dx =

n∑

i=1

Aif(xi) +Rn(f).

Grexka se tako�e javǉa pri izraqunavaǌu sume

n∑

i=1

Aif(xi),

ali ona zavisi od taqnosti izraqunavaǌa.

U ovom odeǉku ukratko �e biti prikazane dve metode za ocenu ostatka
kvadrature. Prva metoda je primenǉiva na neprekidno-diferencijabilne
funkcije, a drugi na analitiqke funkcije.

Primetimo za poqetak da je Rn linearan funkcional definisan na nekoj
klasi integrabilnih funkcija.

1.8.1 Neprekidno diferencijabilne funkcije

Teorema 1.10 (Peano21). Pretpostavimo da je Rn(f) = 0 za svaki polinom f

stepena ne ve�eg od m. Tada za svaku funkciju f ∈ Cm+1[a, b] vaжi

Rn(f) =

∫ b

a

Km(t)fm+1(t)dt, (1.16)

gde je

Km(t) =
1

m!
Rn(u) (1.17)

i

u(x) = (x− t)m+ =

{
(x− t)m, za x > t,

0, za x < t.
(1.18)

Dokaz. Poznato nam je da se ostatak Em u Tejlorovom22 razvoju

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + · · ·+ 1

m!
f (m)(a)(x− a)m + Em

moжe napisati u obliku

Em =
1

m!

∫ x

a

f (m+1)(t)(x− t)mdt =
1

m!

∫ b

a

f (m+1)(t)(x− t)m+dt.

21Giuseppe Peano (1858-1932), italijanski matematiqar
22Brook Taylor (1685-1731), engleski matematiqar
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Odavde sledi

Rn(f) =

m∑

i=0

1

i!
f (i)(a)Rn

(
(x− a)i

)
+

1

m!
Rn

(∫ b

a

f (m+1)(t)(x− t)m+dt

)

=
1

m!

∫ b

a

f (m+1)(t)Rn(u)dt

nakon zamene mesta integrala i operatora Rn, jer je Rn

(
(x− a)i

)
= 0.

Time je dokaz zavrxen. ✷

Funkcija Km(t) se naziva Peanovo jezgro za funkcional Rn. Jednakost
(1.17) se moжe zapisati kao

m!Km(t) =

∫ b

a

(x− t)m+w(x)dx−
∑

xk>t

Ak(xk − t)m,

uz oznaku (1.18). U sluqaju w(x) ≡ 1 to se svodi na

m!Km(t) =
(b− t)m+1

m+ 1

∑

xk>t

Ak(xk − t)m.

Posledica. Ako jezgro Km ne meǌa znak na intervalu [a, b], onda je

Rn(f) =
f (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
Rn

(
xm+1

)

za neko ξ ∈ (a, b).

Dokaz. Po teoremi o sredǌoj vrednosti, iz (1.16) sledi da je

Rn(f) = f (m+1)(ξ)

∫ b

a

Km(t)dt

za neko ξ ∈ (a, b). S druge strane, ubacivaǌe funkcije g(x) = xm+1 u
(1.16) umesto funkcije f daje

Rn(x
m+1) = (m+ 1)!

∫ b

a

Km(t)dt.

Kombinovaǌem ove dve jednakosti sledi tvr�eǌe. ✷

Primer 1.3. Odredimo ostatak u trapeznoj formuli: imamo n = 2, m = 1 i

R2(f) =

∫ b

a

f(x)dx− b− a

2
(f(a) + f(b)).

U ovom sluqaju je

K1(t) =

∫ b

a

(x− t)+dx− b− a

2
((a− t)+ + (b− t)+) =

1

2
(a− t)(b− t) 6 0.
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Sada posledica teoreme 1.10 daje

R2(f) =
1

2
f ′′(ξ)R2(x

2) = −(b− a)3

12
f ′′(ξ)

za neko ξ ∈ (a, b).

1.8.2 Analitiqke funkcije

Neka je sada f funkcija u kompleksnoj ravni koja je regularna u disku
|z| < 1 i neprekidna na Γ = {z | |z| = 1}. Ovakve funkcije qine Hilbertov23

prostor L2 sa skalarnim proizvodom

〈f, g〉 = 1

2π

∮

Γ

f(z)g(z)ds,

gde je s element duжine krive Γ. U ovom prostoru sistem funkcija (zn)∞n=0

je ortonormiran jer je

〈zm, zn〉 = 1

2π

∮

Γ

zmz̄nds =

{
1, m = n,
0, m 6= n,

pa tako za normu funkcije

g(z) =

∞∑

i=0

aiz
i

vaжi

‖g‖22 = 〈g, g〉 =
∞∑

k=0

|ak|2.

Pretpostavǉamo da je

−1 < a < b < 1 i − 1 < xk < 1 za k = 1, . . . , n.

Teorema 1.11. Norma funkcionala Rn zadovoǉava nejednakost

‖Rn‖2 6

( ∞∑

k=0

∣∣Rn(z
k)
∣∣2
)1/2

.

Dokaz. Poxto je po Koxijevoj24 formuli (zbog dξ = 2ξds)

f(z) =
1

2iπ

∮

Γ

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2π

∮

Γ

f(ξ)

1− zξ
ds,

sledi

Rn(f) =
1

2π

∮

Γ

f(ξ)Rn

(
1

1− zξ

)
ds.

23David Hilbert (1862-1943), nemaqki matematiqar
24Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematiqar i fiziqar

32



Odavde po Koxi-Xvarcovoj25 nejednakosti imamo

|Rn(f)|2 6
1

4π2

∮

Γ

|f(ξ)|2ds
∮

Γ

∣∣∣∣Rn

(
1

1− zξ

)∣∣∣∣ ds. (1.19)

Kako je

A = Rn

(
1

1− zξ

)
=

∞∑

k=0

Rn(z
k)ξ̄k,

imamo

K2 =
1

4π2

∮

Γ

|Q|2ds =
1

2π
‖Q‖22 =

1

2π

∞∑

k=0

∣∣Rn(z
k)
∣∣2 .

Tako se (1.19) svodi na

|Rn(f)|2 6
1

2π
‖f‖22 · 4π2 ·K2,

odakle sledi tvr�eǌe. ✷

Ako posmatramo f kao funkciju u prostoru Xr (r > 1) analitiqkih
funkcija unutar diska Dr = {z ∈ C | |z| 6 r} za koje vaжi |f |r < ∞, gde
je

|f |r = sup{|ak|rk | k ∈ N0,Rn(t
k) 6= 0},

onda �e na sliqan naqin Rn biti linearan funkcional na prostoru Xr sa
polunormom | · |r. Norma tog funkcionala �e biti

‖Rn‖ =

∞∑

k=0

|Rn(t
k)|

rk
,

tako da je
|Rn(f)| 6 ‖Rn‖ · |f |r,

Onda kada je veliqinu |f |r texko izraqunati, umesto ǌe moжe da se uzme
norma u L2 ili L∞. Zaista,

|f |r 6 ‖f‖2 =
1√
2πr

(∫

|z|=r

|f(z)|2|dz|
)1/2

,

|f |r 6 ‖f‖∞ = max
|z|=r

|f(z)|.

U sluqaju Gaus-Kronrodovih kvadratura, ako qlanovi niza

Rn(t
k), k = 0, 1, 2, . . .

ne meǌaju znak, ova norma se svodi na

‖Rn‖ = r

∣∣∣∣
1

πn(r)π∗
n+1(r)

∫ 1

−1

πn(t)π
∗
n+1(t)

r − t
w(t)dt

∣∣∣∣ .

25Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), nemaqki matematiqar
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Ako se |f |r zameni sa |f |∞, ova ocena se moжe dobiti i pomo�u konturnih
integrala. Neka je Γ prosta zatvorena kriva u kompleksnoj ravni koja
okruжuje ceo interval [−1, 1], a D ǌena unutraxǌost. Ako je funkcija f
analitiqka u D i neprekidna u D, onda je

Rn(f) =
1

2πi

∫

Γ

Kn(z)f(z)dz,

gde je jezgro Kn dato formulom

Kn(z) =
1

πn(z)π∗
n+1(z)

∫ 1

−1

πn(t)π
∗
n+1(t)

z − t
w(t)dt.

Tako dobijamo ocenu grexke

|Rn(f)| 6
ℓ(Γ)

2π

(
max
z∈Γ

|Kn(z)|
)
‖f‖∞,

gde je sa ℓ(Γ) oznaqena duжina krive Γ.

Za krivu Γ qesto se uzima:

• kruжnica Cr = {z ∈ C | |z| = r} sa polupreqnikom r > 1, ili

• elipsa Eρ sa жiжama u taqkama ±1 i zbirom poluosa ρ > 1:

Eρ =

{
z ∈ C | z =

1

2

(
ρeiθ + ρ−1e−iθ

)
, 0 6 θ 6 2π

}
.
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Glava 2: Skra�ene usredǌene

gausovske kvadrature

2.1 Uvod

Neka je dσ (nenegativna) mera i neka je [a, b] najmaǌi zatvoreni interval
koji sadrжi nosaq mere dσ, pri qemu je −∞ 6 a < b 6 ∞. Pretpostavǉamo
da distributivna funkcija σ ima beskonaqno mnogo taqaka rasta u ovom
intervalu. Ako je σ apsolutno neprekidna funkcija, onda je

dσ(x) = w(x) dx

na nosaqu supp(dσ), gde je w(x) > 0 teжinska funkcija.

Sa Pk oznaqavamo skup svih polinoma stepena najvixe k i uvodimo kvad-
raturnu formulu

Qn[f ] =
n∑

j=1

ωjf(xj)

sa razliqitim realnim qvorovima x1 < x2 < · · · < xn i realnim teжinama
ωj. Neka je m ceo broj takav da je 0 6 m 6 n. Za kvadraturu Qn kaжamo da
je (2n−m− 1, n, dσ)-kvadratura ako za ostatak Rn[f ], dat sa

∫
f(x) dσ(x) = Qn[f ] +Rn[f ],

vaжi Rn[f ] = 0 za sve f ∈ P2n−m−1. Tada kaжemo da kvadratura Qn ima alge-
barski stepen taqnosti 2n−m−1. Ako su pri tom sve kvadraturne teжine ωj

pozitivne, kaжemo da je Qn pozitivna (2n−m− 1, n, dσ)-kvadratura. Daǉe,
kaжemo da polinom

tn =
n∏

j=1

(x− xj)

generixe (2n−m− 1, n, dσ)-kvadraturu sko su ǌegove nule xj realne i jed-
nostruke i postoji (2n−m− 1, n, dσ)-kvadratura sa qvorovima x1, x2, . . . , xn.
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Kvadraturu zovemo unutraxǌom ako su svi ǌeni qvorovi u zatvorenom
intervalu [a, b]. Qvorove van intervala [a, b] zovemo spoǉaxǌim.

Poznato je da se Gausova kvadraturna formula sa ℓ qvorova pridruжena
meri dσ moжe predstaviti realnom simetriqnom ℓ× ℓ trodijagonalnom ma-
tricom JG

ℓ (dσ) odre�enom koeficijentima u rekurentnim relacijama prvih
ℓ ortogonalnih polinoma u odnosu na meru dσ; videti npr. [7] ili dole.

Spalevi� [40] je predloжio da se matrica JG
ℓ (dσ) dopuni ǌenom vode�om

trodijagonalnom podmatricom (ℓ− 1)× (ℓ− 1) preslikanom odozgo nadole i
zdesna nalevo. Tako dobijena simetriqna trodijagonalna matrica J2ℓ−1,ℓ−1

reda 2ℓ − 1 odre�uje kvadraturnu formulu sa (2ℓ− 1) qvorova poznatu kao
uopxtena usredǌena gausovska kvadratura. Spalevi� je u [41] pokazao da
ovakve kvadraturne formule mogu da daju maǌu kvadraturnu grexku od
nekih drugih formula istog algebarskog stepena taqnosti. Ovo qini uop-
xtene usredǌene gausovske kvadrature privlaqnim za korix�eǌe onda kada
se vrednosti integranda mogu jednostavno izraqunati u qvorovima, ali je
komplikovano odrediti momente koji odre�uju Gausovu kvadraturu.

Jedna primena uopxtenih usredǌenih gausovskih kvadratura u prob-
lemima ove vrste pokazana je u [35], gde su ove kvadrature korix�ene u
oceni nekih bitnih veliqina u analizi mreжa. U navedenom sluqaju, od-
re�ivaǌe svake vrste i kolone matrice JG

ℓ (dσ) zahteva mnoжeǌe vektora
matricom incidencije koja odre�uje graf. Ovakva mnoжeǌa iziskuju ve-
liki broj operacija ako je matrica incidencije velika.

Gauqi je u [7, poglavǉe 2.2], a tako�e i u [5], opisao jox neke primene u
sluqajevima kada koeficijenti u rekurentnim vezama za ortogonalne poli-
nome u odnosu na meru dσ nisu poznati u eksplicitnom obliku, tako da bi
se morali pribliжno izraqunati kako bi se odredile Gausove kvadrature.
On je predloжio prevazilaжeǌe ovog problema diskretizacijom mere dσ.
Tada se ovi koeficijenti mogu pribliжno izraqunati Stiltjesovom me-
todom za ovu diskretnu meru. Ipak, ovakva izraqunavaǌa mogu da budu
komplikovana, naroqito ako je жeǉena Gausova kvadratura vixeg stepena,
a diskretizacija finija. U tom sluqaju, korix�eǌe uopxtenih usredǌenih
gausovskih kvadratura umesto uobiqajenih Gausovih moжe da ima prednost,
jer one za isti skup dostupnih koeficijenata u rekurentnim vezama qesto
daju ve�u taqnost; neki primeri su pokazani u odeǉku 2.5.

U ovoj glavi �emo opisati proxireǌa Gausovih formula u vidu uop-
xtenih usredǌenih gausovskih kvadraturnih formula uvedenih u [40]. U
odeǉku 2.2 razmatra se proxireǌe realne simetriqne trodijagonalne ℓ× ℓ
matrice JG

ℓ (dσ), pridruжene Gausovoj kvadraturi sa ℓ qvorova u odnosu na
meru dσ, do realne simetriqne trodijagonalne matrice Jk+ℓ,k reda k + ℓ
dodavaǌem proizvoǉne realne simetriqne trodijagonalne matrice reda k.
Sliqno uopxtenim usredǌenim gausovskim formulama koje je uveo Spale-
vi� u [40], i ova proxireǌa mogu da daju maǌu kvadraturnu grexku nego
gausovske kvadrature sa ℓ qvorova od kojih su nastale.

Odeǉak 2.3 se bavi mogu�im postojaǌem spoǉaxǌih qvorova u uopxte-
nim usredǌenim gausovskim kvadraturama. Poznato je da qvorovi uobiqa-
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jenih Gausovih kvadraturnih formula leжe u konveksnom omotaqu nosaqa
odgovaraju�e mere. Spalevi� je pokazao u [40] da uopxtene usredǌene gau-
sovske kvadrature mogu da imaju jedan qvor levo ili desno od konveksnog
omotaqa nosaqa mere. Tako ove kvadraturne formule mogu da budu ne-
upotrebǉive u sluqaju da je domen podintegralne funkcije ograniqen na
konveksni omotaq nosaqa. Radi prevazilaжeǌa ovog nedostatka, u [35] su
uvedene skra�ene uopxtene usredǌene gausovske kvadraturne formule. Ove
formule se dobijaju uklaǌaǌem posledǌih nekoliko vrsta i kolona re-
alne simetriqne trodijagonalne matrice J2ℓ−1,ℓ−1 pridruжene uopxtenim
usredǌenim gausovskim formulama kakve su opisane u [40]. Ove skra�ene
kvadraturne formule imaju isti algebarski stepen taqnosti kao i neskra-
�ene. Ove formule �e ovde biti istraжene korix�eǌem rezultata Per-
storfera u [27] o pozitivnim kvadraturama.

U odeǉku 2.4 data je detaǉna analiza skra�enih uopxtenih usredǌenih
gausovskih kvadratura dobijenih dodavaǌem samo jedne vrste i kolone ma-
trici JG

ℓ (dσ) i, u sluqaju klasiqnih mera dσ, ispitani su uslovi pod ko-
jima su ove kvadrature unutraxǌe.

Najzad, u odeǉku 2.5 je prikazano nekoliko raqunskih primera, dok su
u odeǉku 2.6 dati zakǉuqci.

2.2 Uopxtene usredǌene gausovske kvadraturne

formule

Slede�e tvr�eǌe koje je dokazao Perstorfer [27, lema 1.1] je od znaqaja
u ispitivaǌu uopxtenih usredǌenih gausovskih kvadraturnih formula.
Tvr�eǌe koristi svojstva takozvanih pridruжenih (asociranih) polinoma.
Ovi polinomi �e biti definisani kasnije.

Teorema 2.1. Neka su n,m ∈ N0. Tada polinom tn ∈ Pn odre�uje pozi-
tivnu (2n − 1 − m,n, dσ)-kvadraturu ako i samo ako je tn ortogonalan
na potprostor Pn−m−1 u odnosu na dσ, tn ima n jednostrukih nula u

otvorenom intervalu (a, b), i nule polinoma tn i t
[1]
n−1 su isprepletane,

gde je t
[1]
n−1 polinom pridruжen polinomu tn. ✷

Oznaqimo sa pk moniqni polinom stepena k koji je ortogonalan na pros-
tor Pk−1 u odnosu na meru dσ, tj.

∫ b

a

xjpk(x)dσ(x) = 0, j = 0, 1, . . . , k − 1.

Zna se da niz polinoma {pk}∞k=0 zadovoǉava rekurentnu vezu oblika

pk+1(x) = (x− αk)pk(x)− βkpk−1(x), k = 0, 1, . . . , (2.1)
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gde je
p−1(x) ≡ 0, p0(x) ≡ 1, αk ∈ R i βk > 0 za sve k;

detaǉi se mogu videti npr. kod Gauqija [7]. Najve�i mogu�i algebarski
stepen taqnosti kvadraturne formule sa ℓ qvorova je 2ℓ− 1. Gausova kvad-
ratura sa ℓ qvorova

QG
ℓ [f ] =

ℓ∑

j=1

ωG
j f
(
xG
j

)
(2.2)

je jedinstvena kvadratura sa ℓ qvorova koja ima algebarski stepen taq-
nosti 2ℓ − 1. ǋeni qvorovi su nule polinoma pℓ. Qvorovi i teжine mogu
se pogodno izraqunati Golub–Velxovim algoritmom [13]. Ovaj algoritam
je zasnovan na qiǌenici da su qvorovi sopstvene vrednosti simetriqne
trodijagonalne matrice

JG
ℓ (dσ) =




α0

√
β1 0

√
β1 α1

. . .
. . .

. . .
√

βℓ−1

0
√

βℓ−1 αℓ−1



∈ R

ℓ×ℓ

odre�ene koeficijentima u rekurentnim vezama (2.1), dok su teжine propor-
cionalne kvadratima prvih koordinata sopstvenih vektora ove matrice. O
ovome se moжe proqitati kod Vilfa [49]. Ovaj algoritam daje vrednosti
qvorova i teжina Gausove kvadraturne formule (2.2) na osnovu matrice
JG
ℓ (dσ) u samo O(ℓ2) aritmetiqkih operacija sa pokretnim zarezom. Golub-

Velxov algoritam je dobro obra�en u skorijem qlanku Goluba i Merana
[12].

Polinomi p
[j]
k , k, j ∈ N0, poznati kao polinomi pridruжeni moniqnim

ortogonalnim polinomima pk, u nastavku ove glave imaju vaжnu ulogu. Oni
su odre�eni xiftovanim (pomerenim) rekurentnim vezama

p
[j]
k+1(x) = (x− αk+j)p

[j]
k (x)− βk+jp

[j]
k−1(x), k = 0, 1, . . . ,

gde su p
[j]
−1(x) ≡ 0 i p

[j]
0 (x) ≡ 1.

Perstorfer [27] je dokazao da, za date 0 6 m 6 n, polinom tn generixe
pozitivnu (2n−1−m,n, dσ)-kvadraturu ako i samo ako je tn qlan nekog niza
polinoma u kome je

t−1(x) ≡ 0, t0(x) ≡ 1

i
(−1)j · tj(a) > 0, tj(b) > 0 (j = 1, 2, . . . , n)

i koji zadovoǉava rekurentne veze oblika

tj+1(x) = (x− α̃j)tj(x)− β̃jtj−1(x), j = 0, 1, . . . , n− 1,
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za neke koeficijente α̃j ∈ R i β̃j > 0 takve da je

α̃j = αj za j = 0, 1, . . . , n− 1−
[
m+1
2

]
,

β̃j = βj za j = 0, 1, . . . , n− 1−
[
m
2

]
,

Ova svojstva polinoma tj su ekvivalentna uslovu da se polinom tn moжe
predstaviti (za ℓ := [m+1

2
], n > 2ℓ, tj. n− ℓ ≥ ℓ) u obliku

tn = gℓpn−ℓ − β̃n−ℓgℓ−1pn−ℓ−1, (2.3)

gde su gℓ−1 i gℓ qlanovi niza polinoma u kome je g−1(x) ≡ 0, g0(x) ≡ 1 i

(−1)j · gj(a) > 0, gj(b) > 0 (j = 1, 2, . . . , ℓ)

i koji zadovoǉava rekurentne veze

gj+1(x) = (x− α̃n−1−j)gj(x)− β̃n−jgj−1(x), j = 0, 1, . . . , ℓ− 1,

za neke koeficijente α̃j ∈ R i β̃j > 0, pri qemu je

β̃n−ℓ = βn−ℓ ako m = 2ℓ− 1;

videti dokaz [27, teorema 3.2], posebno deo (d) =⇒ (a).

Pozitivne kvadraturne formule mogu se uvesti na slede�i naqin. Neka
je dµ (nenegativna) mera takva da ǌena odgovaraju�a distribucija µ ima
beskonaqno mnogo taqaka rasta. Oznaqimo sa p̃k moniqni polinom stepena
k koji je ortogonalan na Pk−1 u odnosu na meru dµ, tj.

∫
xj p̃k(x)dµ(x) = 0, j = 0, 1, . . . , k − 1.

Tada polinomi {p̃k}∞k=0 zadovoǉavaju rekurentnu vezu oblika

p̃k+1(x) = (x− γk)p̃k(x)− λk p̃k−1(x), k = 0, 1, . . . ,

gde su
p̃−1(x) ≡ 0, p̃0(x) ≡ 1, γk ∈ R i λk > 0.

Posmatrajmo pozitivnu (2n−1−m,n, dσ, dµ)-kvadraturnu formulu u kojoj
je

α̃n−1−j = γj i β̃n−j = λj za j = 0, 1, . . . , ℓ− 1,

β̃n−ℓ =

{
βn−ℓ, ako je m = 2ℓ− 1;
λℓ, ako je m = 2ℓ.

(2.4)

Tada dobijamo
gj ≡ p̃j , j = 1, 2, . . . , ℓ.

Napomena. Izbor (2.4) koeficijenata α̃n−1−j i β̃n−j u rekurentnim vezama
predloжen je u [40]. Ovakav odabir daje kvadraturnu formulu sa
odre�enim poжeǉnim svojstvima. Ipak, postoje i druge mogu�nosti -
videti npr. odeǉak 2.5.
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Obratno, za
gℓ ≡ p̃ℓ i gℓ−1 ≡ p̃ℓ−1 (2.5)

dobijamo veze (2.4). Prema tome, ako vaжi (2.5) ili (2.4), onda se (2.3)
svodi na

tn = p̃ℓ · pn−ℓ − β̃n−ℓ p̃ℓ−1 · pn−ℓ−1,

pa polinom tn generixe pozitivnu kvadraturu koju �emo oznaqavati sa (2n−
m− 1, n, dσ, dµ). Odgovaraju�a simetriqna trodijagonalna matrica

Jn,ℓ(dσ, dµ) ∈ R
n×n

je data sa
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√
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,

gde je deo matrice odre�en merom dσ uokviren isprekidanom linijom.

Napomena. Specijalan sluqaj dµ = dσ i (n, ℓ) = (2k− 1, k− 1) razmatran je u
[40, 41].

2.3 Kvadrature odre�ene skra�ivaǌem matrice

Jn,ℓ(dσ, dµ)

Moжemo da uklonimo posledǌih i vrsta i kolona trodijagonalne matri-
ce Jn,ℓ(dσ, dµ) ∈ Rn×n uvedene gore, gde je i ∈ {1, . . . , ℓ− 1}. Slede�e tvr�eǌe
pokazuje da pozitivna kvadraturna formula (2n−m−1, n−i, dσ, dµ) sa ovako
dobijenih n− i qvorova ima isti algebarski stepen taqnosti kao i polazna
kvadraturna formula.

Teorema 2.2. Kvadratura (2ni−mi−1, ni, dσ, dµ) dobijena uklaǌaǌem posled-
ǌih i vrsta i kolona matrice Jn,ℓ(dσ, dµ), gde je

ni = n− i, ℓi = ℓ− i :=

[
mi + 1

2

]
,

ima isti stepen taqnosti kao kvadratura (2n−m− 1, n, dσ, dµ).
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Dokaz. Prvo �emo ispitati sluqaj kada je m neparno, tj. m = 2ℓ−1. Tada je
β̃n−ℓ = βn−ℓ. U ovom sluqaju, algebarski stepen taqnosti kvadraturne
formule (2n−m− 1, n, dσ, dµ) je jednak

d = 2n−m− 1 = 2n− 2ℓ.

U kvadraturnoj formuli (2ni −mi − 1, ni, dσ, dµ) broj mi je neparan, pa
je mi = 2ℓi − 1 = 2(ℓ− i)− 1, poxto u ovom sluqaju vaжi

β̃n−ℓ = βn−ℓ = βn−i−(ℓ−i) = βni−ℓi = β̃ni−ℓi .

Sledi da je stepen taqnosti kvadrature (2ni −mi − 1, ni, dσ, dµ) jednak

di = 2ni −mi − 1 = 2n− 2ℓ,

pa je di = d.

Neka je sada m parno, tj. m = 2ℓ. Tada imamo β̃n−ℓ = λℓ. Algebarski
stepen taqnosti kvadrature (2n−m− 1, n, dσ, dµ) je

d = 2n−m− 1 = 2n− 2ℓ− 1.

U kvadraturi (2ni − mi − 1, ni, dσ, dµ) broj mi je paran, tj. mi = 2ℓi =
2(ℓ− i), jer je u ovom sluqaju

β̃n−ℓ = λℓ = β̃n−i−(ℓ−i) = β̃ni−ℓi .

Sledi da je stepen taqnosti kvadrature (2ni −mi − 1, ni, dσ, dµ) jednak

di = 2ni −mi − 1 = 2n− 2ℓ− 1,

te je opet di = d. ✷

Korix�eǌem rezultata Perstorfera [27] moжe se lako pokazati da je
kvadraturna formula (2n − m − 1, n − i, dσ, dµ) generisana moniqnim poli-
nomom tn−i odre�enim jednakostima

tn−i = p̃
[i]
ℓ−ipn−ℓ − β̃n−ℓ p̃

[i]
ℓ−i−1pn−ℓ−1, (2.6)

gde je p̃
[j]
k j-ti polinom pridruжen polinomu p̃k. Na primer, za i = ℓ − 1

dobijamo kvadraturnu formulu (2n−m−1, n−ℓ+1, dσ, dµ). Poxto je p̃
[ℓ−1]
1 =

x− γℓ−1, ova kvadraturna formula je odre�ena moniqnim polinomom tn−ℓ+1

(i = ℓ− 1 u (2.6)) zadatim nizom

tn−ℓ+1(x) = (x− γℓ−1)pn−ℓ − β̃n−ℓ pn−ℓ−1. (2.7)

Napomena. Analiza i rezultati Perstorfera [27] ostaju primenǉivi i za
(2n−m− 1, n, dσ, dµ)-kvadraturu kada je n− ℓ > ℓ. Tada dobijamo novu
kvadraturu (2ni −mi − 1, ni, dσ, dµ) u kojoj je ni − ℓi > ℓi. Ovo sledi iz
qiǌenice da je

n− ℓ > ℓ− i, tj. n− i− (ℓ− i) > ℓ− i.

U odeǉku 2.5 bi�e ilustrovana neka svojstva kvadraturnih formula iz
ovog odeǉka.
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2.4 Specijalne uopxtene usredǌene gausovske

kvadrature

Ovde �emo posmarati uopxtene usredǌene gausovske kvadraturne for-
mule nastale dodavaǌem samo jedne vrste i kolone matrici koja odre�uje
Gausovu kvadraturu sa ℓ+ 1 qvorova za meru dσ.

Razmotrimo specijalan sluqaj (2.4),

α̃n−1−j = αj i β̃n−j = βj za j = 0, 1, . . . , ℓ− 1,

β̃n−ℓ =

{
βn−ℓ, ako je m = 2ℓ− 1;
βℓ, ako je m = 2ℓ.

dobijen izborom n = 2ℓ+1. Ove formule daju usredǌene gausovske kvadra-
turne formule koje su uvedene u [40] za β̃ℓ+1 = βℓ+1, sa algebarskim stepenom
taqnosti 2ℓ+2. Skra�ene varijante ovih kvadratura, sa istim algebarskim
stepenom taqnosti, bile su posmatrane u [35]. U ovom odeǉku ispita�emo
pod kojim uslovima su skra�ene usredǌene gausovske kvadraturne formule
za klasiqnu teжinsku funkciju w, sa samo jednim qvorom vixe od odgo-
varaju�e Gausove kvadrature, unutraxǌe. Raqunski primeri u odeǉku 2.5
pokazuju da ovi rezultati ne vaжe za uopxtene usredǌene gausovske kvadra-
ture sa dva qvora vixe od odgovaraju�ih Gausovih kvadratura.

Iz (2.7) sledi da je najjednostavnija skra�ena uopxtena usredǌena gau-
sovska kvadratura

∫
f(x) dσ(x) = Q

[1]
ℓ+2[f ] +R

[1]
ℓ+2[f ],

Q
[1]
ℓ+2[f ] =

ℓ+2∑

j=1

ωjf(τj),
(2.8)

odre�ena nulama τj = τ
(ℓ+2)
j (j = 1, 2, . . . , ℓ+ 2) polinoma

tℓ+2(x) = (x− αℓ−1)pℓ+1(x)− βℓ+1 pℓ(x), (2.9)

i odgovara simetriqnoj trodijagonalnoj matrici

Ĵ
[1]
ℓ+2(dσ) =




α0

√
β1 0√

β1 α1

√
β2

. . .
. . .

. . .
√

βℓ−1 αℓ−1

√
βℓ√

βℓ αℓ

√
βℓ+1

0
√

βℓ+1 αℓ−1




. (2.10)

Primetimo da se matrica Ĵ
[1]
ℓ+2(dσ) dobija iz matrice JG

ℓ+2(dσ) zamenom
qlana αℓ+1 sa αℓ−1; dakle, dodavaǌem odre�ene vrste i kolone matrici
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JG
ℓ+1(dσ). S obzirom na preplitaǌe nula polinoma tℓ+2 i pℓ+1, samo najmaǌa

i najve�a nula polinoma tℓ+2, koje oznaqavamo redom sa τ1 = τ
(ℓ+2)
1 i τℓ+2 =

τ
(ℓ+2)
ℓ+2 , mogu se nalaziti van intervala [a, b]. Zanima nas pod kojim uslovima
je kvadratura (2.8) zapravo unutraxǌa.

Teorema 2.3. Ako za koeficijente αℓ−1 i αℓ+1 u troqlanoj rekurentnoj vezi
(2.1) vaжi αℓ−1 = αℓ+1, onda je kvadraturna formula (2.8) unutraxǌa.

Ako je αℓ−1 < αℓ+1, onda je (a <) τℓ+2 < b, a ako je αℓ−1 > αℓ+1, onda je
a < τ1 (< b).

Dokaz. Neka je k = ℓ+ 1 u (2.1). Tada imamo

pℓ+2(x) = (x− αℓ+1)pℓ+1(x)− βℓ+1pℓ(x). (2.11)

Oduzimaǌe (2.11) od (2.9) daje

tℓ+2(x)− pℓ+2(x) = (αℓ+1 − αℓ−1)pℓ+1(x). (2.12)

Ako je αℓ−1 = αℓ+1, sve nule polinoma tℓ+2(x) ≡ pℓ+2(x) se nalaze u in-
tervalu (a, b). Prema tome, kvadraturna formula (2.8) je unutraxǌa.

S druge strane, ako je αℓ−1 < αℓ+1, iz (2.12) dobijamo

tℓ+2(b)− pℓ+2(b) = (αℓ+1 − αℓ−1)pℓ+1(b) > 0.

Odavde sledi tℓ+2(b) > 0 jer je pℓ+2(b) > 0. Prema tome, τℓ+2 < b.

Ako je αℓ−1 > αℓ+1, iz (2.12) dobijamo

tℓ+2(a)− pℓ+2(a) = (αℓ+1 − αℓ−1)pℓ+1(a). (2.13)

U sluqaju parnog ℓ, poxto je

tℓ+2(a)− pℓ+2(a) > 0 i pℓ+2(a) > 0,

iz (2.13) sledi da je tℓ+2(a) > 0. Odavde sledi da je τ1 > a.

Sliqno, za neparno ℓ, poxto je

tℓ+2(a)− pℓ+2(a) < 0 i pℓ+2(a) < 0,

iz (2.13) sledi da je tℓ+2(a) < 0, pa je τ1 > a. ✷

Posledica. Pretpostavimo da je mera dσ simetriqna: dσ(−x) = dσ(x) za
x ∈ [a, b] = [−c, c], gde je c > 0. Tada je kvadraturna formula (2.8)
unutraxǌa.

Ako je niz koeficijenata αk (k = 0, 1, . . . ) u rekurentnoj vezi (2.1)
rastu�i, onda je (a <) τℓ+2 < b.

Sliqno, ako je niz koeficijenata αk (k = 0, 1, . . . ) opadaju�i, onda je
a < τ1 (< b).
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Dokaz. Ako je mera dσ simetriqna, svi koeficijenti αk (k = 0, 1, . . . ) u
rekurentnoj vezi (2.1) su jednaki nuli. ✷

U nastavku �emo ispitati kada je kvadraturna formula (2.8) unutraxǌa
pod pretpostavkom da je dσ(x) = w(x) dx gde je w neka od klasiqnih teжin-
skih funkcija. Na osnovu posledice teoreme 2.3, kvadraturna formula
(2.8) je unutraxǌa ako je teжinska funkcija w parna. Izme�u ostalog, ovo
vaжi za Gegenbauerove teжinske funkcije w(x) = (1− x2)α za x ∈ [−1, 1], gde
je α > −1. Ovaj sluqaj ukǉuquje slede�e vaжne specijalne sluqajeve:

(a) w(x) = 1 za x ∈ [−1, 1] (Leжandrova teжinska funkcija);

(b) w(x) = (1− x2)−
1
2 za x ∈ [−1, 1] (Qebixovǉeva teжinska funkcija prve

vrste);

(v) w(x) = (1− x2)
1
2 za x ∈ [−1, 1] (Qebixovǉeva teжinska funkcija druge

vrste).

Sada se vra�amo nesimetriqnim teжinskim funkcijama.

2.4.1 Uopxtene Lagerove teжinske funkcije

Neka je
w(x) = xs e−x za x ∈ [0,∞),

gde je s > −1 konstanta. Za ovu teжinsku funkciju vaжi

αℓ = 2ℓ+ s+ 1, βℓ = ℓ(ℓ+ s),

pℓ(0) = (−1)ℓ ℓ!

(
ℓ+ s

ℓ

)
;

(2.14)

videti npr. [1].

Prvo �emo pretpostaviti da je ℓ neparno. Kvadraturna formula (2.8)
je unutraxǌa, tj. najmaǌa nula τ1 polinoma tℓ+2 zadovoǉava τ1 ≥ 0 ako je
(na osnovu (2.9))

tℓ+2(0) = −αℓ−1pℓ+1(0)− βℓ+1 pℓ(0) 6 0,

tj. ako je
−αℓ−1pℓ+1(0) 6 βℓ+1 pℓ(0).

Deǉeǌem posledǌe nejednakosti desnom stranom (koja je negativna) dobi-
jamo

−αℓ−1pℓ+1(0)

βℓ+1 pℓ(0)
> 1. (2.15)

Zamena (2.14) u (2.15) daje
ℓ > 2− s. (2.16)

Na sliqan naqin, u sluqaju parnog ℓ dobija se isti uslov (2.16). Ne-
jednakost (2.16) vaжi za s > 0 kad god je ℓ > 2, a u sluqaju s ∈ (−1, 0) vaжi
ako je ℓ > 3. Uslov (2.16) ne vaжi u sluqaju s ∈ (−1, 0) i ℓ = 2. Ovako je
dokazano slede�e tvr�eǌe.
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Teorema 2.4. Kvadraturna formula (2.8) sa ℓ+2 qvorova za uopxtenu Lage-
rovu teжinsku funkciju w(x) = xs e−x (s > −1) na intervalu [0,∞) je
unutraxǌa ako je s > 0 i ℓ > 2, ili s ∈ (−1, 0) i ℓ > 3.

Za s ∈ (−1, 0) i ℓ = 2 kvadraturna formula je spoǉaxǌa. ✷

Napomenimo da je odgovaraju�a (neskra�ena) uopxtena usredǌena gau-
sovska kvadratura data matricom J2ℓ−1,ℓ−1(dσ, dσ), obra�ena u [40], unu-
traxǌa za uopxtenu Lagerovu teжinsku funkciju sa s > 1, a spoǉaxǌa za
s ∈ (−1, 1), gde je ℓ > 1 proizvoǉno; videti [4].

2.4.2 Jakobijeve teжinske funkcije

Neka je
w(α,β)(x) = (1− x)α(1 + x)β za − 1 < x < 1,

gde su α, β > −1 konstante. Moжemo da smatramo da je α 6= β, poxto je sluqaj
α = β ve� pokriven posledicom teoreme 2.3. Koeficijenti u rekurentnim

vezama αℓ i βℓ, kao i vrednosti moniqnih ortogonalnih polinoma p
(α,β)
ℓ u

krajevima intervala, poznati su u eksplicitnom obliku; videti npr. [1].
Imamo

αℓ =
β2 − α2

(2ℓ+ α+ β)(2ℓ+ α+ β + 2)
,

βℓ =
4ℓ(ℓ+ α)(ℓ+ β)(ℓ+ α + β)

(2ℓ+ α+ β)2 ((2ℓ+ α+ β)2 − 1)
,

p
(α,β)
ℓ (1) =

2ℓ
(
ℓ+ α

ℓ

)

(
2ℓ+ α+ β

ℓ

) ,

p
(α,β)
ℓ (−1) = (−1)ℓp

(β,α)
ℓ (1).

(2.17)

Neka je α2 > β2. Tada je niz {αℓ}∞ℓ=0 rastu�i. Iz posledice teoreme
2.3 sledi da je τℓ+2 6 1. Ostaje da se ispita pod kojim uslovima vaжi
nejednakost −1 6 τ1. Prvo �emo ispitati sluqaj kada je ℓ neparno. U
tom sluqaju kvadraturna formula (2.8) je unutraxǌa, tj. najmaǌa nula τ1
polinoma tℓ+2 zadovoǉava τ1 ≥ −1 ako je (zbog (2.9))

tℓ+2(−1) = (−1− αℓ−1)pℓ+1(−1)− βℓ+1 pℓ(−1) 6 0,

tj. ako je
−(1 + αℓ−1)pℓ+1(−1) 6 βℓ+1 pℓ(−1).

Deǉeǌem posledǌe nejednakosti desnom stranom (koja je negativna) dobi-
jamo

−(1 + αℓ−1)pℓ+1(−1)

βℓ+1 pℓ(−1)
> 1. (2.18)
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Oznaqimo
g(α, β) := (α+ β + 2ℓ+ 2)(α+ β + 2ℓ+ 3).

Zamenom vrednosti (2.17) u (2.18) dobijamo nejednakost

[
(α+ β + 2ℓ− 2)(α+ β + 2ℓ) + β2 − α2

]
g(α, β)

2(ℓ+ 1)(ℓ+ 1 + α)(α+ β + 2ℓ− 2)(α+ β + 2ℓ)
> 1 . (2.19)

U sluqaju parnog ℓ na sliqan naqin dobija se isti uslov (2.19).

Neka je sada α2 < β2. Tada je niz {αℓ}∞ℓ=0 opadaju�i. Posledica teoreme
2.3 nam daje τ1 > −1, pa ostaje da se ispita pod kojim uslovima vaжi i
nejednakost τℓ+2 ≤ 1. Ova nejednakost �e vaжiti ako je

[
(α+ β + 2ℓ− 2)(α+ β + 2ℓ)− (β2 − α2)

]
g(α, β)

2(ℓ+ 1)(ℓ+ 1 + β)(α + β + 2ℓ− 2)(α+ β + 2ℓ)
> 1, (2.20)

gde je g(α, β) uvedeno gore.

Primetimo da se zamenom mesta parametara α i β uslovi α2 > β2 i (2.19)
pretvaraju u uslove α2 < β2 i (2.20). Zato je dovoǉno ispitati samo uslove
α2 > β2 i (2.19); ǌima se bavimo u nastavku.

Teorema 2.5. Kvadraturna formula (2.8) sa ℓ + 2 qvorova za Jakobijevu te-

жinsku funkciju w(α,β)(x) = (1−x)α(1+x)β na intervalu [−1, 1], gde su
α, β > −1 i α 6= β, je unutraxǌa za svako ℓ > 3.

Dokaz. Oznaqimo α + β = s (s > −2) i α − β = d. Tada nejednakost (2.19)
postaje

(s+ 2ℓ− 2)(s+ 2ℓ+ 2)(s+ 2ℓ)(s+ ℓ+ 2) > dP (s), (2.21)

gde je

P (s) = s(s+ 2ℓ+ 2)(s+ 2ℓ+ 3) + (ℓ+ 1)(s+ 2ℓ− 2)(s+ 2ℓ)

= s3 + (5ℓ+ 6)s2 + (8ℓ2 + 12ℓ+ 4)s+ 4ℓ3 − 4ℓ,

xto se moжe zapisati kao

P (s) = (s+ ℓ+ 2)(s+ 2ℓ− 2)(s+ 2ℓ+ 6)− 8(ℓ− 1)(s+ 2ℓ+ 3). (2.22)

Pretpostavimo za sada da je P (s) > 0. Poxto je

P (s) < (s+ ℓ+ 2)(s+ 2ℓ− 2)(s+ 2ℓ+ 6),

da bi vaжilo (2.19), dovoǉno je da vaжi

d = α− β ≤ (s+ 2ℓ+ 2)(s+ 2ℓ)

s+ 2ℓ+ 6
= s+ 2ℓ− 4 +

24

s+ 2ℓ+ 6
,

tj.

β +
12

α+ β + 2ℓ+ 6
> 2− ℓ.
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Ako je ℓ > 3, ova nejednakost oqigledno vaжi za sve α, β > −1. Za ℓ = 2
ona se svodi

β +
12

α+ β + 10
> 0. (2.23)

Ostaje da ispitamo znak broja P (s) za s > −2. Razlikujemo nekoliko
sluqajeva.

(1◦) Sluqaj ℓ > 6. Mnoжeǌem nejednakosti

s+ 2ℓ+ 6 > s+ 2ℓ+ 3,
s+ 2ℓ− 2 >

8
5 (ℓ− 1),

s+ ℓ+ 2 > 6
dobijamo

(s+ ℓ+ 2)(s+ 2ℓ− 2)(s+ 2ℓ+ 6) >
48
5
(ℓ− 1)(s+ 2ℓ+ 3)

> 8(ℓ− 1)(s+ 2ℓ+ 3).

Sada iz (2.22) sledi da je P (s) > 0.

(2◦) Sluqaj ℓ = 5. Sve nule polinoma

P (x) = x3 + 31x2 + 264x+ 480

su maǌe od −2. Prema tome, P (s) > 0 za sve α, β.

(3◦) Sluqaj ℓ = 4. Nejednakost (2.21) se svodi na

(s+ 6)(s+ 6)(s+ 8)(s+ 10) > d(s3 + 26s2 + 180s+ 240).

Kako je d = s− 2β, ova nejednakost se moжe zapisati kao

s3 + 26s2 + 180s+ 240 +
12

β + 2
(2s2 + 27s+ 80) > 0. (2.24)

Ako je
P (s) = s3 + 26s2 + 180s+ 240 < 0,

dobijamo da je s < −1,74. Prema tome, β < −0,74 i 12
β+2

> 9,52.

Poxto je 2s2 + 27s+ 80 > 0, a nule polinoma

s3 + 26s2 + 180s+ 240 + 9,52 · (2s2 + 27s+ 80)

su maǌe od −2, nejednakost (2.24) je taqna.

(4◦) Sluqaj ℓ = 3. Sliqno kao u sluqaju (3◦), nejednakost (2.21) se
moжe zapisati kao

s3 + 21s2 + 112s+ 96 +
4

β + 1
(5s2 + 49s+ 96) > 0, (2.25)

dok iz
P (s) = s3 + 21s2 + 112s+ 96 < 0

47



sledi s < −1,05, β < −0,05 i 4
β+1

> 4,21. Tako je uslov (2.25)

zadovoǉen jer je 5s2 + 49s+ 96 > 0 i

s3 + 21s2 + 112s+ 96 + 4,21 · (5s2 + 49s+ 96) > 0

za sve s > −2. ✷

Ovaj odeǉak zavrxavamo analizom sluqaja ℓ = 2. Tada se nejednakost
(2.21) moжe zapisati kao

f(β, s) = β(s3 + 16s2 + 60s+ 24) + 4(4s2 + 25s+ 24) > 0. (2.26)

Neka je β > 0. Tada je oqigledno s > −1 i β < s + 1. Poxto je leva strana
nejednakosti (2.26) linearna po β, vrednost f(β, s) leжi izme�u vrednosti
f(0, s) i f(s+ 1, s). Pri tome za s > −1 imamo

f(0, s) = 4(4s2 + 25s+ 24) > 0, f(s+ 1, s) = s4 + 17s3 + 92s2 + 184s+ 120 > 0,

pa je nejednakost (2.26) taqna.

Daǉe, ako je s > 0, onda je

P (s) = (s+ 2)(s+ 4)(s+ 10)− 8(s+ 7) > 8(s+ 10)− 8(s+ 7) > 0.

U tom sluqaju vaжi (2.23).

Najzad, pretpostavimo da je −1 < β < 0 i −2 < s < 0. Nule funkcije

∂f(β, s)

∂s
= 3βs2 + 32(β + 1)s+ 20(3β + 5)

su

s1 =
16(β + 1) + 2

√
19β2 + 53β + 64

−3β
,

s2 =
16(β + 1)− 2

√
19β2 + 53β + 64

−3β
,

pri qemu je oqigledno s1 > 0. Uslov s2 > −2 je ekvivalentan uslovu

5β + 8 >
√
19β2 + 53β + 64,

koji je daǉe ekvivalentan nejednakosti 3β(2β + 9) > 0, a ona je nemogu�a.

Prema tome, s2 6 −2, odakle je ∂f(β,s)
∂s > 0 i funkcija f(β, s) je strogo

rastu�a po promenǉivoj s u intervalu (−2, 0). Sledi da je

f(β, s) > f(β, β − 1) = β4 + 13β3 + 47β2 + 47β + 12

= (β + 1)(β + 4)(β2 + 8β + 3).

Dakle, imamo f(β, s) > 0 za β >
√
13− 4 ≈ −0,3944487245.
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Diskriminanta polinoma

f(β, α+ β) = β4 + (3α+ 16)β3 + (3α2 + 32α+ 76)β2

+(α3 + 16α2 + 92α+ 124)β + (16α2 + 100α+ 96),

posmatranog kao polinom po β, jednaka je

Q(α) = 64(993α6 + 24228α5 + 113200α4 − 10400α3

−1021212α2 − 1982200α− 1041580)

i ima jedinstvenu nulu u intervalu (−1, 0):

α0 ≈ −0,9419540398.

Tada polinom f(β, β + α0) ima taqno jednu dvostruku nulu u intervalu
(−1, 0), tako da je f(β, s) > 0 za β ∈ (−1, 0) i α0 < α < 0.

Zakǉuqujemo da, u sluqaju da je α2 > β2 (α 6= β) i ℓ = 2, nejednakost
(2.19) vaжi kad god je

β +
12

α+ β + 10
> 0 i (β >

√
13− 4 ili α > α0).

Sliqno, ako je β2 > α2 (α 6= β) i ℓ = 2, onda nejednakost (2.20) vaжi ako je

α+
12

α+ β + 10
> 0 i (α >

√
13− 4 ili β > α0).

Ovo su dovoǉni uslovi da kvadraturna formula (2.8) za ℓ = 2 bude unu-
traxǌa.

2.5 Numeriqki primeri

U ovom odeǉku ilustrovana su neka svojstva i ponaxaǌe nekih od kvad-
raturnih formula obra�enih u prethodnim odeǉcima. Svi primeri su
implementirani u Matlabu sa izraqunavaǌima na oko 15 znaqajnih cifara.

Primer 2.1. Ovaj primer pokazuje da je mogu�e da, iako je uopxtena usred-
ǌena Gausova kvadratura spoǉaxǌa, odgovaraju�a skra�ena kvadra-
tura bude unutraxǌa.

Posmatrajmo Jakobijevu teжinsku funkciju

w(x) = (1− x)α(1 + x)β , −1 < x < 1, α = −1/2, β = 1.

Poqnimo sa sluqajem ℓ = 3. Gausova kvadraturna formula QG
ℓ ima sve

qvorove u otvorenom interval (−1, 1). Me�utim, uopxtena usredǌena
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kvadratura odre�ena matricom J2ℓ−1,ℓ−1(dσ, dσ), pri qemu je dσ(x) =
w(x)dx, kao u [40], ima qvor koji je pribliжno jednak 1,003.

Kvadraturna formula Q
(1)
ℓ+1 data sa (2.8) i odre�ena matricom (2.10)

ima sve qvorove unutar otvorenog intervala (−1, 1), saglasno sa teo-
remom 2.5. Prime�ujemo da se ista kvadratura mogla dobiti i uklan-
jaǌem posledǌih ℓ− 2 vrsta i kolona matrice J2ℓ−1,ℓ−1(dσ, dσ).

Razmotrimo sada kvadraturnu formulu Q
(2)
ℓ+2 sa ℓ+2 qvorova. Qvorovi

i teжine kvadrature odre�eni su simetriqnom trodijagonalnom ma-
tricom dobijenom uklaǌaǌem posledǌih ℓ− 3 vrsta i kolona matrice

J2ℓ−1,ℓ−1(dσ, dσ). Kvadratura Q
(2)
ℓ+2 ima jedan qvor ve�i od jedinice.

To pokazuje da teorema 2.5 ne vaжi za kvadraturne formule Q
(2)
ℓ+2.

Lako se pronalaze primeri uopxtenih usredǌenih kvadraturnih for-
mula odre�enih matricom J2ℓ−1,ℓ−1(dσ, dσ) koje nisu unutraxǌe. Me-
�utim, unutraxǌe kvadraturne formule se qesto ipak mogu dobiti
uklaǌaǌem samo nekoliko posledǌih vrsta i kolona. Na primer, pos-
matrajmo teжinsku funkciju

w(x) = (1− x)α(1 + x)β , α = −3/4, β = 3/4,

i uzmimo ℓ = 4. Tada �e uopxtena usredǌena kvadratura odre�ena
matricom J2ℓ−1,ℓ−1(dσ, dσ) imati jedan spoǉaxǌi qvor, pribliжno jed-
nak 1,006. Pokazuje se da su skra�ene kvadrature dobijene uklaǌaǌem
posledǌih k vrsta i kolona matrice J2ℓ−1,ℓ−1(dσ, dσ) unutraxǌe za
k = 1 i k = 2.

Sliqno, za ℓ = 8, uopxtena usredǌena kvadratura odre�ena matri-
com J2ℓ−1,ℓ−1(dσ, dσ) ima jedan spoǉaxǌi qvor pribliжno jednak 1,001.
Skra�ene kvadrature dobijene uklaǌaǌem posledǌih k vrsta i kolona
su unutraxǌe za k = 5 i k = 6.

Primer 2.2. Ovde �emo pokazati taqnost pri upotrebi kvadraturnih for-
mula iz prethodnog primera u numeriqkom izraqunavaǌu integrala

∫ 1

−1

f(x)dx, f(x) = (5− 10x)ex−x2

. (2.27)

Ovde je svakako dσ(x) = dx, a taqna vrednost integrala je 1− e−10.

Tabela 2.1 prikazuje kvadraturne grexke za:

• Gausovu kvadraturu QG
ℓ [f ] (2.2);

• uopxtenu usredǌenu Gausovu kvadraturu Q2ℓ−1,ℓ−1[f ] odre�enu
trodijagonalnom matricom J2ℓ−1,ℓ−1(dσ, dσ);

• kvadrature Q
(1)
ℓ+1[f ] i Q

(2)
ℓ+2[f ] dobijene uklaǌaǌe posledǌih ℓ − 2,

odnosno ℓ− 3 vrsta i kolona matrice J2ℓ−1,ℓ−1(dσ, dσ).
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Tabela 2.1: Grexke pri numeriqkom izraqunavaǌu integrala (2.27).

ℓ QG
ℓ [f ] Q2ℓ−1,ℓ−1[f ] Q

(1)
ℓ+1[f ] Q

(2)
ℓ+2[f ]

4 4,84 · 10−1 −1,16 · 10−2 −1,86 · 10−1 5,19 · 10−2

5 −1,86 · 10−1 −6,66 · 10−4 4,20 · 10−2 −7,29 · 10−3

6 4,20 · 10−2 5,19 · 10−5 −6,41 · 10−3 7,09 · 10−4

7 −6,41 · 10−3 −3,27 · 10−6 6,41 · 10−4 −2,90 · 10−5

8 6,41 · 10−4 1,29 · 10−7 −2,40 · 10−5 −5,48 · 10−6

Tabela sugerixe da je kvadraturna grexka za kvadraturu Q2ℓ−1,ℓ−1[f ]
reda veliqine kvadrata grexke za kvadraturu QG

ℓ [f ], za sve vred-

nosti ℓ. Prime�uje se da skra�ene kvadrature Q
(1)
ℓ+1[f ] i Q

(2)
ℓ+2[f ] daju

maǌu taqnost nego Q2ℓ−1,ℓ−1[f ], ali ve�u od Gausove kvadrature QG
ℓ [f ],

za sve vrednosti ℓ. Moжe se zakǉuqiti da je kvadraturnu formulu
Q2ℓ−1,ℓ−1[f ] poжeǉno skra�ivati samo onda kada je bitno da kvadratu-
ra bude unutraxǌa.

Primer 2.3. Polaze�i od simetriqne trodijagonalne matrice JG
ℓ koja odgo-

vara Gausovoj kvadraturnoj formuli QG
ℓ sa ℓ qvorova i od posledǌih

elemenata simetriqne trodijagonalne matrice JG
ℓ+1 ispod dijagonale,

proxirenu simetriqnu matricu J2ℓ−1,ℓ−1(dσ, dµ) moжemo da zadamo na
vixe naqina. U ovom primeru uvex�emo matricu J2ℓ−1,ℓ−1(dσ, dµ) tako
xto �emo svim elementima ispod dijagonale u vrstama ℓ+ 2, ℓ+ 3, . . .,
2ℓ − 1 dati vrednost jednaku posledǌem elementu matrice JG

ℓ+1 ispod
dijagonale, dok �emo dijagonalnim elementima u vrstama ℓ + 1, ℓ + 2,
. . . , 2ℓ − 1 dati vrednost posledǌeg dijagonalnog elementa matrice
JG
ℓ . Ovako dobijenu matricu oznaqi�emo sa J̃2ℓ−1,ℓ−1, a odgovaraju�u

kvadraturnu formulu sa Q̃2ℓ−1,ℓ−1. Dakle:

J̃2ℓ−1,ℓ−1 =
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Koristimo istu meru kao u primeru 2.2. Tabela 2.2 prikazuje kvad-
raturne grexke. Vidimo da kvadratura Q̃2ℓ−1,ℓ−1 daje maǌu grexku od
kvadrature Q2ℓ−1,ℓ−1 za svako ℓ.
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Tabela 2.2: Grexke pri numeriqkom izraqunavaǌu integrala (2.27).

ℓ Q2ℓ−1,ℓ−1[f ] Q̃2ℓ−1,ℓ−1[f ]

4 −1,16 · 10−2 −5,95 · 10−3

5 −6,66 · 10−4 −1,11 · 10−4

6 5,19 · 10−5 1,05 · 10−5

7 −3,27 · 10−6 −6,44 · 10−7

8 1,29 · 10−7 2,75 · 10−8

9 6,10 · 10−9 1,40 · 10−9

10 −1,85 · 10−9 −4,37 · 10−10

11 2,30 · 10−10 5,61 · 10−11

12 −2,14 · 10−11 −5,35 · 10−12

Imalo bi smisla i da se matrica JG
ℓ dopuni sa vixe vrsta i kolona

nego u izraqunavaǌima za tabelu 2.2. Na primer, tabela 2.3 daje
rezultate za kvadraturne formule sa 3ℓ−1 qvorova dobijenih proxi-

reǌem trodijagonalne matrice J̃2ℓ−1,ℓ−1 sa n dodatnih vrsta i kolona.
Ove nove vrste i kolone su analogne posledǌoj vrsti i koloni ma-
trice J̃2ℓ−1,ℓ−1. Ovako dobijenu kvadraturnu formulu oznaqava�emo

sa Q̃3ℓ−1,ℓ−1. Za male vrednosti ℓ, ova kvadraturna formula daje maǌu

grexku nego Q̃2ℓ−1,ℓ−1.

Tabela 2.3: Grexke pri numeriqkom izraqunavaǌu integrala (2.27) formu-

lom Q̃3ℓ−1,ℓ−1[f ].

Q̃11,3[f ] Q̃14,4[f ] Q̃17,5[f ]

5,92 · 10−4 −8,64 · 10−5 9,00 · 10−6

Najzad, ispostavilo se da skra�ivaǌe matrice J̃2ℓ−1,ℓ−1 uklaǌaǌem
posledǌih vrsta i kolona daje kvadraturnu formulu sa ve�om taqnox-

�u nego xto je to sluqaj kod kvadrature Q̃2ℓ−1,ℓ−1[f ] ako je ℓ veliko. Na

primer, uklaǌaǌem posledǌih ℓ − 6 vrsta i kolona matrice J̃2ℓ−1,ℓ−1

dobija se matrica J̃ℓ+5,5 sa odgovaraju�om kvadraturnom formulom

Q̃ℓ+5,5. Kvadraturne grexke za ovu kvadraturnu formulu prikazane
su u tabeli 2.4.

Tabela 2.4: Grexke pri numeriqkom izraqunavaǌu integrala (2.27) formu-

lom Q̃ℓ+5,5[f ].

Q̃14,5[f ] Q̃15,5[f ] Q̃16,5[f ]

−1,18 · 10−9 −2,29 · 10−10 4,18 · 10−11

Tabele 2.3 i 2.4 pokazuju da i proxireǌa Gausovih kvadraturnih for-
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mula razliqita od onih koja su ispitana u [4, 40] mogu biti od in-
teresa.

2.6 Zakǉuqak

U rezultatima izloжenim u glavi 2 doktorske disertacije predstavǉe-
na je analiza skra�enih uopxtenih usredǌenih gausovskih kvadraturnih
formula koja daje odre�ene uslove pod kojima su ove formule unutrax-
ǌe. Numeriqkim primerima je pokazano da je analiza stroga, u smislu

da ne moжe da se uopxti na proxireǌa preko kvadrature Q
(1)
ℓ+1. Ostali

primeri pokazuju ponaxaǌe uopxtenih usredǌenih gausovskih kvadratura
i ǌihovih skra�enih verzija. Rezultati ove glave su objavǉeni u radu [3].
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Glava 3: Ocena grexke u

Gaus-Kronrodovim kvadraturama

za Bernxtajn-Segeove teжinske

funkcije

3.1 Uvod

Neka je w (nenegativna) teжinska funkcija na intervalu [−1, 1]. Sa
πn(·) �emo oznaqiti (moniqan) ortogonalni polinom stepena n u odnosu
na teжinsku funkciju w, a sa τν (ν = 1, . . . , n) ǌegove nule. Podsetimo se
da su nule τν qvorovi odovaraju�e Gausove kvadraturne formule Gn sa n
qvorova u odnosu na teжinsku funkciju w,

Gn[f ] =

n∑

ν=1

λνf(τν),

sa algebarskim stepenom taqnosti 2n− 1.

Posmatra�emo Gaus-Kronrodove kvadraturne formule za teжinsku funk-
ciju w na intervalu [−1, 1],

∫ 1

−1

f(t)w(t) dt = Qn[f ] +Rn(f),

Qn[f ] =

n∑

ν=1

σνf(τν) +

n+1∑

µ=1

σ∗
µf(τ

∗
µ).

(3.1)

Qvorovi τ∗µ i sve teжine σν , σ
∗
µ odabrani su tako da formula (3.1) ima

najve�i mogu�i algebarski stepen taqnosti. Taj stepen taqnosti je bar
3n+1, dakle Rn(f) = 0 za sve polinome f ∈ P3n+1 (gde Pk oznaqava skup svih
polinoma stepena ne ve�eg od k.) Zna se da su qvorovi τ∗µ nule (moniqnog)
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polinoma π∗
n+1(·;w) stepena n + 1, takozvanog Stiltjesovog polinoma, koji

zadovoǉava relacije ortogonalnosti

∫ 1

−1

π∗
n+1(t)πn(t)t

k w(t) dt = 0, k = 0, 1, . . . , n.

Detaǉan prikaz Gaus-Kronrodovih kvadraturnih formula moжe se na�i u
[26].

U ovoj glavi w �e predstavǉati jednu od qetiri teжinske funkcije
Bernxtajn-Segeovog tipa

w(t) ≡ w(∓1/2)
γ (t) =

(1− t2)∓1/2

1− 4γ

(1 + γ)2
t2

, t ∈ (−1, 1), γ ∈ (−1, 0], (3.2)

w(t) ≡ w(∓1/2,±1/2)
γ (t) =

(1− t)∓1/2(1 + t)±1/2

1− 4γ

(1 + γ)2
t2

, t ∈ (−1, 1), γ ∈ (−1, 0]. (3.3)

Na primer, qetiri Qebixovǉeve teжinske funkcije su specijalni sluqa-
jevi (3.2) i (3.3) za γ = 0.

Odgovaraju�e (moniqne) ortogonalne polinome u odnosu na teжinske
funkcije (3.2) i (3.3) oznaqava�emo sa

π(∓1/2)
n (·) = πn(· ;w(∓1/2))

i
π(∓1/2,±1/2)
n (·) = πn(· ;w(∓1/2,±1/2)),

redom. Osim toga, odgovaraju�e (moniqne) Stiltjesove polinome u odnosu
na teжinske funkcije (3.2) i (3.3) oznaqava�emo sa

π
∗(∓1/2)
n+1 (·) = π∗

n+1(· ;w(∓1/2))

i
π
∗(∓1/2,±1/2)
n+1 (·) = π∗

n+1(· ;w(∓1/2,±1/2)),

redom.

Za analitiqke funkcije, ostatak u kvadraturnoj formuli (3.1) moжe da
se predstavi u obliku konturnog integrala sa kompleksnim jezgrom. Ovde
�emo za datu kvadraturnu formulu prouqiti to jezgro, uzimaju�i za kon-
ture integrala elipse sa жiжama u taqkama ∓1 i zbirom poluosa ρ > 1.
Polaze�i od eksplicitnog izraza za jezgro, odredi�emo taqke na elip-
sama u kojima modul jezgra uzima maksimalnu vrednost. Tako �emo izvesti
upotrebǉiva ograniqeǌa za grexku u ovoj kvadraturnoj formuli. Nexto
drugaqiji pristup je predloжio Notaris [24]. Metoda koju ovde koristimo
upotrebǉena je za dobijaǌe ograniqeǌa grexke za Gausove kvadraturne
formule u odnosu na teжinske funkcije (3.2) i (3.3) i ǌihova uopxteǌa
(videti [45], [46], [42], [30]). Primena ove metode na Gaus-Radau kvadra-
turne formule u odnosu na teжinske funkcije (3.2) i (3.3) moжe se na�i u
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[33]. Tako�e, u [31], [32], [43] i tamoxǌim referencama, ovom metodom su
ispitane gausovske kvadraturne formule sa vixestrukim qvorovima.

Primetimo da qvorovi kvadrature (3.1) u odnosu na teжinske funkcije
(3.2) i (3.3), pripadaju intervalu [−1, 1] (videti npr. [9, teoreme 5.1, 5.2,
5.3]).

Neka je Γ prosta zatvorena kriva u kompleksnoj ravni koja okruжuje in-
terval [−1, 1] i neka je D = int Γ (ograniqena) oblast odre�ena ovom krivom.
Pod pretpostavkom da je integrand f analitiqka funkcija u oblasti D i
neprekidna na D, ostatak Rn(f) u formuli (3.1) moжe da se predstavi u
obliku integrala

Rn(f) =
1

2πi

∮

Γ

Kn(z)f(z)dz. (3.4)

Jezgro Kn je dato formulom

Kn(z) ≡ KGK
n (z;w) =

̺n(z)

πn(z)π∗
n+1(z)

, z /∈ [−1, 1],

gde je

̺n(z) ≡ ̺GK
n,w(z) =

∫ 1

−1

πn(t)π
∗
n+1(t)

z − t
w(t)dt.

Jasno je da je modul jezgra simetriqan u odnosu na realnu osu:

|Kn(z)| = |Kn(z)|.

Integralno predstavǉaǌe (3.4) daje ocenu grexke

|Rn(f)| 6
ℓ(Γ)

2π
‖Kn‖Γ ‖f‖Γ

(
‖ϕ‖Γ = max

z∈Γ
|ϕ(z)|

)
, (3.5)

gde je ℓ(Γ) duжina konture Γ. Tako je, da bi se procenila desna strana
nejednakosti (3.5), potrebno ograniqiti odozgo vrednost |Kn(z)| na krivoj
Γ.

Gorǌe ocene ostatka |Rn(f)| za analitiqku funkciju f razmatrane su u
vixe radova. Dva posebno qesto korix�ena izbora krive Γ su:

• krug Cr sa centrom u nuli i polupreqnikom r > 1, tj.

Cr = {z | |z| = r}, r > 1

(videti npr. [11], [23], [25], [24], [28]), i

• elipsa Eρ sa жiжama u taqkama ∓1 i zbirom poluosa ρ > 1,

Eρ =

{
z ∈ C | z =

1

2

(
ρ eiθ + ρ−1e−iθ

)
, 0 ≤ θ 6 2π

}
. (3.6)

Ako pustimo da ρ → 1, elipsa se degenerixe, tj. suжava do samog in-
tervala [−1, 1]. S druge strane, sa porastom parametra ρ elipsa postaje
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bliska kruжnici. Prednost eliptiqkih kontura u pore�eǌu sa kruжnim je
xto takav izbor zahteva da funkcija f bude analitiqka na maǌoj oblasti
u kompleksnoj ravni, naroqito kada je ρ blisko jedinici.

U ovoj glavi, za krivu Γ uzimamo elipsu Eρ, pri qemu oznaqavamo

‖ϕ‖Eρ
= ‖ϕ‖ρ .

U tom sluqaju izraz (3.5) postaje

|Rn(f)| 6
ℓ(Eρ)
2π

‖Kn‖ρ ‖f‖ρ . (3.7)

Duжina elipse Eρ je jednaka ℓ(Eρ) = 4ε−1E(ε), gde je ε ekscentricitet elipse
Eρ, tj. ε = 2/(ρ+ ρ−1). Ovde je

E(ε) =

∫ π/2

0

√
1− ε2 sin2 θ dθ

potpuni eliptiqki integral druge vrste. Tako se ocena (3.7) svodi na

|Rn(f)| 6
2E(ε)

πε
‖Kn‖ρ ‖f‖ρ . (3.8)

Prime�ujemo da je izraz na desnoj strani nejednakosti (3.8) funkcija od
parametra ρ, te se moжe optimizovati po ρ > 1.

Izvo�eǌe upotrebǉivih ocena za |Rn(f)| korix�eǌem relacije (3.8) za-
hteva dobre ocene izraza maxz∈Eρ

|Kn(z)|. Od posebne koristi bilo bi loci-
raǌe ekstremalne taqke η ∈ Eρ u kojoj je modul |Kn| maksimalan. U tom
sluqaju, umesto odre�ivaǌa gorǌe granice izraza maxz∈Eρ

|Kn(z)|, bilo bi
dovoǉno odrediti |Kn(η;w)|. Ovo u opxtem sluqaju moжe da ne bude jed-
nostavno izvodǉivo. Ipak, u sluqaju Gausovih kvadraturnih formula pos-
toje efektivni algoritmi za izraqunavaǌe vrednosti Kn(z) u proizvoǉnoj
taqki z van intervala [−1, 1] (videti npr. [11]). Drugaqiji pristup oceǌi-
vaǌu Rn(f) moжe se na�i u [15].

Ranije je ocena (3.8) diskutovana u sluqaju Gausovih kvadraturnih for-
mula u odnosu na Qebixovǉeve teжinske funkcije (videti [11], [10])

w1(t) =
1√

1− t2
, w2(t) =

√
1− t2, w3(t) =

√
1 + t

1− t
, w4(t) =

√
1− t

1 + t
.

Ovu ocenu je potom Xira proxirio na simetriqne teжinske funkcije uz
uslov monotonosti (kada je funkcija w(t)

√
1− t2 rastu�a na intervalu (0, 1)

ili je funkcija w(t)/
√
1− t2 opadaju�a na (0, 1)), xto ukǉuquje neke Gegen-

bauerove teжinske funkcije (videti [37]), dok su je Gauqi [6] i Hanter i
Nikolov [16] proxirili na Gaus-Radau i Gaus-Lobato kvadraturne for-
mule.
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U novije vreme (videti [42], [45], [46]), u odnosu na racionalne modi-
fikacije Qebixovǉevih teжinskih funkcija, kao xto su Bernxtajn-Sege-

ove teжinske funkcije w
(∓1/2)
γ i w

(∓1/2,±1/2)
γ , na�eni su dovoǉni uslovi pod

kojima postoji
ρ∗ = ρ∗n = ρ∗n,γ

takvo da za svako ρ > ρ∗ jezgro Kn na elipsi Eρ dostiжe maksimum po modulu
u taqki na realnoj ili na imaginarnoj osi. Ovo pitaǌe je razmatrano za
Gaus-Radau kvadraturne formule u [33]. Nexto opxtija klasa Bernxtajn-
Segeovih teжinskih funkcija razmatrana je u [30].

3.2 Eksplicitni izrazi za modul jezgra Gaus-

Kronrodovih kvadratura sa Bernxtajn-Se-

geovim teжinama

3.2.1 Gaus-Kronrodova kvadraturna formula sa teжinskom funkci-

jom w
(−1/2)
γ

Posmatrajmo formulu (3.1) sa w = w
(−1/2)
γ ,

∫ 1

−1

f(t)w(−1/2)
γ (t) dt = Q

(−1/2)
n [f ] +R

(−1/2)
n (f),

Q
(−1/2)
n [f ] =

n∑

ν=1

σ(−1/2)
ν f

(
τ (−1/2)
ν

)
+

n+1∑

µ=1

σ∗(−1/2)
µ f

(
τ∗(−1/2)
µ

)
.

(3.9)
Prema [24], za n > 4 imamo

π(−1/2)
n (t)π

∗(−1/2)
n+1 (t) = (t2 − 1)

[
π
(1/2)
2n−1(t)−

γ

4
π
(1/2)
2n−3(t)

]

i

π(1/2)
n (t) =

1

2n
[Un(t)− γUn−2(t)] ,

gde je

Un(cos θ) =
sin(n+ 1)θ

sin θ
Qebixovǉev polinom druge vrste. Ove dve jednakosti zajedno daju

π(−1/2)
n (t)π

∗(−1/2)
n+1 (t) =

t2 − 1

22n−1

[
U2n−1(t)− 2γU2n−3(t) + γ2U2n−5(t)

]
.

Odatle je

K(−1/2)
n (z) =

−(1 + γ)2

22n+1γπ
(−1/2)
n (z)π

∗(−1/2)
n+1 (z)

(
A2n−1(z)− 2γA2n−3(z) + γ2A2n−5(z)

)
,

(3.10)
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gde je

Ak(z) =

∫ 1

−1

Uk(t)
√
1− t2

(z − t)(a2 + t2)
dt =

∫ π

0

sin(k + 1)θ sin θ dθ

(z − cos θ)(a2 + cos2 θ)
,

t = cos θ, a2 = −(1 + γ)2

4γ
> 0.

Poznato je da vaжi (npr. po [11, str. 1177]; tako�e se moжe videti [14,
jedn. 3.613.3])

∫ 1

−1

Uk(t)
√
1− t2

z − t
dt = π

(
z −

√
z2 − 1

)k+1

,

∫ 1

−1

Uk(t)
√
1− t2

a2 + t2
dt =

∫ π

0

sin(k + 1)θ sin θ dθ

a2 + cos2 θ

=





0, k neparno,
(−1)k/2π

a

(√
a2 + 1− a

)k+1

, k parno,

a odavde korix�eǌem identiteta

2tUk = Uk+1 + Uk−1

dobijamo jox i

∫ 1

−1

tUk(t)
√
1− t2

a2 + t2
dt =

{
(−1)

k−1
2 π

(√
a2 + 1− a

)k+1

, k neparno,

0, k parno.

Sada iz
1

(z − t)(a2 + t2)
=

1

z2 + a2

(
1

z − t
+

z + t

a2 + t2

)

sledi da je

(z2+a2)Ak(z) =





π
(
z −

√
z2 − 1

)k+1

+ (−1)
k−1
2 π

(√
a2 + 1− a

)k+1

, k neparno,

π
(
z −

√
z2 − 1

)k+1

+
(−1)

k
2 πz

a

(√
a2 + 1− a

)k+1

, k parno.

Poxto je c =
√
a2 + 1− a u stvari jednako

c =

√
4γ − (1 + γ)

2

4γ
− 1 + γ√−4γ

=
1− γ√−4γ

− 1 + γ√−4γ
=

√−γ, (3.11)
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gorǌa formula se svodi na

Ak(z) =

∫ 1

−1

Uk(t)
√
1− t2

(z − t)

(
t2 − (1 + γ)2

4γ

) dt

=





π

(
z −

√
z2 − 1

)k+1 − γ
k+1
2

z2 − (1+γ)2

4γ

, k neparno,

π

(
z −

√
z2 − 1

)k+1 − 2z
1+γ

γ
k+2
2

z2 − (1+γ)2

4γ

, k parno.

(3.12)

Izme�u ostalog, vaжi Ak(−1) = Ak(1) za neparno k, odnosno Ak(−1) =
−Ak(1) za parno k.

Za svako n ∈ N vaжi (npr. po [11, str. 1177])

Un(z) =
ξn+1 − ξ−n−1

ξ − ξ−1
, gde je z =

1

2

(
ξ + ξ−1

)

(
ξ = z +

√
z2 − 1, ξ−1 = z −

√
z2 − 1

)

i

A2n−1(z)− 2γA2n−3(z) + γ2A2n−5(z)

=
π

z2 + a2

[
1

ξ2n
− 2γ

ξ2n−2
+

γ2

ξ2n−4
+ (−1)n−1c2n

− 2γ(−1)n−2c2n−2 + γ2(−1)n−3c2n−4

]

=
π

1
4 (ξ

2 + ξ−2 + 2)− (1+γ)2

4γ

[
1− 2γξ2 + γ2ξ4

ξ2n
+ (−1)n−3c2n−4

(
c4 + 2γc2 + γ2

)]

=
4π

ξ2 + ξ−2 − 1+γ2

γ

[(
1− γξ2

)2

ξ2n
+ (−1)n−3c2n−4

(
c2 + γ

)2
]

=
4π
(
1− γξ2

)2

ξ2n
(
ξ2 + ξ−2 − 1+γ2

γ

) ,

gde je c dato sa (3.11). Tako�e je

(−1)n−3c2n−4
(
c2 + γ

)2
= 0,

jer je c2 + γ = 0. Tako (3.10) postaje

K(−1/2)
n (z) =− 4π (1 + γ)

2 (
1− γξ2

)2

ξ2n
(
ξ − ξ−1

) (
(1 + γ)2 − γ

(
ξ + ξ−1

)2)

× 1[(
ξ2n − ξ−2n

)
− 2γ

(
ξ2n−2 − ξ−2n+2

)
+ γ2

(
ξ2n−4 − ξ−2n+4

)] .
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Daǉe odre�ujemo
∣∣∣K(−1/2)

n (z)
∣∣∣ na sliqan naqin kao u [33, jednaqine (8)].

∣∣∣K(−1/2)
n (z)

∣∣∣ =

2
√
2π (1 + γ)

2 (
1 + γ2ρ4 − 2γρ2 cos 2θ

)

ρ2n (a2 − cos 2θ)
1
2

[
(1 + γ2)

2 − 4γ (1 + γ2) a2 cos 2θ + 2γ2 (a4 + cos 4θ)
] 1

2

p
1
2

,

gde je

p = 2(a4n − cos 4nθ) + 8γ2(a4n−4 − cos(4n− 4)θ) + 2γ4(a4n−8 − cos(4n− 8)θ)

−8γ(a4n−2 cos 2θ − a2 cos(4n− 2)θ) + 4γ2(a4n−4 cos 4θ − a4 cos(4n− 4)θ)

−8γ3(a4n−6 cos 2θ − a2 cos(4n− 6)θ),
(3.13)

pri qemu smo oznaqili am = 1
2 (ρ

m + ρ−m).

Za male vrednosti n dobijaju se slede�i izrazi.

Poxto je

1

(z − t)(1− t2)
=

1

(1− z2)(z − t)
− 1

2(1 + z)(−1− t)
− 1

2(1− z)(1− t)
,

na osnovu (3.12) imamo

∫ 1

−1

Un(t)

(z − t)(1− t2)
(
t2 − (1+γ)2

4γ

)
√
1− t2 dt =

An(z)

1− z2
− An(−1)

2(1 + z)
− An(1)

2(1− z)

=
An(z) −An(1)

1− z2

za neparno n, tako da je

K
(−1/2)
1 (z) =

1

z3 − 3+γ
4 z

∫ 1

−1

t3 − 3+γ
4

t

z − t
w(−1/2)

γ (t)dt

=
− (1+γ)2

4γ

8z3 − 2(3 + γ)z

∫ 1

−1

U3(t)− (1 + γ)U1(t)

(z − t)(1− t2)
(
t2 − (1+γ)2

4γ

)
√
1− t2dt

=
− (1+γ)2

4γ

8z3 − 2(3 + γ)z
· (A3(z)− A3(1))− (1 + γ)(A1(z)− A1(1))

1− z2

=
(1 + γ)2 (A3(z) − (1 + γ)A1(z))

4γ(z2 − 1)(8z3 − 2(3 + γ)z)
,
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xto je jednako

π(1 + γ)2
(√

z2 − 1− z
) ((

z −
√
z2 − 1

)2 − γ
)

4γ(4z3 − (3 + γ)z)
(
z2 − (1+γ)2

4γ

)√
z2 − 1

=
4π(1 + γ)2

(
−ρ−1e−iθ

) (
ρ−2e−2iθ − γ

)

γ(ρ2e2iθ − ρ−2e−2iθ)(ρ2e2iθ + ρ−2e−2iθ − (1 + γ))
(
ρ2e2iθ + ρ−2e−2iθ − 1+γ2

γ

) .

Prema tome,

∣∣∣∣∣
γK

(−1/2)
1 (z)

4π(1 + γ)2

∣∣∣∣∣

2

=
ρ−2(ρ−4 − 2γρ−2 cos 2θ + γ2)

8(a4 − cos 4θ)MN
,

gde su

M = a4 − 2(1 + γ)a2 cos 2θ + cos 4θ +
(1 + γ)2

2
i

N = a4 −
2(1 + γ2)

γ
a2 cos 2θ + cos 4θ +

(1 + γ2)2

2γ2
.

Daǉe,

K
(−1/2)
2 (z)

=
− (1+γ)2

4γ

z5 − 3γ+6
4

z3 + γ2+5γ+4
8

z

∫ 1

−1

1
32U5(t)− 3γ+2

32 U3(t) +
2γ2+4γ+1

32 U1(t)

(z − t)(1− t2)
(
t2 − (1+γ)2

4γ

)
√

1− t2dt

=

− (1+γ)2

4γ ((A5(z)− A5(1)) − (3γ + 2)(A3(z)− A3(1))

+ (2γ2 + 4γ + 1)(A1(z) −A1(1))
)

(1− z2)(32z5 − 24(γ + 2)z3 + 4(γ2 + 5γ + 4)z)

=
(1 + γ)2

(
A5(z)− (3γ + 2)A3(z) + (2γ2 + 4γ + 1)A1(z)

)

4γ(z2 − 1)(32z5 − 24(γ + 2)z3 + 4(γ2 + 5γ + 4)z)
,

pa u ovom sluqaju dobijamo

∣∣∣∣∣
γK

(−1/2)
2 (z)

4ρπ(1 + γ)2

∣∣∣∣∣

2

=
(4γ4 + 4γ3 + γ2)ρ12 − (γ4 + 20γ3 + 12γ2 + 2γ)ρ10 cos 2θ +O(ρ8)

ρ36 +
((

4γ + 18− 2
γ

)
cos 2θ − (12γ + 24) cos3 2θ

)
ρ34 +O(ρ32)

.

Najzad, za n = 3 imamo

K
(−1/2)
3 (z)

=
(1 + γ)2

(
A7(z) − (2γ + 2)A5(z) + (γ2 + 3γ + 1)A3(z)− (γ2 + γ)A1(z)

)

4γ(z2 − 1)(128z7 − 64(γ + 4)z5 + 8(γ2 + 11γ + 19)z3 − 2(3γ2 + 13γ + 12)z)
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i ∣∣∣∣∣
γK

(−1/2)
3 (z)

4ρπ(1 + γ)2

∣∣∣∣∣

2

=
P

Q
, (3.14)

gde su

P = [(γ2 + γ)ρ2 cos 2θ − (γ2 + 3γ + 1) cos 4θ]2+

[(γ2 + γ)ρ2 sin 2θ − (γ2 + 3γ + 1) sin 4θ]2 +O(1),

Q = ρ10
(
ρ4 − 2+2γ2

γ ρ2 cos 2θ
)
(ρ4 − 4ρ2 cos 2θ)×

[
(ρ7 cos 7θ − (2γ + 1)ρ5 cos 5θ)2 + (ρ7 sin 7θ − (2γ + 1)ρ5 sin 5θ)2

]
+O(ρ28).

3.2.2 Gaus-Kronrodova kvadraturna formula sa teжinskom funkci-

jom w
(1/2)
γ

Posmatrajmo sada formulu (3.1) sa w = w
(1/2)
γ :

∫ 1

−1

f(t)w(1/2)
γ (t) dt = Q

(1/2)
n [f ] +R

(1/2)
n (f),

Q
(1/2)
n [f ] =

n∑

ν=1

σ(1/2)
ν f

(
τ (1/2)ν

)
+

n+1∑

µ=1

σ∗(1/2)
µ f

(
τ∗(1/2)µ

)
.

(3.15)

Za n > 2 imamo

π(1/2)
n (t)π

∗(1/2)
n+1 (t) = π

(1/2)
2n+1(t)−

γ

4
π
(1/2)
2n−1(t)

=
1

22n+1

[
U2n+1(t)− 2γU2n−1(t) + γ2U2n−3(t)

]
.

Prema tome,

K(1/2)
n (z) = − (1 + γ)2

22n+3γπ
(1/2)
n (z)π

∗(1/2)
n+1 (z)

(
A2n+1(z)− 2γA2n−1(z) + γ2A2n−3(z)

)
,

gde su izrazi Ak(z) uvedeni gore. Na osnovu prethodnog sluqaja dobijamo

K
(1/2)
n (z) =

π (1 + γ)
2 (

ξ − ξ−1
) (

1− γξ2
)2

ξ2n+2
(
(1 + γ)2 − γ

(
ξ + ξ−1

)2)

× 1[(
ξ2n+2 − ξ−2n−2

)
− 2γ

(
ξ2n − ξ−2n

)
+ γ2

(
ξ2n−2 − ξ−2n+2

)]

i

∣∣∣K(1/2)
n (z)

∣∣∣ =
√
2π (1 + γ)

2
(a2 − cos 2θ)

1
2
(
1 + γ2ρ4 − 2γρ2 cos 2θ

)

ρ2n+2
[
(1 + γ2)

2 − 4γ (1 + γ2) a2 cos 2θ + 2γ2 (a4 + cos 4θ)
] 1

2

q
1
2

,
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gde je

q = 2(a4n+4 − cos(4n+ 4)θ) + 8γ2(a4n − cos 4nθ) + 2γ4(a4n−4 − cos(4n− 4)θ)

−8γ(a4n+2 cos 2θ − a2 cos(4n+ 2)θ) + 4γ2(a4n cos 4θ − a4 cos 4nθ)

−8γ3(a4n−2 cos 2θ − a2 cos(4n− 2)θ).
(3.16)

Za n = 1 dobijamo

K
(1/2)
1 (z) =

1

8z3 − (4 + 2γ)z

∫ 1

−1

U3(t)− γU1(t)

z − t
w(1/2)

γ (t)dt =
A3(z)− γA1(z)

8z3 − (4 + 2γ)z

i odatle ∣∣∣∣∣
γK

(1/2)
1 (z)

4ρπ(1 + γ)2

∣∣∣∣∣

2

=
P

Q
, (3.17)

gde su

P = (ρ−4 cos 4θ − γρ−2 cos 2θ)2 + (ρ−4 sin 4θ − γρ−2 sin 2θ)2,

Q = ρ2
(
ρ4 − 2+2γ2

γ ρ2 cos 2θ
)
×

[
(ρ3 cos 3θ + (1− γ)ρ cos θ)2 + (ρ3 sin 3θ + (1− γ)ρ sin θ)2 +O(ρ2)

]
.

3.2.3 Gaus-Kronrodova kvadraturna formula sa teжinskom funkci-

jom w
(±1/2,∓1/2)
γ

Sada posmatramo formulu (3.1) sa w = w
(±1/2,∓1/2)
γ :

∫ 1

−1

f(t)w(±1/2,∓1/2)
γ (t) dt = Q

(±1/2,∓1/2)
n [f ] +R

(±1/2,∓1/2)
n (f),

Q
(±1/2,∓1/2)
n [f ] =

n∑

ν=1

σ(±1/2,∓1/2)
ν f

(
τ (±1/2,∓1/2)
ν

)

+
n+1∑

µ=1

σ∗(±1/2,∓1/2)
µ f

(
τ∗(±1/2,∓1/2)
µ

)
.

(3.18)

Ovde imamo

π
(±1/2,∓1/2)
n (t)π

∗(±1/2,∓1/2)
n+1 (t) = (t± 1)

[
π
(1/2)
2n (t)− γ

4
π
(1/2)
2n−2(t)

]

=
t± 1

22n
[
U2n(t)− 2γU2n−2(t) + γ2U2n−4(t)

]
,

za n > 3.
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Prema tome,

K
(±1/2,∓1/2)
n (z) = ∓ (1 + γ)2

22n+2γπ
(±1/2,∓1/2)
n (z)π

∗(±1/2,∓1/2)
n+1 (z)

×
(
A2n(z)− 2γA2n−2(z) + γ2A2n−4(z)

)
,

gde su izrazi Ak(z) uvedeni gore. U ovom sluqaju na sliqan naqin dobijamo

K
(±1/2,∓1/2)
n (z) = ±ξ ∓ 1

ξ ± 1
· 2π (1 + γ)

2 (
1− γξ2

)2

ξ2n+1
(
(1 + γ)2 − γ (ξ + ξ−1)

2
)

× 1

[(ξ2n+1 − ξ−2n−1)− 2γ (ξ2n−1 − ξ−2n+1) + γ2 (ξ2n−3 − ξ−2n+3)]

i

∣∣∣K(±1/2,∓1/2)
n (z)

∣∣∣ =
(
a1 ∓ cos θ

a1 ± cos θ

) 1
2

× 2π (1 + γ)
2 (

1 + γ2ρ4 − 2γρ2 cos 2θ
)

ρ2n+1
[
(1 + γ2)

2 − 4γ (1 + γ2) a2 cos 2θ + 2γ2 (a4 + cos 4θ)
] 1

2

r
1
2

,

gde je

r = 2(a4n+2 − cos(4n+ 2)θ) + 8γ2(a4n−2 − cos(4n− 2)θ)

+ 2γ4(a4n−6 − cos(4n− 6)θ)

− 8γ(a4n cos 2θ − a2 cos 4nθ) + 4γ2(a4n−2 cos 4θ − a4 cos(4n− 2)θ)

− 8γ3(a4n−4 cos 2θ − a2 cos(4n− 4)θ).

(3.19)

Poxto je

1

(z − t)(1 + t)
=

1

(1 + z)(z − t)
− 1

(1 + z)(−1− t)
,

imamo

∫ 1

−1

Un(z)

(z − t)(1 + t)
(
t2 − (1+γ)2

4γ

)
√

1− t2 dt =
An(z)−An(−1)

1 + z
,

i odatle

K
(±1/2,∓1/2)
1 (z) =

P

Q
,

gde su
Q = (z + 1)

(
8z3 + 4(2 + γ)z2 − 2z − (2 + 3γ + γ2)

)
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i

P = (z + 1)

∫ 1

−1

U3(t) + (2 + γ)U2(t) + U1(t)− (2γ + γ2)

(z − t)(1 + t)
(
t2 − (1+γ)2

4γ

)
√

1− t2 dt

= (A3(z) −A3(−1)) + (2 + γ)(A2(z) −A2(−1))
+(A1(z)− A1(−1))− (2γ + γ2)(A0(z)− A0(−1))

= A3(z) + (2 + γ)A2(z) +A1(z)− (2γ + γ2)A0(z) .

Odavde sledi

∣∣∣∣∣
γK

(±1/2,∓1/2)
1 (z)

4ρπ(1 + γ)2

∣∣∣∣∣

2

=
4

ρ2
(
ρ4 − 2+2γ2

γ
ρ2 cos 2θ

) · R
S

, (3.20)

gde su
R = ((γ2 + γ) + (γ2 + 2γ)ρ−1 cos θ − ρ−2 cos 2θ)2

+((γ2 + 2γ)ρ−1 sin θ − ρ−2 sin 2θ)2 +O(ρ−3)
i

S = (ρ2 + 4ρ cos θ + 4)×

[(ρ3 cos 3θ + (γ + 2) cos 2θ + 2ρ cos θ)2

+(ρ3 sin 3θ + (γ + 2) sin 2θ + 2ρ sin θ)2] +O(ρ11).

Na sliqan naqin dobijamo

∣∣∣∣∣
γK

(±1/2,∓1/2)
2 (z)

4ρπ(1 + γ)2

∣∣∣∣∣

2

=
4γ6

(1 + γ)4ρ21

(
ρ− 6γ + 2

γ
cos θ +O(ρ−1)

)
. (3.21)

3.3 Maksimum modula jezgra Gaus-Kronrodovih

kvadratura s Bernxtajn-Segeovim teжinama

Dokaza�emo slede�a tvr�eǌa o ponaxaǌu modula dobijenih jezgara Ga-
us-Kronrodovih kvadratura sa Bernxtajn-Segeovim teжinskim funkcijama
w(−1/2), w(1/2), w(−1/2,1/2) i w(1/2,−1/2).

Teorema 3.1. Za Gaus-Kronrodovu kvadraturnu formulu (3.1) za n ∈ N, n >

3 sa teжinskom funkcijom w
(−1/2)
γ (t), γ ∈ (−1, 0), tj. (3.9), postoji

ρ∗ ∈ (1,+∞) (ρ∗ = ρ∗n = ρ∗(n, γ)) takvo da za svako ρ > ρ∗ modul jezgra∣∣∣K(−1/2)
n (z)

∣∣∣ dostiжe maksimalnu vrednost na realnim poluosama (θ = 0

i θ = π) ako je γ >
−1−

√
13

6 , odnosno na pozitivnoj imaginarnoj poluosi

(θ = π
2
) ako je γ < −1−

√
13

6
.
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Drugim reqima,

max
z∈Eρ

∣∣∣K(−1/2)
n (z)

∣∣∣ =
∣∣∣K(−1/2)

n

(
1
2(ρ+ ρ−1)

)∣∣∣ =
∣∣∣K(−1/2)

n

(
−1

2(ρ+ ρ−1)
)∣∣∣

za γ >
−1−

√
13

6
, i

max
z∈Eρ

∣∣∣K(−1/2)
n (z)

∣∣∣ =
∣∣∣K(−1/2)

n

(
i
2 (ρ− ρ−1)

)∣∣∣

za γ < −1−
√
13

6
.

Tako�e, vaжi

max
z∈Eρ

∣∣∣K(−1/2)
1 (z)

∣∣∣ =
∣∣∣K(−1/2)

1

(
1
2
(ρ+ ρ−1)

)∣∣∣ =
∣∣∣K(−1/2)

1

(
−1

2
(ρ+ ρ−1)

)∣∣∣

za γ > −1
2 , i

max
z∈Eρ

∣∣∣K(−1/2)
1 (z)

∣∣∣ =
∣∣∣K(−1/2)

1

(
i
2
(ρ− ρ−1)

)∣∣∣

za γ < −1
2 ;

max
z∈Eρ

∣∣∣K(−1/2)
3 (z)

∣∣∣ =
∣∣∣K(−1/2)

3

(
1
2(ρ+ ρ−1)

)∣∣∣ =
∣∣∣K(−1/2)

3

(
−1

2(ρ+ ρ−1)
)∣∣∣

za γ >
−5+

√
13

6 , i

max
z∈Eρ

∣∣∣K(−1/2)
3 (z)

∣∣∣ =
∣∣∣K(−1/2)

3

(
i
2 (ρ− ρ−1)

)∣∣∣

za γ < −5+
√
13

6 .

Dokaz. U sluqaju n > 3 treba da pokaжemo da postoji (dovoǉno veliko) ρ∗

tako da za sve ρ > ρ∗ i θ ∈ [0, π] vaжi

a2

bcp
6

A2

BCP
,

tj.
a2BCP 6 A2bcp,

gde je

a = 1 + γ2ρ4 − 2γρ2 cos 2θ,

b = a2 − cos 2θ,

c =
(
1 + γ2

)2 − 4γ
(
1 + γ2

)
a2 cos 2θ + 2γ2 (a4 + cos 4θ) ,

(3.22)

p je dato jednaqinom (3.13), a A, B, C i P su redom vrednosti izraza
a, b, c i p za θ = 0 (θ = π

2
).
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Da bismo ovo dokazali, dovoǉno je da uporedimo monome sa najve�im
stepenima ρ na obema stranama posledǌe nejednakosti.

Za θ = 0 imamo

A = 1 + γ2ρ4 − 2γρ2,

B = a2 − 1,

C =
(
1 + γ2

)2 − 4γ
(
1 + γ2

)
a2 + 2γ2 (a4 + 1) ,

P = 2(a4n − 1) + 8γ2(a4n−4 − 1) + 2γ4(a4n−8 − 1)

−8γ(a4n−2 − a2) + 4γ2(a4n−4 − a4)− 8γ3(a4n−6 − a2).

(3.23)

Qlan sa najve�im stepenom ρ u proizvodu a2BCP je

Hl = γ2ρ4 · γ2ρ4 · 1
2
ρ2 · γ2ρ4 ·

(
−4γρ4n−2

)

+γ2ρ4 · γ2ρ4 · 1
2ρ

2 ·
(
−2γ

(
1 + γ2

)
ρ2
)
· ρ4n

+γ2ρ4 · γ2ρ4 · (−1) · γ2ρ4 · ρ4n

+2 ·
(
−2γ cos 2θρ2

)
· γ2ρ4 · 1

2ρ
2 · γ2ρ4 · ρ4n,

dok je u izrazu A2bcp taj qlan

Hr = γ2ρ4 · γ2ρ4 · 1
2
ρ2 · γ2ρ4 ·

(
−4γ cos 2θρ4n−2

)

+γ2ρ4 · γ2ρ4 · 1
2
ρ2 ·

(
−2γ

(
1 + γ2

)
cos 2θρ2

)
· ρ4n

+γ2ρ4 · γ2ρ4 · (− cos 2θ) · γ2ρ4 · ρ4n

+2 ·
(
−2γρ2

)
· γ2ρ4 · 1

2ρ
2 · γ2ρ4 · ρ4n.

Nejednakost Hl < Hr je ekvivalentna uslovu

(1− cos 2θ)
(
−2γ7 − γ5

(
1 + γ2

)
− γ6 + 2γ5

)
ρ4n+12 < 0,

tj.
(1− cos 2θ)γ5

(
−3γ2 − γ + 1

)
ρ4n+12 < 0,

xto oqigledno vaжi za sve θ ∈ (0, π) ako je zadovoǉeno −3γ2−γ+1 > 0,

tj. ako je γ ∈
(

−1−
√
13

6 , 0
)
.

S druge strane, ako je γ = −1−
√
13

6
, korix�eǌem Matlaba se dobija da

je qlan najve�eg stepena po ρ u izrazu a2BCP − A2bpc (a to je ρ2n+10)
negativan, xto i u ovom sluqaju potvr�uje taqnost tvr�eǌa.

Sliqno, za θ = π
2 nejednakost Hl < Hr je ekvivalentna uslovu

(−1− cos 2θ)γ5
(
−3γ2 − γ + 1

)
< 0,
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xto oqigledno vaжi za sve θ ∈ [0, π
2
) ako je γ ∈

(
−1, −1−

√
13

6

)
.

Nakon razvijaǌa, nejednakost |K(−1/2)
1 (θ)| 6 |K(−1/2)

1 (0)| se svodi na
P (ρ) > 0 za dovoǉno veliko ρ, gde je P (ρ) neki polinom sa dva vode�a
qlana

2γ2(2γ + 1)(1− cos 2θ)ρ26 − 4γ(γ3 + γ2 + 2γ + 1)(1− cos2 2θ)ρ24.

Sledi da je za γ > −1
2 i dovoǉno veliko ρ vrednost izraza |K(−1/2)

1 (z)|
maksimalna za θ = 0, tj. na realnoj osi.

Sliqno, nejednakost |K(−1/2)
1 (θ)| 6 |K(−1/2)

1 (π2 )| je ekvivalentna sa Q(ρ)
> 0 za dovoǉno veliko ρ, gde je Q(ρ) neki polinom sa vode�im qlanom

−2γ2(2γ + 1)(1 + cos 2θ)ρ26.

Prema tome, za γ < −1
2
i dovoǉno veliko ρ, vrednost izraza |K(−1/2)

1 (z)|
je maksimalna za θ = π

2 , tj. na imaginarnoj osi.

Primetimo da se brojilac u izrazu (3.14) moжe zapisati kao

(γ2 + γ)2ρ4 − 2(γ2 + γ)(γ2 + 3γ + 1) cos 2θ ρ2 +O(1)

= ρ2
(
(γ2 + γ)2ρ2 − 2(γ2 + γ)(γ2 + 3γ + 1) cos 2θ

)
+O(1),

a imenilac se moжe zapisati kao
(
ρ2 − 2 + 2γ2

γ
cos 2θ

)
(ρ2 − 4 cos 2θ)

(
ρ14 − 2 (2γ + 1) ρ12 cos 2θ

)
+O(ρ14)

= ρ12
(
ρ2 − 2 + 2γ2

γ
cos 2θ

)
(ρ2 − 4 cos 2θ)

(
ρ2 − 2 (2γ + 1) cos 2θ

)
+O(ρ14).

Prema tome, za n = 3 dovoǉno je pokazati da je nejednakost

(γ2 + γ)2ρ2 − 2(γ2 + γ)(γ2 + 3γ + 1) cos 2θ(
ρ2 − 2+2γ2

γ cos 2θ
)
(ρ2 − 4 cos 2θ) [ρ2 − 2 (2γ + 1) cos 2θ]

6
(γ2 + γ)2ρ2 − 2(γ2 + γ)(γ2 + 3γ + 1)(
ρ2 − 2+2γ2

γ

)
(ρ2 − 4) [ρ2 − 2 (2γ + 1)]

(3.24)

zadovoǉena za dovoǉno veliko ρ kada je γ >
−5+

√
13

6 , kao i da je nejed-
nakost

(γ2 + γ)2ρ2 − 2(γ2 + γ)(γ2 + 3γ + 1) cos 2θ(
ρ2 − 2+2γ2

γ cos 2θ
)
(ρ2 − 4 cos 2θ) [ρ2 − 2 (2γ + 1) cos 2θ]

6
(γ2 + γ)2ρ2 + 2(γ2 + γ)(γ2 + 3γ + 1)(
ρ2 + 2+2γ2

γ

)
(ρ2 + 4) [ρ2 + 2 (2γ + 1)]

(3.25)
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zadovoǉena za dovoǉno veliko ρ kada je γ < −5+
√
13

6 .

Na isti naqin kao u dosadaxǌem delu dokaza, dobija se da je (3.24)
asimptotski ekvivalentno uslovu

(
γ2 + γ

)2 · (−2(2γ + 1)) +
(
γ2 + γ

)2 · (−4) +
(
γ2 + γ

)2 ·
(

−2(1+γ2)
γ

)

−2
(
γ2 + γ

) (
γ2 + 3γ + 1

)
cos 2θ

<
(
γ2 + γ

)2 · (−2(2γ + 1) cos 2θ) +
(
γ2 + γ

)2 · (−4 cos 2θ)

+
(
γ2 + γ

)2 ·
(

−2(1+γ2)
γ

cos 2θ

)
− 2

(
γ2 + γ

) (
γ2 + 3γ + 1

)
,

xto se svodi na

(1− cos 2θ)

(
−2(2γ + 1)− 4− 2(1 + γ2)

γ
+

2
(
γ2 + 3γ + 1

)

γ2 + γ

)
< 0,

tj.
− (1− cos 2θ)

(
3γ2 + 5γ + 1

)
< 0,

za sve θ ∈ (0, π). Poxto je −1 < γ < 0, ovo je ekvivalentno uslovu

3γ2 + 5γ + 1 > 0,

tj. γ ∈
(

−5+
√
13

6 , 0
)
.

Sliqno, (3.25) je ekvivalentno sa

(1 + cos 2t)
(
3γ2 + 5γ + 1

)
< 0,

qime je dokaz u sluqaju γ 6= −5+
√
13

6 zavrxen.

Najzad, ako je γ = −5+
√
13

6 , tvr�eǌe se direktno proverava pomo�u
Matlaba. ✷

Za n = 2 modul jezgra ne dostiжe obavezno maksimum na koordinatnim
osama za γ ∈ (−1, 0) i dovoǉno veliko ρ. Ipak, odgovaraju�i rezultati
se mogu dobiti na nekim podintervalima intervala (−1, 0). Na primer,
nejednakost ∣∣∣K(−1/2)

2 (θ)
∣∣∣ 6

∣∣∣K(−1/2)
2 (0)

∣∣∣

je ekvivalentna sa P (ρ) > 0 za dovoǉno veliko ρ, gde je P (ρ) neki polinom
qija su dva vode�a qlana

γ2{(16γ3+96γ2+88γ+22)(cos 2θ−cos3 2θ)+(32γ3+48γ2+20γ+2)(1−cos3 2θ)}ρ46

+(96γ5 + 432γ4 + 624γ3 + 312γ2 + 48γ)(cos3 2θ − cos 2θ)ρ44.
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Ovde je vode�i koeficijent jednak

A = −2γ2(2γ + 1)(4γ2 + 22γ + 11)(1− cos 2θ) + 12γ2(2γ + 1)2(γ + 2)(1− cos3 2θ).

Ako je √
77− 11

4
< γ < −1

2
,

gorǌi izraz je pozitivan, te je P (ρ) > 0 za dovoǉno veliko ρ, tj. vrednost

modula
∣∣∣K(−1/2)

2 (z)
∣∣∣ je maksimalna za θ = 0. U suprotnom, poxto je

1− cos 2θ 6
4

3
(1− cos3 2θ),

dovoǉan uslov da A bude pozitivno je nejednakost

0 6− 8

3
(2γ + 1)(4γ2 + 22γ + 11)(1− cos3 2θ) + 12(2γ + 1)2(γ + 2)(1− cos3 2θ)

=
4

3
(2γ + 1)(10γ2 + γ − 4)(1− cos3 2θ),

koja je ispuǌena kad god je −1−
√
161

20
< γ < −1

2
.

Grafici na slikama 3.1-3.4 pokazuju da taqka maksimuma izraza

ζ(θ) = ζρ,γ(θ) =
∣∣∣K(−1/2)

2 (z)
∣∣∣

(gde su ρ, γ fiksirani) moжe sporo da konvergira kada parametar ρ raste,
kao i da za neke vrednosti γ modul jezgra ne dostiжe maksimum na koor-
dinatnoj osi. Primetimo da se ovo razmatraǌe odnosi samo na deo elipse
Eρ u prvom kvadrantu, tj. na interval 0 6 θ 6

π
2 , poxto je modul izraza

K
(−1/2)
2 simetriqan u odnosu na obe koordinatne ose (kao u npr. [10, str.

219]).
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Slika 3.1: grafik modula jezgra ζ(θ) =
∣∣∣K(−1/2)

2 (z)
∣∣∣ za ρ = 5, γ = −0.01
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Slika 3.2: grafik modula jezgra ζ(θ) =
∣∣∣K(−1/2)

2 (z)
∣∣∣ za ρ = 25, γ = −0.01
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Slika 3.3: grafik modula jezgra ζ(θ) =
∣∣∣K(−1/2)

2 (z)
∣∣∣ za ρ = 5, γ = −0.2
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Slika 3.4: grafik modula jezgra ζ(θ) =
∣∣∣K(−1/2)

2 (z)
∣∣∣ za ρ = 15, γ = −0.2
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Teorema 3.2. Za Gaus-Kronrodovu kvadraturnu formulu (3.1) sa n > 1 qvo-

rova za teжinsku funkciju w
(1/2)
γ (t) i γ ∈ (−1, 0), tj. (3.15), postoji

ρ∗ ∈ (1,+∞) (ρ∗ = ρ∗n = ρ∗(n, γ)) takvo da za svako ρ > ρ∗ modul jezgra∣∣∣K(1/2)
n (z)

∣∣∣ dostiжe maksimum na realnim poluosama (θ = 0 i θ = π) ako

je γ >
1−

√
13

6
, odnosno na pozitivnoj imaginarnoj poluosi (θ = π

2
) ako

je γ < 1−
√
13

6 .

Drugim reqima,

max
z∈Eρ

∣∣∣K(1/2)
n (z)

∣∣∣ =
∣∣∣K(1/2)

n

(
1
2 (ρ+ ρ−1)

)∣∣∣ =
∣∣∣K(1/2)

n

(
−1

2 (ρ+ ρ−1)
)∣∣∣

za γ >
1−

√
13

6
i

max
z∈Eρ

∣∣∣K(1/2)
n (z)

∣∣∣ =
∣∣∣K(1/2)

n

(
i
2 (ρ− ρ−1)

)∣∣∣

za γ < 1−
√
13

6
.

Za n = 1 vaжi

max
z∈Eρ

∣∣∣K(1/2)
1 (z)

∣∣∣ =
∣∣∣K(1/2)

1

(
i
2 (ρ+ ρ−1)

)∣∣∣ =
∣∣∣K(1/2)

1

(
− i

2 (ρ+ ρ−1)
)∣∣∣ .

Dokaz. Ako je n > 1, treba da pokaжemo da postoji ρ∗ takvo da za svako
ρ > ρ∗ i θ ∈ [0, π] vaжi

a2b

cq
6

A2B

CQ
,

tj.
a2bCQ 6 A2Bcq,

gde su izrazi a, b i c dati jednakostima (3.22), q je dato jednaqinom
(3.16), a A, B, C i Q su redom vrednosti parametara a, b, c i q za
θ = 0 (θ = π

2 ). To �emo dokazati upore�ivaǌem qlanova sa najve�im
stepenom po ρ na obema stranama.

Za θ = 0 imamo

Q = 2(a4n+4 − 1) + 8γ2(a4n − 1) + 2γ4(a4n−4 − 1)

−8γ(a4n+2 − a2) + 4γ2(a4n − a4)− 8γ3(a4n−2 − a2),

gde su A, B i C isti kao u (3.23). Qlan najve�eg stepena po ρ u
proizvodu a2bCQ je

Hl =
1

2
ρ2 · γ2ρ4 · γ2ρ4 · γ2ρ4 ·

(
−4γρ4n+2

)

+1
2ρ

2 · γ2ρ4 · γ2ρ4 ·
(
−2γ

(
1 + γ2

)
ρ2
)
· ρ4n+4

+2 · 1
2ρ

2γ2ρ4 ·
(
−2γ cos 2θρ2

)
· γ2ρ4 · ρ4n+4

+(− cos 2θ) · γ2ρ4 · γ2ρ4 · γ2ρ4 · ρ4n+4,
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dok je u proizvodu A2Bcq taj qlan

Hr =
1

2
ρ2 · γ2ρ4 · γ2ρ4 · γ2ρ4 ·

(
−4γρ4n+2 cos 2θ

)

+1
2
ρ2 · γ2ρ4 · γ2ρ4 ·

(
−2γ

(
1 + γ2

)
cos 2θρ2

)
· ρ4n+4

+2 · 1
2ρ

2γ2ρ4 ·
(
−2γρ2

)
· γ2ρ4 · ρ4n+4

+(−1) · γ2ρ4 · γ2ρ4 · γ2ρ4 · ρ4n+4.

Nejednakost Hl < Hr je ekvivalentna sa

(1− cos 2θ)
(
−2γ7 − γ5

(
1 + γ2

)
+ 2γ5 + γ6

)
ρ4n+16

= (1− cos 2θ)γ5
(
−3γ2 + γ + 1

)
ρ4n+16 < 0,

xto oqigledno vaжi za sve θ ∈ (0, π) pod uslovom da vaжi

−3γ2 + γ + 1 > 0,

tj. γ ∈
(

1−
√
13

6
, 0
)
.

Tvr�eǌe vaжi i za γ = 1−
√
13

6
. Zaista, uz pomo� Matlaba dobija se da

je koeficijent uz qlan najve�eg stepena po ρ u izrazu a2BCP − A2bcp
(a to je koeficijent uz ρ2n+14) negativan, xto dokazuje tvr�eǌe u ovom
sluqaju.

Sliqno, za θ = π/2 nejednakost Hl < Hr je ekvivalentna sa

(−1− cos 2θ)γ5
(
−3γ2 + γ + 1

)
< 0,

xto oqigledno vaжi za sve θ ∈ [0, π/2) ako je γ ∈
(
−1, 1−

√
13

6

)
.

Najzad, u sluqaju n = 1 brojilac u jednakosti (3.17) moжe da se zapixe
kao

ρ−8 + γ2ρ−4 − 2γρ−6 cos 2θ,

pa treba da dokaжemo da vaжi

ρ−8 + γ2ρ−4 − 2γρ−6 cos 2θ

R
6

ρ−8 + γ2ρ−4 + 2γρ−6

(
ρ4 + 2+2γ2

γ ρ2
)
[(−ρ3 + (1− γ)ρ)2 +O(ρ2)]

za svako dovoǉno veliko ρ, gde je

R =
(
ρ4 − 2+2γ2

γ ρ2 cos 2θ
)
×

[
(ρ3 cos 3θ + (1− γ)ρ cos θ)2 + (ρ3 sin 3θ + (1− γ)ρ sin θ)2 +O(ρ2)

]
.

Kao i pre, ovo je asimptotski ekvivalentno nejednakosti

−2γ cos 2θ · 1 · 1 + γ2 · 2(1+γ2)
γ · 1 + γ2 · 1 · (−2(1− γ))

6 −2γ(−1) · 1 · 1 + γ2 ·
(
−2(1+γ2)

γ
cos 2θ

)
· 1 + γ2 · 1 · (2(1− γ) cos 2θ) ,
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tj.
2γ (1 + cos 2θ)

(
1 + 1 + γ2 − γ(1− γ)

)
6 0

za svako θ ∈ [0, π] \ {π/2}, a to je oqigledno taqno jer je 2γ2 + 2− γ > 0.
Ovim je dokaz zavrxen. ✷

Teorema 3.3. Za Gaus-Kronrodovu kvadraturnu formulu (3.1), n ∈ N/{2},
sa teжinskom funkcijom w

(−1/2,1/2)
γ (t), γ ∈ (−1, 0), tj. formulu (3.18),

postoji ρ∗ ∈ (1,+∞) (ρ∗ = ρ∗n = ρ∗(n, γ)) takvo da za svako ρ > ρ∗ modul

jezgra
∣∣∣K(−1/2,1/2)

n (z)
∣∣∣ dostiжe maksimum na pozitivnoj realnoj poluosi

(θ = 0), tj.

max
z∈Eρ

∣∣∣K(−1/2,1/2)
n (z)

∣∣∣ =
∣∣∣K(−1/2,1/2)

n

(
1
2 (ρ+ ρ−1)

)∣∣∣ .

U sluqaju n = 2 vaжi

max
z∈Eρ

∣∣∣K(−1/2,1/2)
2 (z)

∣∣∣ =
∣∣∣K(−1/2,1/2)

2

(
1
2 (ρ+ ρ−1)

)∣∣∣

za γ > −1
3
i

max
z∈Eρ

∣∣∣K(−1/2,1/2)
2 (z)

∣∣∣ =
∣∣∣K(−1/2,1/2)

2

(
−1

2(ρ+ ρ−1)
)∣∣∣

za γ < −1
3 .

Dokaz. Prvo ispitujemo sluqaj n > 2. Treba da dokaжemo da postoji ρ∗

takvo da za sve ρ > ρ∗ i θ ∈ [0, π] vaжi

xa2

ycr
6

XA2

Y CR
,

tj.
xa2Y CR 6 XA2ycr,

gde su a i c dati jednaqinom (3.22),

x = a1 + cos θ, y = a1 − cos θ,

a r je dato jednaqinom (3.19), i pritom su A,C,X, Y, R vrednosti izraza
a, c, x, y, r za θ = 0, tj.

X = a1 + 1,

Y = a1 − 1,

R = 2(a4n+2 − 1) + 8γ2(a4n−2 − 1) + 2γ4(a4n−6 − 1)

−8γ(a4n − a2) + 4γ2(a4n−2 − a4)− 8γ3(a4n−4 − a2),

a A i C su dati u (3.23).
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Qlan najve�eg stepena po ρ u proizvodu xa2Y CR je

Hl =
1

2
ρ ·
(
γ2ρ4

)2 · (−1) · γ2ρ4 · ρ4n+2 + cos θ ·
(
γ2ρ4

)2 · 1
2
ρ · γ2ρ4 · ρ4n+2

dok je u proizvodu XA2ycr odgovaraju�i qlan

Hr =
1

2
ρ ·
(
γ2ρ4

)2 · (− cos θ) · γ2ρ4 · ρ4n+2 +
(
γ2ρ4

)2 · 1
2
ρ · γ2ρ4 · ρ4n+2.

Nejednakost Hl < Hr je ekvivalentna sa

(cos θ − 1)γ6ρ2n+15 < 0,

xto oqigledno vaжi za sve θ ∈ (0, π].

Korix�eǌem jednakosti (3.20) dobija se da je odgovaraju�a nejed-
nakost za n = 1 ekvivalentna nejednakosti

2
(
γ2 + γ

) (
γ2 + 2γ

)
(cos θ − 1) 6 0

za sve θ ∈ (0, π), a to je oqigledno taqno jer je
(
γ2 + γ

) (
γ2 + 2γ

)
= 2γ2 (γ + 1) (γ + 2) > 0

za svako γ ∈ (−1, 0).

Odgovaraju�e tvr�eǌe za n = 2 direktno sledi iz (3.21), izuzev u
singularnom sluqaju γ = −1

3 kada je potrebno koristiti Matlab. ✷

Najzad, kako se izraz
∣∣∣K(1/2,−1/2)

n (z)
∣∣∣ dobija iz izraza

∣∣∣K(−1/2,1/2)
n (z)

∣∣∣ za-
menom θ sa θ − π, slede�e tvr�eǌe ne zahteva dokaz.

Teorema 3.4. Za Gaus-Kronrodovu kvadraturnu formulu (3.1), n ∈ N/{2}, sa
teжinskom funkcijom w

(1/2,−1/2)
γ (t), γ ∈ (−1, 0), postoji ρ∗ ∈ (1,+∞)

(ρ∗ = ρ∗n = ρ∗(n, γ)) takvo da za svako ρ > ρ∗ modul jezgra
∣∣∣K(1/2,−1/2)

n (z)
∣∣∣

dostiжe maksimum na negativnoj realnoj poluosi (θ = π), tj.

max
z∈Eρ

∣∣∣K(1/2,−1/2)
n (z)

∣∣∣ =
∣∣∣K(1/2,−1/2)

n

(
−1

2(ρ+ ρ−1)
)∣∣∣ .

U sluqaju n = 2 vaжi

max
z∈Eρ

∣∣∣K(1/2,−1/2)
2 (z)

∣∣∣ =
∣∣∣K(1/2,−1/2)

2

(
−1

2(ρ+ ρ−1)
)∣∣∣

za γ > −1
3
i

max
z∈Eρ

∣∣∣K(1/2,−1/2)
2 (z)

∣∣∣ =
∣∣∣K(1/2,−1/2)

2

(
1
2
(ρ+ ρ−1)

)∣∣∣

za γ < −1
3
. ✷
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3.4 Numeriqki rezultati

S praktiqne taqke gledixta, od znaqaja nam je da imamo procenu (najma-
ǌe) vrednosti parametra ρ∗ qije postojaǌe tvrde teoreme 3.1, 3.2, 3.3 i 3.4,
poxto je za maǌe vrednosti ρ∗ primena ocene (3.8) (uz znaǌe pribliжnog
poloжaja taqke na elipsi Eρ u kojoj |Kn| dostiжe maksimum) mogu�a u ve�oj
oblasti, te se tako mogu dobiti taqniji rezultati. Zato �e sva naxa
razmatraǌa u vezi s parametrom ρ∗ biti u odnosu na domen (1,+∞).

Numeriqko ispitivaǌe pokazuje da je odgovaraju�a vrednost parametra

ρ∗ veoma blisko 1 za svako γ ∈ (−1, 0) u sluqaju teжinskih funkcija w
(−1/2)
γ ,

w
(∓1/2,±1/2)
γ , dok je u sluqaju teжinske funkcije w

(1/2)
γ ova vrednost maǌa od

2. Za male vrednosti n ovo potvr�uju tabele 3.1, 3.2 i 3.3.

Tabela 3.1: najmaǌa mogu�a vrednost ρ∗ iz teoreme 3.1 dobijena empirijski

u sluqaju teжinske funkcije w
(−1/2)
γ za n = 10.

γ −0,99 −0,9 −0,8 −0,7 −0,6 −0,5 −0,4 −0,3 −0,2 −0,1
ρ∗ 1,001 1,058 1,166 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001

Tabela 3.2: najmaǌa mogu�a vrednost ρ∗ iz teoreme 3.2 dobijena empirijski

u sluqaju teжinske funkcije w
(1/2)
γ za n = 10.

γ −0,99 −0,9 −0,8 −0,7 −0,6 −0,5 −0,4 −0,3 −0,2 −0,1
ρ∗ 1,001 1,001 1,120 1,205 1,337 1,645 1,426 1,521 1,648 1,888

Tabela 3.3: najmaǌa mogu�a vrednost ρ∗ iz teorema 3.3 i 3.4 dobijena em-

pirijski u sluqaju teжinskih funkcija w
(−1/2,1/2)
γ i w

(1/2,−1/2)
γ za n = 10.

γ −0,99 −0,9 −0,8 −0,7 −0,6 −0,5 −0,4 −0,3 −0,2 −0,1
ρ∗ 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001

Posmatrajmo numeriqko izraqunavaǌe integrala

I(f) =

∫ 1

−1

f(t)w(t) dt, (3.26)

za
w(t) = w(−1/2)

γ (t), w(1/2)
γ (t), w(−1/2,1/2)

γ (t), w(1/2,−1/2)
γ (t)

sa funkcijom f(t) kao u [24].
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Pretpostavǉaju�i da je funkcija f analitiqka unutar elipse Eρmax
, iz

ocene (3.7) dobijamo gorǌu ocenu grexke

|Rn(f)| 6 inf
ρ∗

n<ρ<ρmax

[
ℓ(Eρ)
2π

(
max
z∈Eρ

|Kn(z)|
)(

max
z∈Eρ

|f(z)|
)]

,

gde je ρ∗n odre�eno teoremom 3.1, 3.2, 3.3 ili 3.4.

Duжina elipse Eρ (jednaqina (3.6)) moжe se ograniqiti odozgo izrazom
(v. [36, (2.2)]):

ℓ(Eρ) 6 2πa1

(
1− 1

4
a−2
1 − 3

64
a−4
1 − 5

256
a−6
1

)
, a1 =

ρ+ ρ−1

2
. (3.27)

U skladu sa (3.27), predlaжemo korix�eǌe ocene grexke

|Rn(f)| 6 r(f), (3.28)

gde je

r(f) = inf
ρ∗

n<ρ<ρmax

{
a1

(
1− 1

4
a−2
1 − 3

64
a−4
1 − 5

256
a−6
1

)
×

(
max
z∈Eρ

|Kn(z)|
)(

max
z∈Eρ

|f(z)|
)}

.

U sluqaju teжinskih funkcija w
(−1/2)
γ (t), w

(1/2)
γ (t) i w

(∓1/2,±1/2)
γ (t) redom

dobijamo gorǌu granicu grexke u slede�im oblicima:

r(f) = inf
ρ∗

n<ρ<ρmax

{
2
√
2π(1 + γ)2

ρ2n
a1

A√
BCP

×
(
1− 1

4
a−2
1 − 3

64
a−4
1 − 5

256
a−6
1

)(
max
z∈Eρ

|f(z)|
)}

,

r(f) = inf
ρ∗

n<ρ<ρmax

{√
2π(1 + γ)2

ρ2n+2
a1A

√
B

CQ
×

(
1− 1

4
a−2
1 − 3

64
a−4
1 − 5

256
a−6
1

)(
max
z∈Eρ

|f(z)|
)}

i

r(f) = inf
ρ∗

n<ρ<ρmax

{
2π(1 + γ)2

ρ2n+1
a1

(
X

Y

)± 1
2 A√

CR
×

(
1− 1

4
a−2
1 − 3

64
a−4
1 − 5

256
a−6
1

)(
max
z∈Eρ

|f(z)|
)}

,

gde su odgovaraju�e vrednosti A,B,C,X, Y, P,Q,R prethodno uvedene.
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Sada �emo uporediti dobijenu ocenu grexke (3.28) sa odgovaraju�om
ocenom izvedenom u [24].

U sluqaju funkcije f1(t) = eωt2 iz [24, primer 4.1] imamo

max
z∈Eρ

|f1(z)| = eωa2
1

(
a1 =

1

2

(
ρ+ ρ−1

))
, ρmax = +∞.

Vrednosti odgovaraju�ih ocena su upore�ene u tabeli 3.4.

Tabela 3.4: pore�eǌe vrednosti r(f1) u sluqaju teжinske funkcije w
(1/2)
γ sa

odgovaraju�im vrednostima iz tabele 1 u [24].

n; ω ocena (4.2) ocena (4.3) r(f1) stvarna
iz [24] iz [24] grexka

5; 0,5 6,385(−17) 5,210(−16) 5,211(−16) 6,368(−17)
10; 0,5 8,928(−38) 1,016(−36) 1,016(−36) 8,914(−38)
15; 0,5 7,643(−61) 1,060(−59) 1,060(−59) 7,635(−61)
20; 0,5 2,317(−85) 3,700(−84) 3,700(−84) 2,315(−85)
5; 2 1,429(−10) 1,199(−9) 1,200(−9) 1,366(−10)
10; 2 2,089(−25) 2,411(−24) 2,411(−24) 2,040(−25)
15; 2 1,873(−42) 2,621(−41) 2,622(−41) 1,843(−42)
20; 2 5,947(−61) 9,567(−60) 9,567(−60) 5,875(−61)
5; 4 4,107(−7) 3,623(−6) 3,632(−6) 3,748(−7)
10; 4 6,075(−19) 7,190(−18) 7,199(−18) 5,791(−19)
15; 4 5,545(−33) 7,894(−32) 7,899(−32) 5,368(−33)
20; 4 1,797(−48) 2,928(−47) 2,929(−47) 1,754(−48)
5; 8 3,729(−3) 3,623(−2) 3,593(−2) 3,079(−3)
10; 8 5,227(−12) 6,513(−11) 6,531(−11) 4,742(−12)
15; 8 4,736(−23) 6,978(−22) 6,992(−22) 4,436(−23)
20; 8 1,546(−35) 2,584(−34) 2,587(−34) 1,472(−35)
5; 16 4,834(+2) 5,507(+3) 4,347(+3) 3,140(+2)
10; 16 4,833(−4) 6,607(−3) 6,553(−3) 3,909(−4)
15; 16 3,884(−12) 6,094(−11) 6,107(−11) 3,373(−12)
20; 16 1,198(−21) 2,105(−20) 2,111(−20) 1,081(−21)

U sluqaju funkcije

f2(t) =
cos t

α2 + t2

iz [24, primer 4.2] imamo

max
z∈Eρ

|f2(z)| =
cosh b1
α2 − b21

(
b1 =

1

2

(
ρ− ρ−1

))
.

Svakako vaжi
b1 < α, tj. ρ < α+

√
α2 + 1 = ρmax.
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Pore�eǌe vrednosti odgovaraju�ih ocena je dato tabelom 3.5. Primetimo
da su ocene iz [24] neprimenǉive u sluqaju α = 0,75.

Tabela 3.5: pore�eǌe vrednosti r(f2) u sluqaju teжinske funkcije w
(1/2)
γ =

w
(1/2)

2
√
2−3

sa odgovaraju�im vrednostima iz tabele 3 u [24].

n; ω ocena (4.2) ocena (4.3) r(f1) stvarna
iz [24] iz [24] grexka

5; 0,75 − − 1,136(−5) 1,984(−7)
10; 0,75 − − 2,129(−11) 1,892(−13)
15; 0,75 − − 3,028(−17) 1,805(−19)
20; 0,75 − − 3,839(−23) 1,721(−25)
5; 1,5 1,421(−9) 5,378(−8) 2,425(−10) 3,926(−12)
10; 1,5 6,210(−18) 4,613(−16) 2,040(−20) 1,646(−22)
15; 1,5 2,714(−26) 3,006(−24) 1,284(−30) 6,898(−33)
20; 1,5 1,186(−34) 1,746(−32) 7,184(−41) 2,892(−43)
5; 3 1,166(−16) 3,114(−15) 8,594(−16) 2,846(−17)
10; 3 5,696(−32) 3,160(−30) 2,896(−31) 4,564(−33)
15; 3 2,783(−47) 2,346(−45) 7,083(−47) 7,320(−49)
20; 3 1,360(−62) 1,538(−60) 1,527(−62) 1,174(−64)
5; 6 3,226(−22) 6,822(−21) 4,928(−21) 2,270(−22)
10; 6 9,684(−44) 4,704(−42) 2,591(−42) 5,160(−44)
15; 6 2,907(−65) 2,212(−63) 9,245(−64) 1,173(−65)
20; 6 8,724(−87) 9,042(−85) 2,865(−85) 2,667(−87)

S druge strane, kada se smaǌuje α < 1, a s ǌim i izraz ρmax = α+
√
α2 + 1,

interval I = (ρ∗, ρmax) na kome vrximo optimizaciju je ili veoma mali ili
je ρ∗ > ρmax. U sluqaju da je ρ∗ > ρmax, ocena r(f) se ne moжe upotrebiti.
Ako mali interval I postoji, a ρ∗ je veoma blisko 1, xto bi znaqilo da
odgovaraju�i modul jezgra ima veliku vrednost na I, u opxtem sluqaju se
moжe oqekivati da ocena r(f) bude neprihvatǉiva. Tako ocena r(f) moжe
da bude za nekoliko redova veliqine ve�a od stvarne grexke, naroqito za
ve�e vrednosti n. Drugim reqima, ocena r(f) ostaje neprihvatǉiva i ako
se odabrana elipsa znatno razlikuje od kruga. U navedenom primeru je ρ∗ =
1,665. Tako na primer u sluqaju α = 0,25, α = 0,5, kada je ρ∗ > ρmax, ocena
r(f2) nije primenǉiva. S druge strane, eksperimenti sa odgovaraju�im
intervalima I za α < 1 dali su nam priliqno dobre ocene grexke r(f2).
Primer za α = 0,75 je prikazan u tabeli 3.5.

Postoje sluqajevi u kojima je ocenu (4.2) iz [24] previxe komplikovano
izvesti. Za neke integrande f ocena (4.3) iz [24] je jaqa od r(f), a za neke je
slabija. U slede�em primeru dajemo rezultate za jedan od integranada za
koji je ocena r(f) znatno jaqa od ocene (4.3) iz [24]. Objaxǌeǌe je sliqno
kao u napomeni 4 u [33].
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Posmatrajmo numeriqko izraqunavaǌe integrala (3.26) sa

f(t) = f3(t) = ecosωt,

gde je ω > 0. Funkcija f3(z) je cela i lako se moжe videti da je

max
z∈Eρ

|ecosωz| = ecosh(ωb1)

(
b1 =

1

2

(
ρ− ρ−1

))
, ρmax = +∞.

Znamo i da je
max
z∈Cr

|ecosωz| = ecosh(ωr).

Ocene dobijene za n = 30 i pojedine vrednosti parametra γ prikazane su u
tabeli 3.6 i upore�ene sa odgovaraju�im ocenama grexke (4.3) iz [24]. Za
ovu funkciju odre�ivaǌe ocene (4.2) iz [24] je previxe komplikovano.

Tabela 3.6: vrednosti ocene (4.3) iz [24], r(f3) i stvarna grexka za n = 30,

neke vrednosti γ ∈ (−1, 0) i ω = 2,4 u sluqaju teжinske funkcije w
(1/2)
γ .

γ ocena (4.3) r(f3) stvarna
iz [24] grexka

−0,99 1,553(−50) 1,707(−59) 5,671(−61)
−0,95 3,780(−49) 4,038(−58) 1,342(−59)
−0,90 1,459(−48) 1,503(−57) 4,998(−59)
−0,8 5,394(−48) 5,150(−57) 1,713(−58)
−0,7 1,108(−47) 9,737(−57) 3,240(−58)
−0,6 1,771(−47) 1,417(−56) 4,719(−58)
−0,5 2,436(−47) 1,746(−56) 5,820(−58)
−0,4 3,004(−47) 1,971(−56) 6,246(−58)
−0,3 3,359(−47) 2,171(−56) 5,728(−58)
−0,2 3,378(−47) 2,135(−56) 4,025(−58)
−0,1 2,914(−47) 1,772(−56) 9,191(−59)
−0,01 1,955(−47) 1,083(−56) 3,238(−58)

3.5 Zakǉuqak

U rezultatima izloжenim u glavi 3, za jednu klasu Bernxtajn-Segeovih
teжinskih funkcija dobili smo stroge ocene grexke Gaus-Kronrodovih
kvadraturnih formula Qn pod pretpostavkom da je integrand analitiqka
funkcija u oblasti ograniqenoj konfokalnim elipsama koja sadrжi inter-
val integracije. Sprovedena je detaǉna analiza, naroqito za ve�e vred-
nosti n u formuli Qn koje su i od ve�eg praktiqnog znaqaja. Ocene grexke
koje su ovde dobijene uporedive su sa onima izvedenim u [24], xto potvr-
�uju i prikazani numeriqki rezultati. Rezultati ove glave objavǉeni su
u radu [2].
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quadrature formulae for weight functions of Bernstein-Szegő type, Numer. Al-
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a b s t r a c t

Generalized averaged Gaussian quadrature formulasmay yield higher accuracy than Gauss
quadrature formulas that use the same moment information. This makes them attractive
to use when moments or modified moments are cumbersome to evaluate. However,
generalized averaged Gaussian quadrature formulas may have nodes outside the convex
hull of the support of the measure defining the associated Gauss rules. It may therefore not
be possible to use generalized averagedGaussian quadrature formulaswith integrands that
only are defined on the convex hull of the support of the measure. Generalized averaged
Gaussian quadrature formulas are determined by symmetric tridiagonal matrices. This
paper investigates whether removing some of the last rows and columns of these matrices
gives quadrature rules whose nodes live in the convex hull of the support of the measure.

© 2016 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

Let dσ be a nonnegative measure with infinitely many points of support. The smallest closed interval that contains the
support of dσ is denoted by [a, b] with −∞ ≤ a < b ≤ ∞, and we assume that the distribution function σ has infinitely
many points of increase in this interval. If σ is an absolutely continuous function, then dσ(x) = w(x) dx on supp(dσ), where
w(x) ≥ 0 is a weight function. Let Pk denote the set of all polynomials of degree at most k and introduce the quadrature
formula (abbreviated q.f.)

Qn[f ] =

n
j=1

ωjf (xj)

with real distinct nodes x1 < x2 < · · · < xn and real weights ωj. We say that Qn is a (2n−m−1, n, dσ) q.f. if the remainder
term Rn[f ], defined by

f (x) dσ(x) = Qn[f ] + Rn[f ],

satisfies Rn[f ] = 0 for all f ∈ P2n−m−1. The rule Qn then is said to have algebraic degree of precision 2n − m − 1. Here m
is an integer such that 0 ≤ m ≤ n. If in addition all quadrature weights ωj are positive, then Qn is said to be a positive
(2n − m − 1, n, dσ) q.f. Furthermore, we say that a polynomial tn =

n
j=1(x − xj) generates a (2n − m − 1, n, dσ) q.f. if its

zeros xj are real and simple, and the q.f. with nodes x1, x2, . . . , xn is a (2n − m − 1, n, dσ) q.f. A (2n − m − 1, n, dσ) q.f. is
internal if all its nodes are in the closed interval [a, b]. A node not belonging to the interval [a, b] is said to be external.
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Abstract We consider the Gauss-Kronrod quadrature formulae for the Bernstein-
Szegő weight functions consisting of any one of the four Chebyshev weights divided
by the polynomial ρ(t) = 1 − 4γ

(1+γ )2
t2, t ∈ (−1, 1), −1 < γ ≤ 0. For analytic

functions, the remainder term of this quadrature formula can be represented as a
contour integral with a complex kernel. We study the kernel, on elliptic contours with
foci at the points ∓1 and sum of semi-axes ρ > 1, for the given quadrature formula.
Starting from the explicit expression of the kernel, we determine the locations on the
ellipses where maximum modulus of the kernel is attained. So we derive effective
error bounds for this quadrature formula. An alternative approach, which has initiated
this research, has been proposed by S. Notaris (Numer. Math. 103, 99–127, 2006).
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Ɉɛрɚзɚц 1  

 

ɂɁЈАȼА АɍɌɈɊА Ɉ ɈɊɂȽɂɇАɅɇɈɋɌɂ ȾɈɄɌɈɊɋɄȿ ȾɂɋȿɊɌАЦɂЈȿ 

 

  

 

Јɚ, ___________________________________________________, ɢɡʁɚɜʂɭʁɟɦ ɞɚ ɞɨɤɬɨɪɫɤɚ 

ɞɢɫɟɪɬɚɰɢʁɚ ɩɨɞ ɧɚɫɥɨɜɨɦ: 

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________  

ɤɨʁɚ ʁɟ ɨɞɛɪɚʃɟɧɚ ɧɚ ________________________________________________________ 

Уɧɢɜɟɪɡɢɬɟɬɚ ɭ Кɪɚɝɭʁɟɜɰɭ ɩɪɟɞɫɬɚɜʂɚ ɨɪɢɝɢɧаɥɧɨ аɭɬɨɪɫɤɨ ɞɟɥɨ ɧɚɫɬɚɥɨ ɤɚɨ ɪɟɡɭɥɬɚɬ 

ɫɨɩɫɬɜɟɧɨɝ ɢɫɬɪаɠɢɜаɱɤɨɝ ɪаɞа. 

 

Оɜɨɦ Иɡјаɜɨɦ ɬаɤɨђɟ ɩɨɬɜɪђɭјɟɦ: 

 ɞɚ ɫɚɦ јɟɞɢɧɢ аɭɬɨɪ ɧɚɜɟɞɟɧɟ ɞɨɤɬɨɪɫɤɟ ɞɢɫɟɪɬɚɰɢʁɟ, 

 ɞɚ ɭ ɧɚɜɟɞɟɧɨʁ ɞɨɤɬɨɪɫɤɨʁ ɞɢɫɟɪɬɚɰɢʁɢ ɧɢɫаɦ ɢɡɜɪɲɢɨ/ɥа ɩɨɜɪɟɞɭ ɚɭɬɨɪɫɤɨɝ ɧɢɬɢ 
ɞɪɭɝɨɝ ɩɪɚɜɚ ɢɧɬɟɥɟɤɬɭɚɥɧɟ ɫɜɨʁɢɧɟ ɞɪɭɝɢɯ ɥɢɰɚ, 

 ɞɚ ɭɦɧɨɠɟɧɢ ɩɪɢɦɟɪɚɤ ɞɨɤɬɨɪɫɤɟ ɞɢɫɟɪɬɚɰɢʁɟ ɭ ɲɬɚɦɩɚɧɨʁ ɢ ɟɥɟɤɬɪɨɧɫɤɨʁ ɮɨɪɦɢ 
ɭ ɱɢʁɟɦ ɫɟ ɩɪɢɥɨɝɭ ɧɚɥɚɡɢ ɨɜɚ Иɡʁɚɜɚ ɫɚɞɪɠɢ ɞɨɤɬɨɪɫɤɭ ɞɢɫɟɪɬɚɰɢʁɭ ɢɫɬɨɜɟɬɧɭ 
ɨɞɛɪɚʃɟɧɨʁ ɞɨɤɬɨɪɫɤɨʁ ɞɢɫɟɪɬɚɰɢʁɢ. 
 

 

 

У _____________________, _____________ ɝɨɞɢɧɟ,               

 

 

                 _____________________________

             ɩɨɬɩɢɫ ɚɭɬɨɪɚ 

             

   Душан Ђукић

   Унутрашњост скраћених усредњених гаусовских квадратура и оцена 
грешке Гаус-Кронродових квадратура

   Природно-математичком факултету

   Крагујевцу 22.12.2017.
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Оɛрɚзɚц 2 

 

ɂɁЈАВА АɍɌОɊА О ɂɋКОɊɂШȶАВАȵɍ ȾОКɌОɊɋКȿ ȾɂɋȿɊɌАЦɂЈȿ 

 

  

 

Јɚ, ________________________________________________________,  

ɞɨɡɜɨʂɚɜɚɦ 

 

ɧɟ ɞɨɡɜɨʂɚɜɚɦ 

 

          

Уɧɢɜɟɪɡɢɬɟɬɫɤɨʁ ɛɢɛɥɢɨɬɟɰɢ ɭ Кɪɚɝɭʁɟɜɰɭ ɞɚ ɧɚɱɢɧɢ ɞɜɚ ɬɪɚʁɧɚ ɭɦɧɨɠɟɧɚ ɩɪɢɦɟɪɤɚ ɭ 

ɟɥɟɤɬɪɨɧɫɤɨʁ ɮɨɪɦɢ ɞɨɤɬɨɪɫɤɟ ɞɢɫɟɪɬɚɰɢʁɟ ɩɨɞ ɧɚɫɥɨɜɨɦ: 

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________  

ɤɨʁɚ ʁɟ ɨɞɛɪɚʃɟɧɚ ɧɚ ________________________________________________________ 

Уɧɢɜɟɪɡɢɬɟɬɚ ɭ Кɪɚɝɭʁɟɜɰɭ, ɢ ɬɨ ɭ ɰɟɥɢɧɢ, ɤɚɨ ɢ ɞɚ ɩɨ ʁɟɞɚɧ ɩɪɢɦɟɪɚɤ ɬɚɤɨ ɭɦɧɨɠɟɧɟ 

ɞɨɤɬɨɪɫɤɟ ɞɢɫɟɪɬɚɰɢʁɟ ɭɱɢɧɢ ɬɪɚʁɧɨ ɞɨɫɬɭɩɧɢɦ ʁɚɜɧɨɫɬɢ ɩɭɬɟɦ ɞɢɝɢɬɚɥɧɨɝ 

ɪɟɩɨɡɢɬɨɪɢʁɭɦɚ Уɧɢɜɟɪɡɢɬɟɬɚ ɭ Кɪɚɝɭʁɟɜɰɭ ɢ ɰɟɧɬɪɚɥɧɨɝ ɪɟɩɨɡɢɬɨɪɢʁɭɦɚ ɧɚɞɥɟɠɧɨɝ 

ɦɢɧɢɫɬɚɪɫɬɜɚ, ɬɚɤɨ ɞɚ ɩɪɢɩɚɞɧɢɰɢ ʁɚɜɧɨɫɬɢ ɦɨɝɭ ɧɚɱɢɧɢɬɢ ɬɪɚʁɧɟ ɭɦɧɨɠɟɧɟ ɩɪɢɦɟɪɤɟ 

ɭ ɟɥɟɤɬɪɨɧɫɤɨʁ ɮɨɪɦɢ ɧɚɜɟɞɟɧɟ ɞɨɤɬɨɪɫɤɟ ɞɢɫɟɪɬɚɰɢʁɟ ɩɭɬɟɦ ɩɪеуɡɢмања. 

 

Оɜɨɦ ɂɡʁɚɜɨɦ ɬɚɤɨђɟ 

 

ɞɨɡɜɨʂɚɜɚɦ 

 

ɧɟ ɞɨɡɜɨʂɚɜɚɦ1 

                                                           
1 Уɤɨɥɢɤɨ ɚɭɬɨɪ ɢɡɚɛɟɪɟ ɞɚ ɧɟ ɞɨɡɜɨɥɢ ɩɪɢɩɚɞɧɢɰɢɦɚ ʁɚɜɧɨɫɬɢ ɞɚ ɬɚɤɨ ɞɨɫɬɭɩɧɭ ɞɨɤɬɨɪɫɤɭ ɞɢɫɟɪɬɚɰɢʁɭ 
ɤɨɪɢɫɬɟ ɩɨɞ ɭɫɥɨɜɢɦɚ ɭɬɜɪђɟɧɢɦ ʁɟɞɧɨɦ ɨɞ Creative Commons ɥɢɰɟɧɰɢ, ɬɨ ɧɟ ɢɫɤʂɭɱɭʁɟ ɩɪɚɜɨ ɩɪɢɩɚɞɧɢɤɚ 
ʁɚɜɧɨɫɬɢ ɞɚ ɧɚɜɟɞɟɧɭ ɞɨɤɬɨɪɫɤɭ ɞɢɫɟɪɬɚɰɢʁɭ ɤɨɪɢɫɬɟ ɭ ɫɤɥɚɞɭ ɫɚ ɨɞɪɟɞɛɚɦɚ Ɂɚɤɨɧɚ ɨ ɚɭɬɨɪɫɤɨɦ ɢ ɫɪɨɞɧɢɦ 
ɩɪɚɜɢɦɚ. 

 

 

 

 

✔

✔

   Душан Ђукић

   Унутрашњост скраћених усредњених гаусовских квадратура и оцена 
грешке Гаус-Кронродових квадратура

   Природно-математичком факулету



 

ɩɪɢɩɚɞɧɢɰɢɦɚ ʁɚɜɧɨɫɬɢ ɞɚ ɬɚɤɨ ɞɨɫɬɭɩɧɭ ɞɨɤɬɨɪɫɤɭ ɞɢɫɟɪɬɚɰɢʁɭ ɤɨɪɢɫɬɟ ɩɨɞ ɭɫɥɨɜɢɦɚ 

ɭɬɜɪђɟɧɢɦ ʁɟɞɧɨɦ ɨɞ ɫɥɟɞɟʄɢɯ Creative Commons ɥɢɰɟɧɰɢ: 

 

1) Аɭɬɨɪɫɬɜɨ 

2) Аɭɬɨɪɫɬɜɨ - ɞɟɥɢɬɢ ɩɨɞ ɢɫɬɢɦ ɭɫɥɨɜɢɦɚ 

3) Аɭɬɨɪɫɬɜɨ - ɛɟɡ ɩɪɟɪɚɞɚ 

4) Аɭɬɨɪɫɬɜɨ - ɧɟɤɨɦɟɪɰɢʁɚɥɧɨ 

5) Аɭɬɨɪɫɬɜɨ - ɧɟɤɨɦɟɪɰɢʁɚɥɧɨ - ɞɟɥɢɬɢ ɩɨɞ ɢɫɬɢɦ ɭɫɥɨɜɢɦɚ  

6) Аɭɬɨɪɫɬɜɨ - ɧɟɤɨɦɟɪɰɢʁɚɥɧɨ - ɛɟɡ ɩɪɟɪɚɞɚ2 

 

 

 

У __________________, _____________ ɝɨɞɢɧɟ,               

 

 

                 _____________________________

             ɩɨɬɩɢɫ ɚɭɬɨɪɚ 

             

                                                           
2 Мɨɥɢɦɨ ɚɭɬɨɪɟ ɤɨʁɢ ɫɭ ɢɡɚɛɪɚɥɢ ɞɚ ɞɨɡɜɨɥɟ ɩɪɢɩɚɞɧɢɰɢɦɚ ʁɚɜɧɨɫɬɢ ɞɚ ɬɚɤɨ ɞɨɫɬɭɩɧɭ ɞɨɤɬɨɪɫɤɭ 
ɞɢɫɟɪɬɚɰɢʁɭ ɤɨɪɢɫɬɟ ɩɨɞ ɭɫɥɨɜɢɦɚ ɭɬɜɪђɟɧɢɦ ʁɟɞɧɨɦ ɨɞ Creative Commons ɥɢɰɟɧɰɢ ɞɚ ɡɚɨɤɪɭɠɟ ʁɟɞɧɭ ɨɞ 
ɩɨɧɭђɟɧɢɯ ɥɢɰɟɧɰɢ. Дɟɬɚʂɚɧ ɫɚɞɪɠɚʁ ɧɚɜɟɞɟɧɢɯ ɥɢɰɟɧɰɢ ɞɨɫɬɭɩɚɧ ʁɟ ɧɚ: http://creativecommons.org.rs/ 

   Крагујевцу 22.12.2017.
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